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Předmluva. 


i  ředkládám  tímto  veřejnosti  spracování  jedné  části  de- 
skriptivní  geometrie,  kterého  jsem  se  na  vybídnutí  si.  Jednoty 
českých  mathematiků  podjal.  Úplná  volnost,  již  mi  ponechala 
ve  výběru  látky  a  ve  způsobu  jejího  uspořádání,  práci  mi 
usnadnila  a  mnohé  chvíle  mého  pobytu  brněnského,  do  kte 
réžto  doby  většinou  vypracování  připadá,  zpříjemnila. 

Úmyslem  mým  bylo  podati  zde  knihu  veskrze  elemen- 
tární, jak  pokud  se  týče  látky  tak  i  vlastní  methody.  Z  toho 
vznikl  postup  knihy  této,  počínající  promítáním  kótovaným. 
Přirozený  přechod  soustavný  k  dalším  methodám  poskytlo 
mi  promítání  kruhové,  jehož  důležitost  a  plodnost  v  deskrip  • 
tivní  geometrii  vůbec  a  v  geometrii  metrické  zvlášť  původce 
jeho  W.  Fiedler  sám  v  pracích  svých  prokázal.  S  geometric- 
kého hlediska  stojí  v  celém  díle  v  popředí  příbuznost  affinní 
s  veškerými  zvláštními  vztahy  svými  a  využitkování  příbuz- 
nosti té  při  promítání  parallelním,  při  čemž  zvláštní  pozornost 
jest  věnována  přenášení  takových  vlastností  konstruktivních 
kružnice  na  ellipsu,  které  se  promítáním  nemění. 

Podotýkám,  že  název  kapitoly  VII.  mohl  snad  býti  po- 
drobnější se  zřetelem  na  affinitu  útvarů  prostorových ;  krátký 
nadpis  uvedený  však  jest  postačitelný.  Dále  úvahy  o  kruh 
7iicich  křivosti  dvou  křivek  afjinnich  v  bodech  sdružených 
nenáležejí  svojí  povahou  do  kapitoly  X.  Úvahy  ty  svým 
obsahem    spadají    však  ještě   zcela    v   rámec   knihy,    a  ježto 
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VI 

souvisí  s  \  úvahami  předcházejícími  v  kapitole  této,  nechtěl 
jsem  pro  ně  zaváděti  kapitolu  novou.  Zvláštní  pozornost 
věnována  jest  transformacím  rovin  průmětných,  dále  otáčení 
útvarů,  sestrojování  útvarů  shodných,  průmětům  nesdruženým,. 
jakož  i  konstrukcím  grafickým.  Tím  se  kniha  v  mnohém  lisí 
od  knih  podobného  obsahu 

Nebylo  by  se  zřetelem  na  elementární  povahu  celého  spisu 
vhodné  zmiňovati  se  o  všech  četných  podrobnostech,  v  nichž 
jsem  si  dle  svého  soudu  počínal  samostatně,  poukazuji  zde 
zvláště  k  následujícím  článkům:  71 — 96,  109,  142 — 146, 
164,  165,  174,  176,  177  a  n.,  188,  191,  202,  203,  210— 213r 
219,220,  222,  223,  225,  228,  236— 246,  300,  301,  302, 
312,  313,  320—323.  332—344.  374,  441,  442;  mimo  to- 
k  velké  části  úvah  v  kapitole  X.,  týkajících  se  konstrukcí 
pomocných  a  křivosti  dvou  křivek  affinních  v  bodech  sdru- 
žen vch  . 

Obrazce  jsem  rýsoval  pouze  tužkou ;  provedení  tuší 
a  popis  obstaral  až  na  nepatrné  výjimky  s  velikou  ochotou 
pan  inž.  Fr  Císař,  kdežto  opravu  textu  po  stránce  jazykové 
laskavě  převzal  pan  prof.  Dr.  J  V.  Novák,  začež  jim  srdečně 
děkuji 

V  první  řadě  vzdávám  vřelé  díky  slavné  Jednotí  íeskýck 
mathematiku  a  slavné  České  matici  technické,  které  společně 
ve  velký  náklad  spisu  se  uvázaly  a  tak  nejen  vydání  spisu  toho 
umožnily,  nýbrž  i  k  většímu  rozšíření  jeho  přispěly. 

V  PRAZE,  o  velikonocích   1906. 
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Základní  prvky  a  útvary;  některé  způsoby  určování  prvků. 

Základní  prvky  a  základní  útvary  geometrické 163 

110.  Geometrická  příbuznost.  Soulehlost  prvků  základních.  Základní 
útvary  řádu  prvního,  druhého,  třetího  a  Čtvrtého. 

Smysl  úseček  a  úhlů 166 

111.  Smysl,  jakož  i  součet  úseček  a  úhlu. 

Dělící  čili  určující  poměr 168 

112.  Dělící  poměr  v  řadě  bodové.  113.  Nekonečně  vzdálený  bod  přímky. 
114.  115.  Konstrukce  prvků  v  řadě  bodové  pro  daný  poměr  dělící.  Body 
harmonické.  116.  Dělící  poměr  ve  svazku  přímek;  sestrojování  přímek 
ve  svazku  pro  daný  poměr  dělící.  117.  Dělící  poměr  ve  svazku  rovin. 

Harmonické  prvky  v  útvarech  prvního  řádu 174 

118.  Metrický  vztah  mezi  vzdálenostmi  harmonických  bodů  na  přímce. 
119.  Zvláštní  konstrukce  v  řadě  bodové  pro  bod  k  danému  harmonický 
vzhledem  k  daným  dvěma  bodům.  120.  Zvláštní  útvary  se  skupinami  přímek 
harmonických  a  odvozená  z  nich  konstrukce  přímky  ve  svazku  k  dané 
přímce  harmonické  vzhledem  k  dvěma  taktéž  daným  přímkám.  121.  Pře- 
nášení harmonických  vlastnosti  z  řady  bodové  na  svazek  přímek  a  naopak. 
122.  Obecný  způsob  sestrojování  harmonických  bodů  a  přímek.  123.  Har- 
monické roviny  a  konstrukce  čtvrté  roviny  ve  skupině  rovin  harmonických. 
124.  Poloha  harmonikální  bodu  a  přímky  k  danému  trojúhelníku.  125. 
Harmonické  body  vyťaté  ze  dvou  kružnic  orthogonálních  a  metrická 
relace  k  nim  se  vztahující.  126.  Harmonické  vlastnosti  kružnice  vzhledem 
k  danému  bodu  a  jeho  tětivě  styčné.  127.  Přímková  konstrukce  tečen  z  da- 
ného bodu  k  dané  kružnici. 

Rozšíření  pojmu  o  určujícím  poměru 187 

128.  Místo  bodů  v  rovině,  pro  něž  poměr  vzdálenosti  ode  dvou  pevných 
bodů  v  ní  ma  hodnotu  stálou.  129.  Kužel  orthogonální. 
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KAPITOLA  VII. 
Affinita;  affinní  poloha  dvou  soustav  rovinných. 

Průměty  parallelní  řad  bodových  a  soustavy  rovinné     190 

130.  Průměty  parallelní  úseček.  Řady  bodové  podobné.  131.  Příbuz- 
nost útvaru  rovinného  s  parallelním  jeho  průmětem.  132.  O  příslušných 
sobě  plochách  v  obrazcích  příbuzných.  133.  Různé  hodnoty  poměru  mezi 
plochou  v  rovině  a  průmětem  jejím  parallelním.  134.  Bližší  určení  poměru 
pro  plochy  v  rovinách  affinné  položených. 

Affinní  poloha  v  rovině 195 

135.  Výměr  affinní  polohy  ve  dvou  soumístnýcb  soustavách  rovinných. 
136.  Podmínky  pro  polohu  affinní  v  rovině  a  vlastnosti  útvarů  v  ní  sobě 
příslušných.  137.  Význam  modulu  affihity-  138.  Přenášení  úseček  pomocí 
polohy  affinní.  , 

Různé  určení  polohy  affinní  v  rovině 200 

139.  Konstrukce  útvarů  sobě  příslušných,  určených  různými  způsoby. 
140.  Řada  útvarů  v  affinné  položených. 

O  stejných  úhlech  a  úsečkách  affinné  položených 204 

141.  Příslušné  sobě  úhly  pravé.  142.  Příslušné  sobě  úhly  stejné  vůbec. 
143.  Příslušné  sobě  úhly  stejné  nekonečně  malé.  144.  Příslušné  sobě  úsečky 
stejné.  145.  Příslušné  sobě  úsečky,  jejichž  délky  jsou  v  daném  poměru. 
14tí.  147.  Věta  o  místě  bodů,  jejichž  vzdálenosti  ode  dvou  pevných  bodů 
jsou  v  stálém  poměru. 

Parallelní  průměty  kružnice;    některé   konstrukce  a  vlastnosti 

ellipsy 211 

148.  Řez  válce  rotačního  libovolnou  rovinou.  149.  Konstrukce  bodů  ellipsy, 
když  jest  dána  délka  velké  osy  a  známe-li  ohniska.  150.  Položení  ellipsy 
na  válec  rotační,  jehož  poloměr  rovná  se  malé  poloose  ellipsy.  151.  Ellipsou 
položiti  válec  rotační.  152.  Tečny  ellipsy.  153.  Sestrojování  tečen  k  ellipse, 
dána-li  jsou  její  ohniska.  154.  Kružnice  vrcholová  hlavní.  155.  Promítnouti 
orthogonálně  ellipsu  v  kružnici.  156.  Průmětem  orthogonálním  kružnice 
jest  ellipsa.  157.  Sestrojiti  ellipsu  z  daných  os.  158.  Dána  jest  jedna  osa 
a  jeden  bod  ellipsy;  sestrojiti  osu  druhou.  159.  Sdružené  průměty  a  užití 
jich  při  konstrukci  tečen,  je-li  ellipsa  úplně  dána. 

O  hodech  průsečnýck   kružnice  s  ellipsou;  sestrojení  předepsa- 
ných úhlů  affinné  položených 225 

160.  Souvislost  bodů  průsečných  kružnice  s  ellipsou.  161.  Jsou-li 
dány  dva  body  průsečné,  mají  se  sestrojiti  ostatní  dva.  162.  Kružnice  kři- 
vosti ellipsy  v  daném  bodě.  163.  Konstrukce  ellipsy,  je-li  dána  jedna 
osa  a  jeden  bod  s  příslušným  středem  křivosti.  164.  Sestrojení  affinné 
sdružených  úhlů  <r,  v  dané  velikosti.  165.  Sestrojiti  úhel  dané  velikosti 
tak,  aby  affinné  příslušný  jemu  úhel  měl  extremní  hodnotu. 

Další  konstrukce  vztahující  se  k  ellipse 281 

166.  Konstrukce  sdružených  průměrů  z  daných  os  a  vlastnosti  ellipsy 
z  konstrukce  té  plynoucí.  167.  Konstrukce  normály  v  daném  bodě  ellipsy, 
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dány -li  jsou  její  osy.  168.  Sestrojení  řady  bodů  na  ellipse  a  jejich  normál. 
169.  Paty  normál  rovnoběžných  s  danou  přímkou.  170.  Ellipsa  jest  dána 
osami;  sestrojiti  a  omeziti  dvaprůmčry  sdružené,  dán-li  jest  směr  jednoho 
z  nich.  171.  Mechanická  konstrukce  ellipsy  z  daných  os.  179.  Sestrojení 
os  ze  dvou  sdružených  průměrů.  173.  Konstrukce  ohnisek,  dána-lijest  po- 
loha os,  jeden  bod  ellipsy  a  tečna  v  něm.  174.  Sestrojení  ellipsy,  dán-li 
jest  jeden  bod  její  a  tečna  v  něm,  dále  střed  a  poměr  os.  175.  Kružnice 
křivosti  ve  vrchol ích.  176.  Grafické  sestrojení  ellipsy. 

Obecné  průměty  parallelní  kružnice  a  ellipsy ;  konstrukce  na  nich 
založené 251 

177.  Průmětem  parallelním  kružnice  jest  ellipsa.  178.  Promítnouti  pa- 
rallelně  ellipsu  do  dané  roviny  v  kružnici.  179.  Průmětem  parallelním 
ellipsy  jest  zase  ellipsa.  180.  Affinní  poloha  ellipsy  s  kružnicí  a  dvou 
ellips  181.  Ellipsa  dána  jest  dvěma  sdruženými  poloměry;  sestrojení  kruž- 
nice k  ní  affinně  položené.  182.  Věta  o  dvojicích  sdružených  průměrů 
v  ellipse.  183.  Sestrojení  os  ellipsy  ze  dvou  sdružených  průměrů  pomocí 
obecné  polohy  affinní.  184.  Sestrojení  ellipsy  ze  dvou  sdružených  průměrů. 
185.  Průsečíky  přímky  s  ellipsou.  186.  Sestrojení  ellipsy  ze  dvou  průměrů 
sdružených  (2.  způsob).  187.  Ellipsa  jest  dána  dvěma  sdruženými  průměry;, 
sestrojiti  další  dva  průměry  sdružené.  188.  Další  konstrukce  ellipsy  ze 
dvou  sdružených  průměrů.  Vytvoření  ellipsy  pohybem  přímé  řady.  189. 
Mechanická  konstrukce  ellipsy  ze  dvou  sdružených  průměrů.  190.  Osy 
ellipsy  vytvořené  při  pohybu  přímé  řady.  191.  Průsek  ellipsy  s  kružnicí 
soustřednou.  192.  Konstrukce  os  ellipsy,  dány-li  jsou  dva  body  její  a  po- 
loha dvou  sdružených  průměrů.  193.  Konstrukce  ellipsy,  dané  třemi  body 
a  středem.  194.  Konstrukce  os  ellipsy  daného  středu,  známe-li  tři  tečny 
její.  195.  Další  konstrukce  os  ellipsy,  dané  různými  prvky  určujícími.  196. 
Omeziti  průměr  ellipsy,  daný  polohou  a  sdružený  k  průměru  úplně  da- 
nému, známe-li  ještě  jeden  bod  nebo  jednu  tečnu  ellipsy.  197.  198.  199. 
Průmět  ellipsy  pro  směr  promítání,  rovnoběžný  s  její  rovinou.  Metrické 
relace,  které  se  promítáním  parallelním  nerusí.  200.  Poloměry  ellipsy  k  sobě- 
normální.  201.  Sestrojiti  vrcholy  ellipsy,  pro  niž  poloosy  mají  daný  poměr, 
známe-li  dva  na  sobě  kolmé  poloměry.  202.  203.  Ellipsa  dána  jest  dvěma 
průměry  sdruženými;  sestrojiti  pomocí  metrických  relací  buď  další  dva 
průměry  sdružené  aneb  osy  její.  204.  Některé  lineární  konstrukce  bodů  a 
tečen  kružnice.  205.  206.  207.  Přenesení  konstrukcí  těch  na  ellipsu.  208. 
Sestrojiti  osy  ellipsy,  pro  niž  dán  jest  jeden  bod  a  poloha  dvou  dvojic 
sdružených  průměrů.  209.  Přímková  konstrukce  ellipsy  ze  dvou  sdružených 
průměrů.  210.  V  rovině  dvěma  body  vésti  ellipsu,  jež  by  s  danou  kruž- 
nicí ležela  affinně  pro  danou  osu  affinity.  211.  Sestrojiti  ellipsu  danou 
pěti  body.  212.  Ellipsa  jest  dána  tětivou  a  průměrem  k  ní  sdruženým; 
sestrojiti  k  ní  kružnici  affinně  položenou  tak,  aby  tětiva  ta  byla  osou 
affinity. 

Obecná  affinita  útvarů  rovinných 297 

213.  Daný  trojúhelník  jakožto  průmět  orthogonální  trojúhelníka  k  dru- 
hému danému  trojúhelníku  podobného.  214.  Položiti  daný  trojúhelník 
vzhledem   k  dané  průmětně  tak,   aby  průmět  jeho  orthogonální  byl  dru- 
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hému  danému  trojúhelníku  podoben.  215.  Obecná  affinita  v  rovině  a  pře- 
vedeni její  v  polohu   affinní.   216.   Způsoby  určení  affinity  ve  dvou  sou- 
stavách rovinných.   217.   Samodružný  bod  affinity.  218.  Konstrukce  sdru- 
žených bodů  v  útvarech  affinních. 

Upotřebení  affinity  při  řešení  metrických  úloh  v  parallelním  pro- 
mítáni   306- 

219.  Dány  jsou  průměty  dvou  pravých  úhlů;  sestrojiti  průmět  normály 
k  dané  přímce.  220.  Daný  trojúhelník  promítnouti  parallelně  tak,  aby  prů- 
mět byl  shodný  s  druhým  trojúhelníkem  daným.  221.  Sestrojiti  průmět 
kružnice,  dány-li  jsou  průměty  tří  jejích  bodů  a  dvou  pravých  úhlů.  222. 
Průměty  dvou  pravých  úhlů  jsou  dány;  vyjádřiti  průmětem  přenesení  da- 
ného úhlu.  223.  Dán  jest  průmět  útvaru  rovinného;  sestrojiti  průmět  pro 
polohu  útvaru  toho,  do  níž  přejde  otočením  ve  své  rovině  kolem  pevného 
bodu. 

Sestrojování  rovinných  útvarů  shodných 316> 

224.  225.  Útvary  souhlasně  shodné;  konstrukce  takových  útvarův  a  je- 
jich průmětů.  226.  Pro  dva  útvary  souhlasně  shodné  jest  dána  dvojice 
příslušných  sobě  úseček;  sestrojiti  jejich  bod  samodružný.  227.  Útvary 
nesouhlasně  shodné ;  jejich  osa.  228.  Konstrukce  útvarů  nesouhlasně  shod- 
ných a  parallelních  průmětů  jejich. 

Prostorová  poloha  affinní 32a 

229.  Hlavní  vlastnosti  affinní  polohy  vzhledem  k  dané  rovině  affinity. 
230.  Affinní  poloha  osová  a  některé  vlastnosti  její.  231.  Přechod  od  polohy 
affinní  osové  k  poloze  affinní  s  rovinou  affinity.  232.  Souměrnost  vzhledem 
k  danému  bodu  nebo  dané  přímce  aneb  dané  rovině. 

Affinita  obecná  dvou  soustav  prostorových 830 

233.  Způsob  přiřazování  prvků  v  affinitě.  234.  Některé  základní  vlast- 
nosti vztahu  toho.  235.  Samodružný  bod  obou  soustav.  236.  O  zvláštních 
vztazích  affinních. 

O  prostorových  útvarech  shodných 339> 

237.  Útvary  souhlasně  a  nesouhlasně  shodné.  238.  Vlastnosti  útvarů 
shodných  v  libovolných  dvou  rovinách  ležících.  239.  Vlastnosti  dvou  soustav 
prostorových  nesouhlasně  shodných;  samodružná  rovina,  samodružná  přímka, 
samodružný  bod.  240.  O  tětivách  příslušných  sobě  bodů  na  dvou  shodných 
řadách  bodových  přímých.  241.  O  tětivách  příslušných  sobě  bodů  v  libo- 
volných dvou  shodných  polích  bodových.  242.  Dva  souhlasně  shodné  útvary 
prostorové  v  obecné  poloze;  jejich  přímka  samodružná;  převedení  útvaru 
jednoho  do  polohy  útvaru  druhého.  243.  Zvláštní  vztahy  affinní  dvou  soustav 
prostorových.  244.  Pohyb  helikální.  245.  Převedení  libovolného  útvaru  do 
polohy  libovolného  jiného  útvaru  s  ním  souhlasně  shodného  pomocí  jedi- 
ného pohybu  helikálního.  246.  Sestrojiti  pohyb  helikální,  jímž  lze  daný 
útvar  z  polohy  jedné  převésti  do  libovolné  polohy  jiné. 
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Průměty  orthogonální  do  dvou  k  sobě  kolmých  průměten. 
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Uspořádáni  průmětů  a  průměty  bodů 358 

247.  Určení  bodů  vzhledem  k  pravoúhlé  soustavě  rovin  souřadných. 
248.  Promítáni  orthogonální  do  rovin  souřadných  a  vyjádření  souřadnic 
pomocí  průmětů.  249.  Sdružování  průmětů.  250.  Převedení  průmětů  do  po- 
lohy sdružené  jednak  otáčením  kolem  os  souřadných,  jinak  promítáním 
šikmým.  251.  Roviny  totožnosti  a  souměrnosti  vzhledem  ke  dvěma  prů- 
mětům sdruženým;  přímky  totožnosti  a  souměrnosti  vzhledem  ke  třem 
průmětům  sdruženým. 

Sdružené  průměty  přímky 368 

252.  Vyjádření  přímky  a  řady  bodové.  258.  Stopy  přímky  a  její  body 
průsečné  s  rovinou  totožnosti  a  s  rovinou  souměrnosti.  254.  Vyjádřeni  řady 
bodové  na  přímkách,  které  jsou  rovnoběžný  s  některou  ze  tří  rovin  sou- 
řadných. 255.  Zvláštní  konstrukce  pro  sdružené  průměty  řady  bodové, 
kolmé  k  ose  společné  oběma  průmětnám. 

Vyjádření  roviny 372 

256.  Stopy  a  body  osové  roviny.  257.  Zvláštní  polohy  roviny. 

Vzájemná  poloha  dvou  přímek,  dvou  rovin,  přímky  a  roviny    •  -  373 

258.  Přímky  rovnoběžné.  259.  Průsečík  dvou  přímek  různobéžných 
buď  v  obecné  poloze  aneb  ve  zvláštních  polohách  v  soustavě  souřadné.  260. 
Rovina  dvou  přímek  různobéžných.  261.  Stanovení  patrnosti  pro  dvě  mimo- 
běžky  vzhledem  k  jejich  průmětům  souhlasným.  262.  Roviny  rovnoběžné. 
263.  Přímky  v  dané  rovině  a  přímky  s  ní  rovnoběžné.  264.  Přímky  kolmé 
k  rovině.  265.  Přímky  hlavní  a  spádové  roviny. 

tfěkteré  základní  úlohy,  vztahující  se  k  rovinám 381 

266.  Sestrojování  bodů  a  přímek  v  rovině  dané  stopami.  267.  268.  269. 
Rozsouditi,  zdali  daný  bod  leží  v  dané  rovině.  Sestrojiti  stopy  roviny  růz- 
nými prvky  stanovené.  270.  Rovina  daným  bodem  kolmo  k  dané  přímce 
položená. 

Průseky  rovin  s  rovinami  a  s  přímkami 385 

271.  272.  Průsečnice  dvou  rovin  daných  stopami.  Zvláštní  případy.  273. 
Průsečnice  dvou  rovin,  jejíž  stopy  nejsou  přístupny.  274.  Průsek  roviny 
8  rovinou  totožnosti  a  s  rovinou  souměrnosti.  275.  Průsečík  tři  rovin ;  jeho 
poloha  ke  stopám  rovin  těch.  276.  Průsečík  přímky  s  rovinou  danou  sto- 
pami. 

Posunování  a  vynechávání  základnice 393 

277.  Prostorový  význam  rovnoběžného  posunutí  základnice.  278.  Pří- 
slušné transformace  útvarů  stopních.  279.  Průsečík  přímky  s  rovinou,  danou 
dvěma  přímkami.  280.  Průsečnice  rovin  daných  body  a  přímkami.  281. 
Příčka  dvou  přímek  mimoběžných  buď  daným  bodem  vedená  aneb  k  dané 
přímce  rovnoběžná.  282.  Rovnoběžnostěn,  pro  nějž  dána  jest  poloha  tří 
hran  navzájem  mimoběžných. 
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Deskriptivní  geometrie 

promítání  parallelního. 


KAPITOLA  I. 
Některé  pojmy  základní  a  úmluvy. 

1.  Deskriptivni  geometrie  jest  věda,  která  na  základě  konstrukce 
a  pomoci  rysúv  určuje  útvary  prostorové  dle  tvaru,  velikosti  a  polohy 
jinými  útvary  prostorovými,  vzájemné  vztahy  jejich  zkoumá  a  úlohy 
k  nim  se  vztahující  řeší. 

Útvary,  které  se  určují,  nazýváme  útvary  původními  čili 
originály,  útvary,  jimiž  se  určování  to  děje,  nazýváme  útvary 
odvozenými  čili  jejich  obrazy  v  širším  smyslu.  Takový  obraz 
odvozujeme  tím  způsobem,  že  prvkům  útvaru  původního  při- 
řaďujeme  dle  určitého  zákona  mathematického  prvky  útvaru 
jiného,  který  volíme  za  útvar  základní  čili  obrazný. 

Je-li  útvar  obrazný  plochou,  a  zvláště,  jak  bývá  pravidlem, 
je-li  rovinou,  pak  nazýváme  jej  průmětnou  a  obraz  řečeným 
způsobem  odvozený  průmětem  čili  projekcí  útvaru  původního, 
kdežto  výkon,  jímž  se  odvozování  průmětu  děje,  nazýváme  pro- 
mítáním   Způsob  odvozování  průmětu  sluje   methodou  promítání. 

Avšak  i  v  případě  obecném  vyjadřujeme  vzájemné  vztahy 
originálu  a  obrazu  vždy  prostřednictvím  průmětů;  promítáme 
totiž  originál  i  obraz  a  ze  souvislosti  průmětů  soudíme  o  jejich 
souvislosti. 

Abychom  pojmy  o  útvarech,  jež  jsme  si  prostřednictvím 
průmětů  zjednali,  zachovali  trvale,  používáme  přesných  modelů 
průměten  zhotovených  z  těles  fysických,  na  jejichž  povrchu  pak 
vyjadřujeme  průměty  s  možnou  a  přípustnou  věrností  a  přes- 
ností graficky  pomocí  rysů.  Takové  věrné  spodobení  průmětu 
nazýváme  grafickým  obrazem  originálu  čili  krátce  obrazem  jeho 
v  užším  slova  smyslu,  a  povrch  tělesa  fysického,  pokud  vy- 
jadřuje průmětnu,  nazýváme  nákresnou. 

J.  Sobotka,   Deskriptlrni  geometrie.  1 
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Omezíme  se  zde.  jak  se  dosud  vůbec  činí,  na  průměty 
rovinné  a  tedy  na  rysy,  provedené  na  rovné  nákresně. 

2.  Postup  při  provádění  úkolů  deskriptivní  geometrií  kla- 
dených můžeme  vytknouti  takto: 

1.  Zjednáme  si  údaje,  které  útvar  prostorový  a  způsob 
odvozování  určují,  t.  j.  definici  originálu  a  odvozování  (methody 
promítání). 

2.  Sestrojíme  průmět,  dle  potřeby  i  několik  průmětů  útvaru 
původního,  a  není-li  průmětna  útvarem  základním,  též  útvaru 
odvozeného. 

3.  Vyjádříme  průměty  graficky. 

Pojímáme-li  deskriptivní  geometrii  ve  vytčené  všeobecnosti, 
jest  vědou  čistě  geometrickou,  beroucí  se  za  stejným  cílem  jako 
každé  geometrické  badání  vůbec.  Od  jiných  druhů  geometrie  liší 
se  toliko  prostředky,  jimiž  cíle  svého  hledí  dosíci,  a  jest  ome- 
zena působností  těch  prostředků. 

3.  Deskriptivní  geometrie  vznikla  z  praktických  potřeb 
technikových  a  jest  zároveň  mathematickou  vědou  užitou,  sloužíc 
různým  oborům  věd  technických  a  umění.  V  této  příčiuě  za- 
bývá se 

1.  grafickým  vyjadřováním  předmětů  skutečných  čili  hoto- 
vením plánů,  z  nichž  tvar  i  rozměry  předmětu  jak  v  celku  tak 
i  v  jednotlivostech  způsobem  snadným  poznati  lze; 

2.  sděláváním  návrhů  čili  projektů  předmětů  myšlených, 
dle  nichž  by  se  provésti  mohly. 

K  snadnějšímu  vystižení  předmětů  buď  pomocí  grafických 
obrazův  aneb  pomocí  modelů  vyjadřujících  útvary  odvozené  vy- 
žaduje hlavně  umění  při  těchto  obrazích  a  modelech,  aby  půso- 
bily dojmem  pokud  možno  souhlasným  s  oním,  jejž  vzbuzují 
originály  samy,  jsou-li  též  fysickými  tělesy  aueb  jejž  by  mohly 
vzbuditi,  kdyby  se  pomocí  těles  fysických  uskutečnily.  Úko- 
lem prvým  zanáší  se  perspektiva  v  užším  slova  smyslu,  úkolem 
druhým  tak  zvaná  perspektiva  reliéfní.  Poněvadž  zjev  tělesa 
fysického  a  tedy  také  dojem  jeho  podmíněn  jest  jeho  osvětlením,, 
jest  sestrojování  stínu  a  theorie  osvětlení  ploch  též  částí  deskrip- 
tivní geometrie.  Ze  však  dojmy  podmíněny  jsou  nejen  zákony 
geometrickými,  nýbrž  i  jistými  zákony  optickými  a  fysiologic- 
kými,  dochází  tím  deskriptivní  geometrie  dalšího  rozšíření 
svého  rozsahu,  tvoříc  takto  vědecký  podklad  umění  výtvarného 
vůbec. 
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4.  Z  uvedených  základů  seznáváme,  že  hlavními  a  nejdů- 
ležitějšími methodami  zobrazovacími  jsou  ty,  které  jsou  odvo- 
zeny abstrakcí  z  průběhu  vidění;  methody  ty  se  nazývají  elemen- 
tárními methodami  zobrazovacími ;  jsou  to:  promítáni  centrální, 
klinogonální  a  orthogonáloí,  jakož  i  prostorová  homologie  čili 
reliéfní  perspektiva  v  širším  slova  smyslu. 

Předpokládáme-li  pevnou  rovinu  za  průmětnu,  vznikne 
průmět  centrální  čili  středový  do  této  roviny,  když  daným  bodem 
pevným,  mimo  rovinu  ležícím,  myslíme  si  pomocné  přímky,  pro- 
cházející body  útvaru  původního  a  určíme  jejich  body  průsečné 
s  průmětnou;  průmět  klinogonální  čili  šikmý,  též  kosoúhlý  vzniká, 
když  pomocné  přímky  jsou  stejnosměrné  a  v  libovolném  úhlu 
k  průmětně  nakloněny;  jsou-li  však  k  průmětně  normální, 
vzniká  promítání  orthogottální  čili  pravoúhlé.  Promítání  klino- 
gonální a  orthogonální  shrnujeme  též  společným  názvem  pro- 
mítání parallelního.  Pomocné  přímky  nazýváme  přímkami  pro- 
mítajícími, pevný  bod  při  promítání  centrálním  středem  promítání 
a  stálý  směr  při  promítání  parallelním  směrem  promítání. 

Průmět  přímky  p  obdržíme  jakožto  souhrn  průmětů  jejích 
bodů.  Veškeré  promítající  přímky  těch  bodů  tvoří  rovinu, 
kterou  nazýváme  rovinou  promítající  přímky  p.  Průmět  přímky 
p  obdržíme  tedy  též  jako  průsek  její  roviny  promítající  s  prů- 
mětnou. Je-li  však  přímka  p  sama  přímkou  promítající,  pak  lze 
každou  rovinu  jí  položenou  považovati  za  její  rovinu  promí- 
tající, tak  že  průmětem  jejím  jest  každá  přímka  v  průmětně 
procházející  bodem,  v  němž  přímka  p  průmětnu  seče,  kdežto 
bod  ten  jest  průmětem  veškerých  bodu  na  p. 

Promítání  centrální,  klinogonální  a  orthogonální  jmenu- 
jeme pak  důsledně  elementárními  methodami  promítám. 

Při  prostorové  homologii  přiřaďujeme  k  bodům  originálu 
body  v  prostoru  též  pomocí  přímek  z  pevného  středu  S  vychá- 
zejících aneb  přímek  stálého  směru  tak,  aby  ku  každé  přímce 
útvaru  původního  přiřaděna  byla  opět  přímka  v  útvaru  odvo- 
zeném a  naopak.  Je-li  dán  pevný  střed  £,  pak  se  odvozování 
obrazu  děje  pomocí  dvou  rovin  R,  U  rovnoběžných,  bodu  S  ne- 
obsahujících ;  k  libovolné  přímce  p  příslušná  přímka  p+  pro- 
chází bodem,  v  níž  p  seče  rovinu  R,  a  bodem,  v  němž  přímka 
p<í  bodem  S  vedená  a  ku  p  rovnoběžná  seče  rovinu  U;  k  libo- 
volnému bodu  A  najdeme  příslušný  bod  4+,  když  vedeme 
bodem  A  libovolnou  přímku  p  a  odvodíme  příslušnou  jí  přímku 
p+.  Přímka,  která  spojuje  bod  S  s  bodem  A}  seče  p+  v  bodě  A+. 
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Je-li  však  dán   pevný  směr,    děje   se  odvozování    pomocí    pevné 

roviny  R  tak.  že  vedeme  bodem  A  přímku  toho  směru ;  seče-li 

R  v  bodě  A  y  ustanovíme  na  přímce  té  bod  A+  tak,  aby  poměr 

APA 

-T-J+  niěl  stálou  hodnotu. 

V  prvém  pří|>adě  nazýváme  homólogii  středovou  čili  cen- 
trálníy  v  druhém  případě  parallclní.  Způsob  odvozování  obrazu 
z  originálu  různí  se  zde  v  obou  případech.  Abychom  měli  pro 
oba  případy  jednotné  odvození,  mysleme  si  roviny  R,  A,  A+ 
k  sobě  rovnoběžné  aneb  v  téže  přímce  se  protínající  a  nazveme 
přímky,  které  v  prvém  případě  procházejí  středem  S,  v  druhém 
případě  mají  stálý  daný  směr,  paprsky  homologie. 

K  libovolné  přímce  p  sestrojíme  pak  odvozenou  />+  tím, 
že  vedeme  bodem  Arzy  v  němž  p  rovinu  A  seče,  paprsek  homo- 
logie a  protneme  jej  rovinou  AH  v  bodě  A+\  přímka  p+  spo- 
juje bod,  v  kterémž  p  rovinu  R  protíná  s  bodem  A+.  K  danému 

bodu  L  sestrojíme  příslušný  £+,  když  vedeme  jím  libovolnou 
přímku  l  a  sestrojíme  k  ní  přímku  příslušnou  Z+,  pak  jest  L+ 
bodem,  v  němž  paprsek  homologie  seče  přímku  Z+. 

V  jednom  i  druhém  případě  přísluší  každému  bodu,  každé 
přímce  nebo  rovině  útvaru  původního  jeden  bod,  jedna  přímka 
nebo  rovina  útvaru  odvozeného  a  naopak.  Korrespondenci  čili 
souvztažnost  takovou  nazýváme  jednoznačnou  čili  dokonalou. 

Příslušné  konstrukce  provádíme  však  i  zde  prostřednictvím 
průmětů  výše  uvedených:  centrálního  nebo  parallelního. 

V  každém  případě  však  jest  nutno,  aby  nejen  útvar  od- 
vozený dokonale  určen  byl  z  daného  originálu,  ale  také  naopak 
originál  z  útvaru  odvozeného.  Když  tedy  jediný  průmět  nemůže 
útvar  původní  určiti  úplně,  užívá  se  průmětů  dalších;  pravidlem 
děje  se  tak  spojením  dvou  průmětů  v  téže  průmětně  aneb  v  růz- 
ných průmětnách,  z  daného  originálu  odvozených. 

5.  K  elementárním  methodám  promítání  a  k  řešení  úloh 
o  útvarech  prostorových  pomocí  takových  průmětů  jsme  však 
též  vedeni  tenkráte,  když  se  pokoušíme  o  to,  abychom  kon- 
strukce, které  se  vztahují  k  útvarům  prostoru,  majícím  tři  hlavní 
rozměry  na  průmětech  nezávisle,  prakticky  provedli  tím,  že  je 
redukujeme  na  nejjednodušší,  elementární  operace  konstruk- 
tivní, které  nazýváme  konstruktivními  postuláty. 

Euklid  vytkl  pro  rovinu  tři  takové  postuláty:  1.  že  jest 
možno  každý  bod  s  každým  jiným  bodem  spojiti  přímkou,   2.  že 
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jest  možno  omezené  části  přímek  libovolně  prodloužiti  a  3.  že 
jest  možno  kolem  každého  bodu  jakožto  středu  opsati  kružnice 
každého  poloměru. 

Pro  prostor  předpokládá,  že  jest  možno  třemi  body  v  obecné 
poloze  v  prostoru  ležícími   položiti  rovinu  a  v  ní  pak  provésti 
konstrukce  geometrie   rovinné,   kterýžto   předpoklad   nazývá  se  . 
postulátem  stereometrickým. 

Realisování  myšlených  konstrukcí  prostorových  na  základě 
těchto  postulátů  nesouvisí  ovšem  nikterak  s  postupem  vidění. 
Tyto  postuláty  je  však  snadno  upraviti  a  redukovati  tak,  že 
veškeré  operace  geometrie  Euklidovy  lze  omeziti  na  jednu  nebo 
dvě  roviny  pevné,  čímž  jsme  přímo  vedeni  k  elementárním 
methodám  promítání.  To  nás  pak  vede  ku  poznání,  že  methody 
tyto  jsou  ze  všech  též  nejpřirozenější. 

Abychom  se  o  řečených  věcech  přesvědčili,  hleďme  pro- 
vésti vytčenou  redukci,  a  to  zde  jen  pro  případ,  že  se  ome- 
zíme na  jedinou  rovinu  pevnou,  kterou  volíme  jakožto  rovinu 
konstrukční.  Pak  lze  Euklidovy  postuláty  konstruktivní  pro 
prostor  omeziti  těmito  jednoduchými  požadavky. 

1.  Budiž  v  prostoru  možno  spojovati  body  spolu  přímkami, 
přímky  ty  libovolně  prodloužiti  a  úsečky  na  nich  leiící  libovolně 
přenášeti. 

2.  Budiž  možno  konstruktivním  postulátům  rovinným  v  jediné 
pevné  rovině  konstrukční  vyhověti. 

Základní  konstrukce,  pomocí  jejíž  se  konstrukce  prostorové 
převádějí  na  vytčené  postuláty,  jest  sestrojení  paty  St  kolmice 
z  libovolného  bodu  S  na  rovinu  konstrukční  P  spuštěné. 

Především  stačí  postuláty  uvedené  ku  provedení  této  kon- 
strukce, jak  patrno  z  toho  co  následuje.  (Obr.  1.) 

Abychom  totiž  St  sestrojili,  můžeme  zvoliti  v  P  libovolné 
tři  body  4,  B,  C  a  spojiti  je  přímkami  s  S.  Úsečky  AS,  BS7  CS 
myslíme  si  přeneseny  do  P  a  opíšeme  v  rovině  P  kolem  bodů 
-4,  J5,  C  kružnice,  mající  za  poloměry  příslušné  délky  -d.fi,  B&, 
CS.  Budiž  (S)  jeden  z  průsečíků  prvních  dvou  kružnic  těchto 
a  [S]  jeden  z  průsečíků  kružnice  druhé  a  třetí.  Dále  spusťme 
v  rovině  P  kolmici  z  (S)  na  AB  a  z  [S]  na  [BC],  pak  jest 
hledaný  bod  Sr  průsečíkem  obou  kolmic. 

Nebof  trojúhelník  AB(S)  můžeme  obdržeti,  otočíme-li  troj- 
úhelník ABS  kolem  přímky  AB  přiměřeně  tak,  že  zapadne  do 
roviny  P,  rovněž  tak  můžeme  trojúhelník  BC[S]  obdržeti  oto- 
čením trojúhelníku  BCS  kolem  BC.    Při  prvním  otočení  pohý- 
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buje  se  bod  8  v  rovině  S«S',(S),  jejíž  průsečnice  (S)Sl  s  P  jest 
normální  k  AB;  při  otočení  druhém  S  pohybuje  se  v  rovině 
S8t[ff]9  jejíž  průsečnice  [8]Sl  s  P  jest  normální  k  BC.  Tím  jest 
správnost  naší  konstrukce  zřejmá. 


Obr.  1. 


Při  žádané  redukci  konstruktivních  postulátů  bude  se  zajisté 
zhusta  vyskytovati  úloha,  žádající  průsečík  P  dané  přímky  p 
mimo  P  ležící  s  touto  rovinou  konstrukční,  kterou  dlužno  opět 
provésti  s  omezením  na  řečené  postuláty  (obr.  2.).  To  se  stane 
tím,  že  zvolíme  na  přímce  p  libovolné  dva  body  S  a  L%  vyhle- 
dáme paty  Sn  Lx  kolmic  s  bodů  těch  na  P  spuštěných  dle 
konstrukce  předcházející  a  pak  v  rovině  P  vztyčíme  třeba  ku 
přímce  8xLt  kolmice  v  S,  a  Lx,  na  něž  přeneseme  úsečky  &Slf 
LLX  do  8XSV  LXL%  a  to  v  stejném  smyslu,  leží-li  body  S,  L 
na  téže  straně  roviny  P,  jinak  v  opačných  smyslech.  Konečně 
spojíme  body  59,  Lv  Spojnice  seče  přímku  S^LX  patrně  v  bodě 
hledaném  P. 

O  správnosti  této  konstrukce  přesvědčíme  se  opět,  myslí - 
me-li  si  ro\inu  SLLxSt  otočenu  kolem  LXSX  až  zapadne  do 
roviny  P. 

Konstrukci  tuto  bude  nutno  při  přenášeni  konstrukcí  do 
roviny  P  zajisté  často  prováděti;  ale  poněvadž  jest  sama  o  sobě 
dosti  složitá,  bude  snahou  naší  konstrukce  žádané  tak  uspořá- 
dati, abychom  ji  mohli  omeziti  na  určité  případy  zvláštní. 
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I  pokusíme  se  nejprve  o  to,  vystačíme-] i  s  tím  ome- 
zením, že  konstrukce  použijeme  pouze  pro  přímky,  procházející 
pevným  bodem  S  mimo  P  ležícím.  Neboť  když  pro  bod  S 
jednou  pro  vždy  stanovíme  patu  S^  postačí,  když  pro  každou 
přímku  p  bodem  tím  vedenou  stanovíme  jen  pro  jediný  od  Sx 
různý  bod  L  příslušnou  patu,  abychom  obdrželi  průsečík  P 
přímky  p  s  rovinou  P.  Tím  však  jsme  ihned  vedeni  ku  pojmu 
elementárních  projekcí,  v  našem  případě  především  ku  průmětu 
centrálnímu.  Naopak  konstrukce  na  této  meťhodě  promítání 
založené  jsou  toho  druhu,  že  z  nich  možnost  a  správnost  svrchu 
vytčené  redukce  ihned  plyne. 


Obr.  2. 


6.  Deskriptivní  geometrie  předpokládá  pouze  znalost  ele- 
mentární planimetrie  a  stereometrie.  Proto  se  obírá  též  vy- 
vozováním všech  pojmuv  a  pouček,  které  v  nich  nejsou  obsa- 
ženy a  jichž  jest  potřebí  k  vyšetření  konstrukcí  a  k  řešení  úloh 
v  ní  se  vyskytujících,  čímž  právě  se  stává  vědou  samostat- 
nou, rozvoje  schopnou.  Vyvozování  to  provádí  deskriptivní  geo- 
metrie hlavně  na  základě  method  promítání  a  cestou  po  výtce 
geometrickou,  zkoumajíc  v  prvé  řadě  ty  vlastnosti  útvarů  geo- 
metrických, které  se  neruší  promítáním.  Vlastnosti  takové 
nazýváme  promětnými  čili  projektivními.  Zkoumáním  takových 
vlastností  deskriptivní  geometrie  tvoří  též  základ  geometrie  polohy, 
která  jest  jejím  rozšířením  v  tom  směru,  že  přiřaďújeme  jeden 
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útvar  prostorový  ke  druhému  bezprostředně,  aniž  jsme  je  drive 
vyjadřovali  průměty  rovinnými,  ba  ani  k  možnosti  takového 
vyjadřování  vůbec  zření  nemajíce. 

Deskriptivní  geometrie  zabývá  se  též  vyjadřováním  a  ur- 
čováuím  metrických  vlastností,  přináležejících  útvarům  pro- 
storovým, tak  že  analytické  relace  míry  předem  nevylučuje, 
ačkoli  lze  relacím  těm  dáti  výraz  ryze  geometrický,  protože 
geometrie  polohy  pojímá  v  sobě  geometrii  míry  jako  část. 
Užívání  analytických  relací  omezuje  se  tu  však  jen  na  relace 
jednoduché  a  na  případy,  v  nichž  to  jest  přiměřeno  povaze 
úlohy,  která  se  řeží.  Jinak  užívá  se  těch  relací  jen  mimochodem. 

7.  Pokud  se  týče  znaků,  jimiž  útvary  prostorové  označujeme 
aneb  jimiž  různé  vztahy  jejich  krátce  vyjadřujeme,  klademe  na 
ně  požadavek  jednoduchosti,  účelnosti  a  určitosti.  První  z  nich 
jest  žádoucí  z  ohledů  typografických  a  úspory,  druhý  pro 
přehlednost  a  snadné  orientování.  Třetím  požadavkem  se  může 
zabrániti  tomu,  aby  týchž  znaků  nebylo  užíváno  pro  různé 
pojmy,  vyjímaje  případy  přípustné,  kdy  počínáním  takovým  zá- 
měna pojmů  označených  jest  vyloučena.  Tak  jsou  na  př.  průmět 
útvaru  a  grafický  jeho  obraz  pojmy  docela  různé,  které  však 
bez  závady  zpravidla  lze  označiti  stejnými  symboly;  vždyť  kon- 
strukce myslíme  si  obyčejně  provedeny  na  průmětech,  kdežto 
obrazy  grafické  jsou  jenom  fysickým  jejich  vyjádřením.  Kdy- 
bychom chtěli  obrazy  ty  různiti  též  symbolicky  od  průmětů 
příslušných,  mohli  bychom  si  je  mysliti  označeny  symboly 
průmětů  s  určitým  indexem  libovolně  připojeným,  a  poněvadž 
by  pak  každý  symbol  obrazu  byl  opatřen  takovým  indexem,  ne- 
musili  bychom  jej  pokaždé  zvlášť  připisovati,  nýbrž  mohli 
bychom  jej  jednou  pro  vždy  vyznačiti  nápadně  na  některém 
místě  obrazu  a  vztahovati  jej  ke  všem  ostatním  znakům. 

Abychom  shora  vytčeným  požadavkům  pohodlným  způso- 
bem učinili  zadost,  ponecháváme  si  jakousi  volnost  v  označováni 
od  případu  k  případu,  při  čemž  sluší  podotknouti,  že  pohodlnost 
v  označování  a  ve  čtení  znaků  řídí  se  hlavně  též  zvykem. 

Zde  uvedeme  jen  takové  znaky,  jichž  se  v  knize  této  zhusta 
užívá,  a  to  pro  orientaci  hlavně  těm.  již  jsou  zvyklí  jinému 
označování. 

Budeme  obyčejně  označovati: 

body  velkými  literami  latinskými  A,  B,  ...  , 

přímky  malými  literami  latinskými  a,  />,..., 
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roviny  a  plochy  velkými  literami  písma,  zvaného  antikva 

A,   15,      .  .  , 

úhly  malými  literami  řeckými  «,  fi  .  .  .  ,  pravý  úhel  jakožto 
jednotku  míry  úhlové  literou  q, 

délky,  nemůže-li  tím  vzniknouti  žádný  omyl,  malými  pís- 
meny latinskými  jako  přímky;  leží-li  na  přímce  určitá  úsečka 
hlavní,  značíme  s  touž  výhradou  délku  její  týmž  písmenem  jako 
přímku. 

Útvar,  který  jest  určen  útvary  jinými,  označujeme  též  tak, 
že  znaky  jejich  napíšeme  jednoduše  vedle  sebe.  Zvláště  pak  zna- 
číme spojení  několika  prvků  útvarem  jimi  určeným  pouhým 
seřazením  písmen  je  označujících  a  prvky  průsečnó  tím,  že 
mezi  symboly  je  určující  klademe  tečky.  Čteme  tudíž  symboly: 
p  =  AB:  přímka  p  jest  spojnicí  bodů  A,  B, 
R  =  ABC  =  Ab:  rovina  R  spojuje  body  A,  By  C  aneb- 
bod  A  s  přímkou  b, 

S  =  ab:  rovina  S  jest  spojnicí  přímek  a,  6, 
í?  =  jp.g  =  r.A  =  L.M.N:   bod  B  jest  průsečíkem  pří- 
mek p,  g,    dále  průsečíkem    přímky   r   s  rovinou  A   a   konečně 
průsečíkem  rovin  L,  M,  N, 

p  =  A  .  B :  přímka  p  jest  přímkou  průsečnou    rovin  A,  B. 

Podle  toho  značí  AB .  CD  bod  průsečný  dvou  přímek  se: 
protínajících,  z  nichž  prvá  spojuje  body  A,  B%  druhá  body  C,  ZX, 

Shrnujeme-li  útvary,  které  mají  nějaké  prvky  společné,  pak 
je  označujeme  též  tak,  že  k  symbolům  společných  prvků  připojíme: 
do  závorky  symboly  ostatních  prvkňv  určujících,  Tak  značí 
S  (a,  6,  c)  tři  roviny,  které  spojují  přímky  a,  ft,  c  s  bodem  Sy 
kdežto  S(abc)  značí  trojstěn,  mající  vrchol  8,  jehož  stěny  obsa- 
hují přímky  a,  A,  c,  libovolně  v  prostoru  položené. 

Při  promítání  orthogonálním  na  dvě  průmětny  k  sobě  kolmé 
značíme  zvlášt 

průmětny  tyto  Pí,  Pn,  průsečnou  čili  společnou  osu  jejich  xy 

dále  A'  průmět  bodu  i  do  Pí  a  A"  do  Pn; 

obdobně  značíme  p\  p"  průměty  přímky  p\ 

Qh  Qu  body  stopní  přímky  q; 

n,  rn  přímky  stopní  roviny  R,  Su,  sm  přímky  stopni  ro- 
viny S,,  obdobné  wi,  uu  křivky  stopní  plochy  U. 

Pro  kolmou  vzdálenost  užíváme  znaku  -H;  značí  tedy  B— \p 
vzdálenost  bodu  B  od  přímky  p,  B  H  R  vzdálenost  bodu  B  od 
roviny  K. 
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Dva  body  4,  B  na  přímce  určují  úsečku;  AB  značí  její 
délku,  tak  že  zde  ani  ke  smyslu  úsečky  ani  ku  poloze  přímky, 
na  níž  úsečka  leží,  nepřihlížíme,  kdežto  AB  značí  jak  délku 
úsečky,  tak  i  polohu  přímky,  na  níž  úsečka  ta  leží,  jakož  i  směr 
na  ní  vytčený  od  A  k  B\  úsečku  takto  v  prostoru  stanovenou 
nazýváme  vektorem.  AB  =  CD  znamená  rovnost  vektorů  AB, 
CD,  t.  j.  že  přímky  AB,  CD  jsou  rovnoběžný  a  úsečky  AB,  CD 
že  mají  stejnou  délku  a  stejný  smysl ;  konečně  znakem  |  AB  \ 
vyjadřujeme  vektor  bez  ohledu  na  smysl.  Uvedených  rozdílů 
užíváme  jmenovitě  tenkráte,  kde  toho  pro  uvarování  omylu 
potřebí. 

8.  Grafické  obrazy  bodů  nazýváme  obyčejně  tečkami,  gra- 
fické obrazy  přímek  a  křivek  čarami.  Chceme-li  obraz  takový 
učiniti  názorným,  pokud  to  způsob  zobrazování  vůbec  dovoluje, 
představujeme  si,  že  by  útvar,  o  jehož  vyjádření  se  v  prvé  řadě 
jedná,  jakož  i  příslušné  průměty  byly  realisováuy  útvary  hmot- 
nými ;  dále  abstrahujeme  proces  vidění,  předpokládajíce  tak  zvané 
oko  promítající  tak,  aby  paprsky  zorné  se  stotožňovaly  s  přím- 
kami promítajícími.  Při  promítání  centrálním  paprsky  zorné 
směřují  od  středu  promítání  k  průmětně.  Při  promítání  paral- 
lelním  probíhají  ve  směru  přímek  promítajících,  a  to  v  urči- 
tém smyslu,  který  se  od  případu  ku  případu  stanoví.  Při  pro- 
mítání orthogonálním  na  dvě  roviny  k  sobě  kolmé  Pí,  Pu  dbáme 
toho,  že  osa  x  každou  z  nich  dělí  na  dvě  části  +  ?u  —  P 
a  -+■  Pu,  —  Pn,  z  nichž  prvou  považujeme  za  kladnou,  druhou 
za  zápornou.  Tu  obyčejně  se  předpokládá,  že  působí  paprsky 
zorné  ve  smyslu  kolmic,  které  vycházejí  z  libovolného  bodu 
ležícího  v  části  prostoru,  omezené  polorovinami  +  Pi»  ~h  Pn» 
a  směřují  k  rovinám  Pí,  Pu/  Ale  někdy  volí  se  pro  paprsky 
zorné  smysl  opačný,  buď  vzhledem  k  průmětně  Pí  nebo  vzhledem 
k  Pu  aneb  konečně  vzhledem  k  oběma.  Kdybychom  prvotní 
volbu  nazvali  vzhledem  ku  Pí  pohledem  shora,  vzhledem  ku  Pn 
pohledem  zpředu,  pak  bychom  volbu  druhou  nazvali  vzhledem 
ku  P(  pohledem  zdola,  vzhledem  ku  Pn  pohledem  ze  zadu. 

Pro  úplnější  názor  vyjadřujeme  někdy  buď  v  částech  nebo 
v  celku  pohledy  oba. 

Myslíme-li  si  libovolný  paprsek  zorný  proťat  útvarem 
prostorovým,  o  jehož  vyjádření  se  jedná,  a  zároveň  některou 
průmětnou  a  sledujeme-li  na  paprsku  tom  body  průsečné  od 
průmětny  té  ve  smyslu  opačném  onomu,  který  paprsku  zornému 


—  11  - 

přináleží,  tu  poslední  z  nich  jestf  vzhledem  k  vytčené  průmětně 
viditelný,  kdežto  ostatní  jsou  zakryty.  Při  promítání  na  dvě 
průmětny  k  sobě  kolmé  Pí,  Pu  obyčejně  mimo  to  ještě  před- 
pokládáme, že  všecky  útvary,  které  se  nenaskýtají  v  části  pro- 
storu omezené  polorovinami  +  Pí,  +  Pu,  jsou  taktéž  neviditelné. 
Při  rýsování  čar  přihlížíme  k  tomu,  jsou-li  to  čáry  hlavní 
£i  čáry  pomocné;  oněmi  vyjadřují  se  graficky  útvary  dané 
aneb  žádané,  všechny  ostatní  čáry  jsou  čarami  pomocnými, 
čáry  hlavní  vytahujeme  plynně,  pokud  vyjadřují  útvary  vidi- 
telné, tečko  vaně,  pokud  vyjadřují  útvary  zakryté,  čáry  pomocné 
vytahujeme  buď  čárkovaně  aneb  klade -li  se  na  ně  důraz,  smí- 
šeně malými  čárkami  a  tečkami.  Někdy  vytahujeme  čáry  po- 
mocné barvou;  ale  pak  se  to  děje  veskrz  plynně.  Tečky,  které 
vyjadřují  body,  na  něž  chceme  zvláště  upozorniti,  učiníme  ná- 
padnými tím,  že  kolem  nich  opíšeme  malé  kroužky. 
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KAPITOLA  II. 


Promítání  kótované. 

Průmět  bodií,  měřítko  a  obecné  vlastnosti. 

9.  Vztahujme  útvar  prostorový  r  k  dané  rovině  průmětné 
P  na  základě  promítání  orthogonálního.  Každému  bodu  B  útvaru 
r  přísluší  jediný  určitý  průmět  R  v  P,  pata  to  kolmice  z  bodu 
B  na  rovinu  P,  tak  že  bodem  Jí  jest  průmět  jeho  v  P  ne- 
sporně určen,  avšak  naopak  muže  býti  bod  Ré  v  průmětně  le- 
žící průmětem  každého  bodu,  který  leží  na  přímce  promítající 
bodem  R  kolmo  ku  P  vedeué.  Aby  bod  R  nesporně  byl  stanoven, 
postačí,  když  mimo  jeho  průmět  známe  ještě  délku  a  smysl 
úsečky  RR. 

Tím  můžeme  ke  každému  bodu  R  dojíti  na  základě  po- 
stulátních  konstrukcí  Euklidových  (5).  Na  základě  těchto  kon- 
strukcí pro  rovinu  vytčených  dospějeme  totiž  nejprve  k  bodu 
R\  vyjadřujíce  jej  obyčejně  souřadnicemi  v  určité  soustavě  sou- 
řadné, v  rovině  P  stanovené;  pak  naneseme  na  přímku  promí- 
tající, bodem  R*  vedenou,  úsečku  RR,  délkou  i  smyslem  stano- 
venou, při  čemž  úsečky  ty  pro  body  na  jedné  straně  roviny  P 
ležící  označujeme  jakožto  kladné,  pro  body  na  opačné  straně 
roviny  P  ležící  jakožto  záporné. 

10.  Má  li  útvar  odvozovaný  v  rovině  P  určovati  jeduoznačně 
útvar  v  prostoru  T,  je  nutno,  aby  v  P  byla  pro  každý  bod  R 
též  úsečka  RB  jednoznačně  vyjádřena. 

To  učiníme  nejprv  následujícím  způsobem. 

V  P  zvolíme  přímku  m.  Na  ni  naneseme  od  jistého  bodu 
počátečního  o  opětovně  a  spojitě  určitou  úsečku  j>  kterou  si 
volíme  za  základní  jednotku,  vyrozumívajíce  spojitým  přená- 
šením úseček  takové,  při  němž  koncový  bod  úsečky  přenesené 
jest  bodem  počátečním  pro  úsečku  následující.  Dále  myslíme 
si  základní  jednotku  rozdělenu  v  určitý  počet  stejných  dílů ; 
každý  takový  díl  i  považujeme  za  podružnou  jednotku  1.  řádu, 
kterou  si  můžeme   mysleti    zase  rozdělenu  v  určitý  počet  stej- 
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nýeh  dílů,   z  nichž  každý  považujeme  za  podružnou  jednotku 
2.  rádu  k,  a  tak  bychom  mohli  s  dělením  pokračovati  dále. 

Přisuzujeme  pak  úsečkám  arithinetická  čísla  tak,  že  stejným 
úsečkám  přisoudíme  stejná  čísla  a  úsečce,  která  se  skládá  z  něko- 
lika úseček,  přisoudíme  číslo,  rovnající  se  součtu  oněch  čísel, 
která  přináležejí  těmto  jednotlivým  úsečkám. 

Přirovnáme-li  pak  úsečku  R4R  k  úsečkám  na  m,  a  přestá- 
váme-li  pro  krátkost  na  jednotkách  j%  i,  /fc,  bude  úsečce  RR 
buďto  přisouzeno  určité  číslo,  anebo  bude  lze  stanoviti  úsečky 
'RRl,~WŘl  těch  vlastností,  že R*RX  >TČB  >  RŤR2  a  RJRq  =  *,  tak 
že  iťií,,  RR2  jsou  úsečkami,  jimž  přináležejí  dvě  čísla,  obsa- 
hující stejný  počet  jednotek  j  a  i,  kdežto  počet  jednotek  k  jest 
v  čísle  pro  Bfliq  o  jednu  větší  než  v  čísle  pro  RRX.  Naopak 
každému  číslu,  utvořenému  z  určitého  počtu  jednotek  j%  i  a  A, 
přísluší  určitá  délka.     . 

Řada  bodová  na  přímce  w,  která  slouží  arithmetickému 
vyjadřování  úseček,  sluje  jejich  měřítkem. 

Připojíme-li  tedy  ku  průmětu  R  každého  bodu  B  útvaru 
.T  číslo,  přináležející  vzdálenosti  bodu  toho  od  průmětny  kladné 
neb  záporné  podle  toho,  jakého  smyslu  úsečka  RR  jest,  bude 
útvar  r  průmětem  takovým  stanoven,  číslo  uvedené  nazýváme 
kótou  nebo  výměrou,  a  methodu  zobrazovací  nazýváme  promítáním 
kótovaným  aneb  číselným;  příslušné  obrazy  grafické  nazýváme 
obrazy  číslicovanými  aneb  též  číselnými. 
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Obr.  3. 

11.  —  Obr.  3.  a  4.  —  Základem  takového  obrazu  jest  obraz 
řady  bodové  na.  m  čili  měřítko  obrazu,  jehož  jednotka  j*  vyja- 
dřuje_délku  ,;'.  Poměr  j*  : ;  nazýváme  lineární  změnou  a  to, 
je-li  j*  < ^lineárním  zmenšením,  je-li  j*  >;,  lineárním  zvětše- 
ním. Je-li  ./*=./,  pokud  ovšem  toho  hmotnými  prostředky  do- 
síci  lze,  pravíme,  že  jest  průmět  a  tedy  také  útvar  sám  vyjádřen 
v  pravé  velikosti. 

Úprava  pro  měřítko  obrazu  bývá  obvyklá,  totiž  ta,  že  na  přímé 
čáře  nanášíme  v  určitém  smyslu  od  zvoleného  bodu  nullového  o 
délku  j*  opětovně  a  spojitě,  označujíce  body  koncové  číslicemi 
po  sobě  jdoucími  v  přirozené  řadě  čísel;  tím  obdržíme  měřítko 
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hlavní.  K  tomuto  připojujeme  na  téže  čáře  ve  smyslu  opačném 
od  bodu  nullového  jednotku  j*,  již  rozdělíme  v  jednotky  i* 
podružné  1.  řádu,  kteroužto  část  měřítka  nazýváme  měřítkem 
podružným.  V_obr.  3.  nechť  vyjadřuje  ,;'*  délku  1  m,  tedy  vy- 
jadřuje pak  i*  délku  1  dm  a  j*  =  10  i*. 
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Obr.  4. 
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Třeba-li  ještě  dalšího  rozdělení,  rozšíříme  měřítko  právě 
uvedené  na  měřítko  příčné  čili  transversální,  které  dovoluje  vy- 
jádření jednotek  k. 

Pro  obr.  4.  předpokládáme  ,;  =  10  i,  i  =  10  k.  Čára  dolní 
od  0  v  jednom  jsmyslu,  řekněme  v  právo,  jest  měřítkem  hlav- 
ním, majícím  j*  za  jednotku,  v  druhém  smyslu,  zde  tedy 
v  levo,  měřítkem  podružným,  majícím  i*  za  jednotku.  Abychom 
obdrželi  měřítko  transversální,  sestrojili  jsme  vlastně  ještě 
10  dalších  pomocných  měřítek,  rovnoběžných  s  měřítkem  hlavním 
tak,  aby  se  vzdálenosti  dvou  a  dvou  měřítek  po  sobě  jdoucích 
sobě  rovnaly.  Koncovými  body  jednotek  .;*  na  měřítku  hlavním 
vedeme  k  tomuto  kolmice  a  na  prvé  kolmici  s  levé  strany  ozna- 
číme aneb  myslíme  si  označeny  průsečíky  s  měřítky  pomocnými 
od  nejbližšího  k  měřítku  hlavnímu  počínajíce  číslicemi  1,  2,  ... 
až  10.  Poslední  měřítko  pomocné  budiž  tak  uspořádáno,  že 
vznikne  z  původního  rovnoběžným  posunutím  ve  směru  k  němu 
kolmém;  i  spojme  dělící  tečky  podružného  měřítka  ua  tomto 
měřítku  pomocném  obsaženého  s  dělícími  tečkami  podružného 
měřítka  na  měřítku  hlavním  ležícího  tak,  že  koncový  bod  ka- 
ždého dílce  na  onom  spojíme  s  bodem  počátečním  souhlasného 
dílce  na  tomto,  čímž  obdržíme  příčky  k  měřítkům,  k  nim  v  kosém 
úhlu  nakloněné.  Máme-li  nyní  úsečku  vyjádřenu  číslem  a m  6c, 
t.  j.  úsečku,  jejíž  délka  rovná  se  a  .j  -f-  b  .  i  +  c  .  A:,  obdržíme 
délku  pro  její  grafický  obraz,  když  si  myslíme  c-té  měřítko 
na  levé  kolmici  označené  proťato  nejprve  příčkou,  procházející 
i-tou  dělící  tečkou  na  původním  měřítku  podružném  a  pak  kol- 
micí   všem  měřítkům  společnou,  procházející  a-tou  dělící  tečkou 


—  15  — 

měřítka  hlavního.     Úsečka   oběma  průsečíky  stanovená  podává 
hledanou  délku. 

Dílce  na  poslední  kolmici  vyznačené  přenesli  jsme  sou- 
visle ještě  několikráte  dále  od  měřítka  původního,  dělící  body 
jsme  postupně  číslovali  a  spojili  jednak  trans ver šálami  s  po- 
čátečním bodem  kolmice  předcházející,  jinak  jsme  jimi  vedli 
rovnoběžky  k  měřítkům,  čímž  dovedeme  díly  jednotky  j,  vyjá- 
dřené ryzím  zlomkem,  v  obraze  vyjadřovati.  Tak  na  př.  obdržíme 

vyjádření  délky  t^t  j  na  měřítku  jdoucím  tečkou  6  zmíněné  kol- 

mice,  a  to  v  úsečce,    omezené   touto  tečkou  6  a  transversálou, 
směřující  k  tečce  13. 

12.  S  geometrického  hlediska  methoda  promítání  kótova- 
ného, operujíc  s  čísly,  jest  nedokonalá;  konstrukcí,  vztahujících 
se  k  útvarům  prostorovým,  neřeší  bezprostředně.  Neboť  za 
účelem  konstrukce  nutno  buď  napřed  čísla  vyjádřiti  úsečkami 
a  s  nimi  pak  konstrukci  prováděti,  potom  výsledek,  je-li  toho 
třeba.  t.  j.  žádá  li  toho  povaha  úlohy,  zase  číslem  vyjádřiti  aneb 
naopak  vyjádřiti  úsečky  do  konstrukce  vcházející  čísly,  pří- 
slušnou úlohu  pak  výpočtem  řešiti  a  konečně  výsledek,  je-li  toho 
třeba,  vyjádřiti  geometricky. 

Vzájemné  takové  vyjadřování  úseček  čísly  a  naopak  jest 
pouze  a  jen  zhruba  přibližné,  neboť  na  měřítku,  jež  jest  pod- 
kladem grafického  vyjádření,  vytčena  jest  jenom  určitá  řada 
úseček  a  příslušná  řada  jednoduchých  čísel  racionálních;  pro 
praktické  potřeby  to  však  postačí,  poněvadž  můžeme  k  libovolné 
úsečce  pomocí,  po  případě  i  doplněním  měřítka  sestrojiti  úsečku, 
již  lze  vyjádřiti  arithmeticky,  a  to  takovou,  aby  rozdíl  mezi 
oběma  byl  tak  malý,  že  při  grafickém  vyjádření,  se  zřetelem 
též  k  účelu,  jemuž  obraz  sloužiti  má,  nepřipadá  na  váhu. 

Applikujeme-li  tuto  methodu  promítání  podle  uvedené  de- 
finice, jest  i  theoreticky  nepřesná.  Neboť  dovede  vystihnouti 
pouze  úsečky  BfB  theoreticky  přesně,  které  lze  vyjádřiti  vý- 
razem a.j  +  6.  i  +  c.i  +  .  .  .,  kde  a,bt  c%  .  .  značí  buď  čísla 
celistvá  aneb  nullu,  a  kde  jest  b.i  <j,  c.k  <  ť,  .  .  .,  ačkoliv 
možno  dalším  dělením  jednotky  poslední  přiblížiti  se  každé  jiné 
úsečce  s  přesností  postačitelnou.  Obecně  bychom  mohli  úsečku 
R!Il  vyjádřiti  číslem  racionálním  vůbec,  když  jest  s  úsečkou, 
délky  ;  směrná. 
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Tuto  nepřesnost  theoretickou  však  lze  odstraniti  tím  způso- 
bem, že  bezprostředně  vyjadřujeme  jenom  body,  pro  něž  výměry 

mají  délky  a  .7+  b  .7+  c .  k  +  . . .,  kde  je  počet  jednotek  j%  i 

omezen  malým  číslem,  a  body  ostatní  vyjadřujeme  pak  geo- 
metricky závisle  na  nich.  Zvláště  pak,  ne-li  výhradně,  vyjadřu- 
jeme ony  body  útvaru  r,  pro  něž  b  =  c  =  . . .  =  0,  jejichž  vý- 
měry jsou  tedy  celistvými  násobky  jednotky  základní.  O  ta- 
kových bodech  pravíme,  že  mají  okrouhlou  kotu.  Při  označováni 
bodův  určité  koty  aneb  útvaru,  jehož  body  mají  vesměs  stejnou 
kotu    určitou,    připojujeme    tuto  kotu    k  příslušnému    symbolu. 

13.  Přes  výtky,  které  jsme  methodě  průmětů  kótovaných 
činili,  užíváme  jí  pro  přednosti,  které  poskytuje,  když  jde  hlavně 
o  zobrazování  částí  tělesa  zemského  v  rozměrech  obmezených, 
v  jejichž  mezích  lze  bez  újmy  požadované  přesnosti  ideální 
povrch  geoidu  nahraditi  rovinou  horizontální.  V  tom  případě 
volíme  též  průmětnu  horizontální,  nazývajíce  ji  úrovní  a  zna- 
číce ji  P(o)  aneb  krátce  P.  Průměty  takové  mají  tu  výhodu,  že 
libovolný  bod  v  průmětně  jest  zpravidla  průmětem  jen  jednoho 
bodu  na  povrchu  zemském,  čehož  bychom  nedosáhli  volíce  ně- 
jakou rovinu  vertikální  za  průmětnu,  k  čemuž  by  přistoupila  ještě 
nevýhoda  plynoucí  z  toho,  že  koty  bodů  zobrazených  bývají  po- 
měrně malé  vzhledem  k  horizontální  rozloze  zobrazeného  terrainu. 

Úroveň  lze  voliti  buďto  pode  všemi  nebo  nade  všemi  před- 
měty, které  třeba  zobraziti:  v  prvním  případě  nazýváme  koty 
též  výškami,  v  druhém  případě  pak  hloubkami.  Takovou  volbou 
dosáhneme,  že  všechny  body  terrainu,  jejž  zobrazujeme,  leží 
na  téže  straně  průmětny,  tak  že  jejich  koty  můžeme  považo- 
vati vždy  za  kladné. 

Pokud  se  týče  vyjadřování  bodův  o  okrouhlých  kótách, 
myslíme  si  útvar  t  rozložen  na  vrstvy  rovinami  rovnoběžnými 
s  úrovní,  v  určitých,  stejných  vzdálenostech  od  sebe  položenými, 
jejichž  bodům  přísluší  koty  okrouhlé.  Roviny  ty  nazýváme  ro- 
vinami vrstevnimi  a  útvary  průsekem  jejich  s  r  vzniklé  nazý- 
váme útvary  vrstevní  mi  a  ty  právě  vyjadřujeme  bezprostředně 
v  průmětu.  Útvary  vrstevní  a  průměty  jejich  označujeme,  ne- 
může-li  tím  vzniknouti  omyl,  často  jenom  číslicemi  vyjadřují- 
cími příslušné  koty.  Průměty  přímek  nebo  křivek  vrstevních  na- 
zýváme vrstevnicemi.  Vzdálenost  dvou  bezprostředně  po  sobě 
následujících  rovin  vrstevních  nazýváme  aequidistancí.  Průměty 
dvou  bodů,  jejichž  rozdíl  kot  rovná  se  aequidistauci  ř,  mají  vzdále- 
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nost  od  sebe,  kterou  nazýváme  intervalem  těch  bodů,  značíce  ji 
obyčejně  písmenkem  i.  Rovná-li  se  e  jednotce  základní,  pak  nazý- 
váme i  intervalem  jednotkovým.  Vyjádření  aequidistance  a  inter- 
valu v  obraze  číslicovaném  nazýváme  grafickou  aequidistancí, 
grafickým  intervalem.    Grafickou  aequidistancí  značme  třebas  (e). 

Volba  aequidistance  se  řídí  poměrem  A  =j*:j ;  volívá  se 
pro 

;-  =  tŽoo-'  e  =  lm&  Jest  tedy  w  =  w =°-2mm> 

1  !  1A  /   \  10m  Ar: 

1  =  8O000*  e  =  10  m     ■        ■     W  =  2OÓ00  =  °'5  wm' 
.  1  1An  ,  ,        lOOm         4 

1  =  tTóoo- a  =  10°  m  ■       -     (c)  =  Ťšm  =  Tmm' 


Promítání  přímky. 

14.  —  Obr.  5.  —  Přímka  jest  určena  kótovanými  průměty 
dvou  svých  bodů. 

Přímku  stupňovati  znamená  sestrojiti  průměty  určitého 
počtu  bodů  vrstevních  pro  danou  aequidistancí. 

Úloha.  Přímka  a  jest  dána  body  A  (25),  B  (6'4) ;  má  se 

1.  kota  bodu  C)  jehoš  průmět   známe,    na  přímce   stanoviti; 

2.  bod  D  dané  koty  (4'08)  na  přímce  umístiti ; 

3.  přímka  ta.  stupňovati. 

Útvary  úlohou  vyznačené  leží  v  rovině  promítající  A 
přímky  a;  proto  si  rovinu  tu  vyjádříme  v  průmětně  tím,  že  ji 
otočíme  kolem  stopy  její  a\  kteráž  jest  průmětem  přímky  a,  až 
přijde  do  polohy  (A),  v  níž  splyne  s  průmětnou  P(<».  Takové  oto- 
čení roviny  nazýváme  krátce  sklápěním^  polohu  roviny  a  útvarů 
v  ní  ležících  po  otočení  pak  nazýváme  jejím  sklopením.  Sklopené 
přímky  promítající  *a,  z$  bodů  A,  B  přijdou  do  polohy  (#<*), 
(gp)7  zůstávajíce  kolmé  ku  ď.  Naneseme-li  na  ně  délky  A4  (A) 
=  2-5  £  B*  (B)  =  6*4  J,  obdržíme  sklopené  body  (A),  (B)  a  sklo- 
penou přímku  (a)  =  (A)  (B). 

1.  Protneme-li  kolmici  (zr)  v  C  k  a?  vztyčenou  v  bodě  (C% 
vyjadřuje  6"(C)  vzdálenost  zY  bodu  C  od  průmětny,  a  příslušnou 

J.  Sobotka,  DttSkriptimí  geometrie.  8 
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kotu    obdržíme  srovnáním  s  měřítkem.   V  našem  případě   jest 
C  (C)  =  3*67,   kde  poslední  místo  jsme    jen  přibližně   odhadli. 

2.  Naneseme-li  na  (za)  kotu  za  =  A'  (Da)  =  4*8,  rovnoběžka 
bodem  (Do)  k  a'  jest  sklopená  přímka  roviny  A,  jejíž  body  mají 
touž  kotu,  a  protíná  (a)  v  bodě  (2>)  výměry  48.  Pata  kolmice 
z  (D)  na  ď  jest  průmětem  bodu  D. 
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Obr.  5. 


3.  Sestrojíme-li  takovým  způsobem  dva  body  okrouhlých 
výměr,  zde  E '(3)  a  F(7),  obdržíme  dělením  úsečky  EF  na  čtyři 
stejné  díly  a  dalším  přenášením  dílů  těch  stupňování  přímky 
pro  «=  1.  Máme  zde  totiž  dvě  přímky  a,  a*  proťaty  rovnoběž- 
nými transversálami  Za,  z^  .  .  .;  libovolné  dvě  z  těchto  trans- 
versál  protínají  a  a  a'  v  úsečkách  stejnolehlých  a  úměrných,  tak 
že  libovolné  dvě  úsečky  stejnolehlé  jsou  v  stálém  poměru,  a 
poměr  libovolných  dvou  úseček  na  a  rovná  se  poměru  k  nim 
stejnolehlých  úseček  na  a\ 

Pro  libovolné  čtyři  body  A,  B,  C\  D  o  výměrách  *0,  z^  zy,  z^ 
na  a  máme  relaci 

AC         A'C 


DB 


B'B' 


Zy  —  Za 
Zň  —  Zd 


(1) 


jak  z  podobných  trojúhelníků  (A)  (Ar)  (<7),  (D)  (Dfi)  (J?),  v  nichž 
značí  (AY)  patu  kolmice  z  (A)  na  (j&y)  a  {Dp)  patu  kolmice  z  (Z>) 
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na  (gf)}  kde  při  rozdílech  výměr  bére  se  zřetel  též  ke  znaménku 
a  při  úsečkách  béřeme  zřetel  též  k  jejich  smyslu. 

15.  —  Obr.  5.  —  Na   základě   této   relace   můžeme   úlohu 
danou  též  takto  řešiti. 

Volíme-li  v  (1)  D  =  A,  obdržíme  úměru 

A'B*   _  Zp  —  Za 

Úměra  ta  poskytuje 

A'C  =  *y~*a  .  A'B'.  (2) 

Z  o  —  Za 

Obdobně  jest 

B'C  =  *ZJL  .  A>B>.  (2') 

Z  o  —  Za 

Pro  Zy  obdržíme  z  úměry  té  hodnotu 


A*(y 

Zy  =  Za  -|-  ^JTgT  (*/í  ~~  *«) 


(3) 


a  obdobně  z  (2')  hodnotu 

*r  =  *t  +  ~j7jf  (*p  —  *0-  (8<) 

1.  Odměříme-li  v  našem  případě  4'fl' =  8,  4'C'  =  2'4,  pak 
bude  zr  =  2-5  +  ^  (6"4  —  25)  =  3*67. 

Zde  jsme  psali  místo  — =— i — =— i  -=?- krátce  A'B\AéC\  zr> 

)  j        j 

což  obdobně  učiníme  i  v  následujícím,  kde  nemůže   vzniknouti 

žádná  pochybnost. 

2.  Úměra 

A'B'  _zp—  ** 

A'D'  Zů  —  Za 

dává 

Zft  —  Za 

Znajíce  délku  úsečky  AD*  můžeme  úsečku  tu  pomocí  mě- 
řítka přenésti;  v  našem  případě  jest 

A-Q  0»K 

2* 
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3.  Z  úměry 

AB   _  AlB*  _  S/i  —  za 
CD   ~   OD1  ~  zó  —  Zy 
plyne,  když  klademe  OD'  =  ť,  a  tedy  zs  —  zr  =  e; 

A'B' 
%  = •  e 

Z{f  —  Za. 

8 
V  našem   případě  jest  tedy  i  =  -^ o^~  ^  ^  ^' 

Pro  body  E  (3)  a  F  (7)  plyne  z  úměry  (2),  když  do  ní  kla- 
deme místo  O  buď  E*  neb  P  a  místo  *y  buď  zB  neb  **9  -ď£'  =  T03, 
A'P  =  9-23.  Známe-li  bod  E  (3)  a  i,  je  tím  stupňování  přímky 
dáno ;  samostatné  určení  bodu  F  slouží  pak  za  kontrolu. 


w 


x 


? 


/  V.  i 

/     \ 

/  \  '  \ 


__rL ^, L , ^s 


M 


Obr.  6.  (měřítko  obr.  5.). 

16.  —  Obr.  6.  —  Můžeme  úlohu  danou  konečně  též  tím 
způsobem  provésti,  že  úměry  právě  odvozené  vyjádříme  bezpro- 
středně geometricky. 

1.  Sestrojíme  úměru 

A' V  _  zY  -  Za 

A'Bé    ~    Zp  —  Za 

tím,  že  vedeme  body  B\  O  dvě  přímky  stejnosměrné,  na  první 
naneseme  délku  B'B?  =z  k(zp  —  za)  a  spojíme  B?  s  A';  spojnice 
protne  v  bodě  C*  druhou  z  přímek  vedených,  a  na  základě  úměry 

CC7 

použité  jest  CO*  z=zl(zy  —  za),  a  proto  zy  =  za  -j — 

Při  tom  znamená  l  buď  číslo  celistvé  aneb  zlomek,  jehož 
čitatel  jest  1  a  jmenovatel  číslo  celistvé. 
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Béřeme-li  v  našem  případě 

2*34 
X  =  2,  jest  &B6  =  2  .  (6-4  -  2'5)  =  7-8  a  zY  =  25  +  -p  =  3'67. 

2.  Bod  Z>  dané  koty  obdržíme    obdobně  na  základě  úměry 

A'B'  _  H*p  -  *«) 

4'Z>'    _  *  (**  —  *«)' 

v  níž  jediný  člen  A4D4  neznámý  lze  sestrojiti. 

Výhodnější  však  bude,  když  použijeme  úměry 

A4B4  _  l  {zů  —  Za)  (5) 

B'Dé  ~  X  (z*  —  *py 

Dměru  tu  sestrojíme,  když  body  A\  B4  vedeme  dvě  stejno- 
směrky;  na  první  z  nich  naneseme  délku  A4 A6  =zX(zá  —  *<*),  na 
druhou  délku  B4B\  -=zX(zč  —  Zp)  a  to  v  témž  smyslu  nebo  ve 
smyslu  opačném  dle  toho,  mají-li  úsečky  A4D't  B4D4  týž  neb 
opačný  smysl.  Přímka  A?Bf[  protne  AéB4  v  hledaném    bodě  D4. 

A4D4  2*3  A- 

Pro  náš   případ   zvláštní  jest    p,^,  =  fi  ,,  tak  že  pro 

X  =  2  jest  JČAa  =  4-6,   WB6X  =  3  2,   a  úsečky  ty   mají    opačné 
smysly. 

3.  —  Obr.  7.  —  Chceme-li  konečně  přímku  a  stupňovati, 
vyjádříme  si  na  ní  dva  body  E  a  K  o  kótách  ze  =  ae,  Zx  =  /?e, 
když  «,  /?  značí  dvě  celistvá  čísla  na  základě  úměry  (5). 

Vedeme  tedy  body  A\  B4  opět  dvě  rovnoběžky  r,  s,  naneseme, 
majíce  zření  též  ke  znaménkům  na  první  délky  A1  A*  =  X  (z*  —  #*) 
A*A*  =  X(zn  —  za\  na  druhou  délky  B'Be  =  X(z*  —  zp),  B'B* 
z=zX(z*  —  zp\  pak  rozdělíme  AeA*  na  |  «  —  p  |  stejných  dílů  a  pře- 
nášíme díly  ty  souvisle  na  r  dále;  rovněž  tak  činíme  na  s 
s  úsečkou  BaBx  při  čemž  díly  na  obou  přímkách  se  sobě  rovnají. 
Přímky  A*B*\\A*B*  vytínají  z  a'  body  E\  K1  a  přímky,  které 
spojují  souhlasné  dělící  body  na  přímkách  r,  s,  stanoví  na  a4 
stupňování  přímky  a. 

V  našem  případě  zvolíme  na  př.  e  =  1,  ze  =  3,  z*  =  5, 
a  A  =  2;  jest  tedy  A! A*  —  2  (3  —  25)  =  1,  ^i*  =  5,  £'A 
=  -  6-8,  B4B*  =  —  2-8,  |  «  —  /?  |  =  |  3  —  5  |  =  2. 

17.  —  Obr.  7.  —  Interpolace.  Márne-li  vyjádřeny  pro  daný 
útvar  příslušné  útvary  vrstevní  o  kótách  aequidistantních  a 
chceme  vyjádřiti  útvar  v  rovině  stejnosměrné  s  P,  jehož  bodům 
přísluší  kota  mezi  kótami  dvou  po  sobě  jdou  cích  útvarů  vrstev- 


j 
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nich  ležící,  pravíme,  že  tyto  útvary  vrstevní  interpolujeme. 
Při  přímce  vychází  interpolace  k  tomu,  aby  se  určily  body 
určitých  kot,  které  stupňováním  jejím  nejsou  bezprostředně  dány. 


-/ 


/  \  / 
■'    -\  / 


i  \ 

/  v 


v 


/  v 


**\  ti        // 


Obr.  7.  (měřítko  obr.  6.). 


Měli  bychom  na  př.  graficky  vyjádřiti  bod  G  na  přímce  a, 
mající  výměru  0*7.  Zapíchneme  lehce  hrot  kružítka  na  0  obrazu 
přímky  a*  a  přiložíme  měřítko  nějaké,  mající  jednotku,  roz- 
dělenou na  10  stejných  dílů  tak,  aby  se  počátek  takové  jednotky 
stýkal  přesně  s  0  na  obraze;  potom  zvolíme  na  měřítku  tom 
dílec,  rovnající  se  jednotce  podružné  aneb  jednoduchému  ná- 
sobku jejímu  a  při  konci  sedmého  a  desátého  dílce  rovněž  tak 
zapíchneme  hrotem  do  nákresny.  Pak  vedeme  ke  spojnici  po- 
sledního bodce  si  na  obrazu  přímky  ak  rovnoběžku  bodcem 
vyznačeným  při  dílci  sedmém.  Cárá  ta  protne  obraz  přímky  a* 
v  obrazu  bodu  Gé. 

Když  naopak  stanoviti  jest  na  př.  kotu  bodu  Zř,  ležící  mezi 
4  a  5,  vedeme  obrazy  bodu  H*  a  bodu  výměry  5  dvě  rovno- 
běžky, řečené  měřítko  přiložíme  tak,  aby  začáteční  bod  jednotky 
zmíněné  zapadl  na  4,  koncový  bod  dílce  desátého  na  druhou 
z  vedených  rovnoběžek,   pak  protíná  první  rovnoběžka  měřítko 
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buď  na  určité  čáře  dělící,  utínajíc  od  počátku  l  dílců,  pročež 
jest  4'A  kota  bodu  H,  aneb  někde  na  p-tém  dílci,  pak  obnáší 
kota  bodu  H  čtyři  celé  fa  —  1)  desetin,  při  čemž  možno  pak  ještě 
setiny  přibližně  odhadnouti.  V  našem  případě  jest  kota  bodu  H 
rovna  4*85. 

18.  —  Obr.  5.  -  Je-li  &&  délka  průmětu  úsečky  AB  na 
přímce  a,  a  úhel,  jejž  svírá  s  průmětnou  a  z<*  výměra  bodu  A, 
Mp  bodu   jB,    pak   trojúhelník  A'B'B0,   jehož  strany  mají  délky 

A'B\  |  Mfi  —  za  |  ,  a  AB  jest  pravoúhlý,  v  němž  naproti  straně 
délky  |  tp  —  za  \  leží  úhel  « ;  trojúhelník  ten  nazveme  krátce 
trojúhelníkem  promítajícím. 

Pomocí  trojúhelníka  toho  můžeme  z  průmětu  kótovaného 
úsečky  A!B*  určiti  pravou  délku  úsečky  AB  a  úhel  a. 

Poměr  délky  průmětu  A'Bé  úsečky  dané  k  její  délce  na- 
zýváme poměrem  zkrácení  pro  průmět  ten ;  rovná  se  cos  a.  Poměr 
rozdílu  Zp  —  Za  výměr  k  A*^  nazýváme  spádem  přímky  AB : 
rovná  se  tedy  tg  a.  Obdržíme  tudíž  vztah 

i  tg  a=L  e, 

a  tedy  pro  interval  jednotkový  i,  vztah 

ittg  a  —  1. 

Vztah  ten  praví,  že  pro  přímku  číslo  intervalu  jednotkového 
a  spád  jsou  hodnotami  zvratnými.  Stupňování  přímky  nazýváme 
též  jejím  měřítkem  spádovým. 

19.  Úlohy  a  věty. 

1.  Přímka  jest  dána  průmětem  a',  bodem  A  (4*8)  a  spádem 
tg  a  =  |;  má  se  stupňovati. 

Obr.  8. 

Obr.  8  —  Především  jest  tu  *\  =  f ;  určeme  na  př.  bod  B 
výměry  6. 

Z  rovnice  (4)  plyne 

A'B'  —  ix  (zp  -  #«), 

tedy  zde  A'B*  =  f  (6  —  4'8)  =  T8.  Protože  smysl  úsečky  není 
ještě  vytčen,  obdržíme  dva  možné  body  B\  totiž  B\,  B'2  a 
tedy  dvě  přímky  a17  a*. 
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2.  Jsou-li  dvě  přímky  stejnosměrné,  mají  téí  stejnosměrné  prů- 
měty, jakož  i  stejné  stupňování  téhož  smyslu  a  naopak. 

Mají-li  dvě  přímky  stejnosměrné  průměty  a  stejné  stupňo- 
vání, ale  v  opačném  smyslu  postupující  intervaly,  pak  o  nich 
pravíme,  že  jsou  vzhledem  ku  průmětně  antiparallelními. 

3.  Daným  bodem  má  se  vésti  přímka  k  dané  přímce  a)  stejno- 
směrná^  b)  antiparallelní. 

Poněvadž  tu  jest  pro  přímku  hledanou  též  interval  dán, 
jest  tím  úloha  převedena  na  předcházející. 

4.  Dvě  přímky  k  sobě  normální,  jejichž  průměty  jsou  rovno- 
běžné, mají  stupňování  různého  smyslu,  jejich  intervaly  jednotkové 
*ji  h  Jsou  zvratné  a  naopak. 

Protože  odchylky  a,  /?  přímek  těch  od  průmětny  jsou  růz- 
ného smyslu  a  [  n  +  /?  |  =  q,  jest  t g  a  .  tg  p  =  1  a  tedy  též 
itjt  =  1;  obecně  ij  =  e*.  Naopak  z  relace  $,;,  =1  plyne,  když 
průměty  přímek  jsou  rovnoběžné,  že  součet  úhlů  a,  /?  v  různém 
smyslu  nakloněných  obnáší  q. 

5.  Průmět  orthogonální  úhlu  pravého,  jehož  jedno  rameno 
jest  stejnosměrné  s  průmětnou,  jest  opět  pravý  úhel  a  naopak 
úhel,  jehož  jedno  rameno  je  stejnosměrné  s  průmětnou  a  jenž 
se  promítá  orthogonálně  v  pravý  úhel,  jest  pravý. 

Neboť  rovina  vrcholem  kolmo  k  ramenu  tomu  položená 
jest  promítající  rovinou  ramena  druhého,  a  proto  každá  přímka 
v  ní  jest  kolmá  k  ramenu  s  průmětnou  rovnoběžnému,  tedy 
v  prvním  případě  i  průmět  ramena  druhého  jest  kolmý  k  ra- 
menu prvnímu  a  tedy  též  k  jeho  průmětu;  v  případě  druhém 
pak  rameno  druhé,  ležící  v  rovině  promítající,  jest  kolmé  k  ra- 
menu prvému. 

Větu  tuto  vysloviti  lze  obecněji  takto : 

Průměty  orthogonální  dvou  přímek  k  sobě  kolmých,  různo- 
běžných  nebo  mimoběžných  do  téže  roviny  jsou  též  k  sobě  kolmé,  když 
jedna  z  nich  jest  s  průmětnou  rovnoběžná ;  a  naopak,  jsou-li  průměty 
dvou  přímek  různoběžných  nebo  mimoběžných,  z  nichž  jedna  jest 
s  průmětnou  rovnoběžná,  k  sobě  kolmé,  pak  jsou  přímky  ty  rovněž 
k  sobě  kolmé. 
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Promítáni  roviny. 

20.  —  Obr.  9.  —  Rovinu  R  můžeme  vyjádřiti  průmětem 
jejích  přímek  vrstevních,  při  čemž  postačí  vyjádření  dvou  ta- 
kových přímek. 

Přímky,  které  vedeme  v  rovině  R  normálně  ku  přímkám 
vrstevním,  vyznačují  se  tím,  že  mají  ze  všech  přímek,  jež 
v  rovině  té  lze  vésti,  největší  spád,  a  úhel,  který  uzavírají 
s  průmětnou,  jest  zároveň  úhlem,  který  uzavírá  rovina  sama 
s  průmětnou.  Proto  nazýváme  přímky  ty  přímkami  spádovými 
roviny.  Stupňování  takové  přímky  spádové  nazýváme  měřítkem 
spádu  nebo  též  měřítkem  polohy  roviny. 


Obr.  9. 


Rovina  jest  úplně  vyjádřena  svým  měřítkem  polohy.  Neboť 
jím  jest  stanovena  také  libovolná  přímka  vrstevní;  ta  prochází 
bodem  stejné  koty  přímky  spádové  v  průmětu  vyjádřené,  jest 
k  ní  kolmá  a  k  průmětně  rovnoběžná,  čímž  je  stanovena; 
průmět  její  prochází  oním  bodem  měřítka  polohy,  jemuž  pří- 
sluší souhlasná  kota  a  jest  k  měřítku  tomu  normální. 

Pro  přehlednost  připojujeme  ke  grafickému  obrazu  r*  přímky 
spádové,  vyjadřující  rovinu  R,  v  bezprostřední  blízkosti  čáru 
rovnoběžnou,  a  to  poněkud  silnější,  než  obraz  přímky  samé, 
aby  bylo  zároveň  patrno,  že  konstrukce  se  provádějí  jenom  na 
tomto  obraze,  nikoliv  na  čáře  k  němu  připojené. 

Přímky  roviny,  které  jsou  rovnoběžné  se  stopou,  nazýváme 
přímkami   hlavními;   k  nim  náležejí   tedy  též  přímky  vrstevní. 
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21.  Úlohy.  —  Obr.  9.  —  1.  Má  se  určiti  kota  bodu  L  v  ro- 
vině R,  dané  měřítkem  polohy,  kdy  a  máme  jeho  průmět. 

Vedeme  bodem  Lé  vrstevnici  kolmou  k  měřítku  polohy 
roviny,  na  němž  určíme  její  kotu*  V  našem  případě  obnáší  5*4. 

2.  Má  se  stupňovati  přímka  a  v  dané  rovině,  jejíž  průmět 
známe. 

Vedeme  body  na  měřítku  spádu,  jimž  příslušejí  celistvé  koty 
kolmice  k  měřítku  tomu,  a  ty  protínají  a*  ve  stupňování  přímky  a. 

3.  Má  se  sestrojiti  měřítko  spádu  roviny  R,  daně  třemi  body 
A,  B,  C. 

Stupňujeme  přímku  AB  a  určíme  na  ní  bod  D  téže  koty, 
kterou  má  bod  C;  pak  jest  CD  přímkou  roviny  R,  stejnosměrnou 
k  průmětně  čili  přímkou  hlavní,  a  měřítko  spádu  r1  stojí  kolmo 
k  Ol/.  Kolmice  kr'  s  bodů  na  A1  B*  ležících,  jimž  příslušejí 
okrouhlé  výměry,  jsou  vrstevnicemi  roviny  R  a  protínají  měřítko 
spádu  v  jeho  stupňování. 

V  případě  tuto  vyjádřeném  mají  body  A,  B.  C  koty  4  2, 
6'5,  resp.  6*86  z  obrazce  patrné. 


Obr.  10. 


22.  Úloha*  Dvě  přímky  ot,  a2  jsou  dány  svými  měřítky 
spádu ;  má  se  zjistiti,  zdali  se  protínají,  v  kterémito  případě  má 
se  určiti  kota  z0  bodu  průsečného  S. 

Obr.  10.  —  Vytkněme  na  a,  dva  body  -4,  (*<*),  Bx  (z^) 
a  na  aq  body  Aq(za%  Bq(zp)  o  týchž  kótách.  Protínají-li  se 
přímky  a,,  a2,  určují  rovinu,  a  proto  musí  BlBq\\A1A21  tedy 
i  B\Bi2\\A\Aéq.  Je-li  tomu  tak,  můžeme  stanoviti  z6  jakožto 
kotu  bodu  na  přímce  a,  nebo  a2,  dané  svým  stupňováním.  Je-li 
bod  S*  nepřístupen,   můžeme  kotu  z6  vypočísti.   Platí  tu  relace 

A\  A\    _  A\  S'  _  Z6  —  Za 

B\B\  ~B\S'  ~Z6  —  Zp' 
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Klademe-li  .4',  4'a  =r  a,  B\B'a  =  bi  obdržíme  pak 

*6  =  *«  +  a_ft  (fy  -1"  *«)» 

aneb 

£#  —  £<* 
0Č  =  0a  +         ^  ■» 

značí-li  1   poměr  — 

V  případě  zobrazeném  jest  z*  =  2,  0^  =  4,  1  =  fj  a  proto 
#ď  =  8-4. 

23.  Úloha.    Danou  přímkou   a  položiti  rovinu  daného  spádu 
gp  =  1-5. 


Obr.  11.  (měřítko  obr.  5.). 

Obr.  11.  —  Na  přímce  a  vytkněme  bod  okrouhlé  koty, 
zde  A  (10)  a  mysleme  si  jím  vedeno  měřítko  polohy  roviny 
hledané,    na  něm    bod   určité  koty,  zde  B  (7).    Protože   známe 

interval  roviny  a  tedy  též  i  měřítka  polohy  il  =  — >  zde  tedy 

it  =  £,  známe  i  vzdálenost  r  bodu  B1  od  A\  zde  2.  Bod  B*  musí 
ležeti  na  kružnici  k*  (7)  středu  A'  a  poloměru  r. 

Poněvadž  vrstevnice  téže  výměry  jako  bod  B  protíná  mě- 
řítko spádu  v  Bé  a  jest  kolmá  k  němu,  musí  býti  tečnou  ke 
kružnici  k*. 

Obdržíme  tedy  obecně  dvě  řešení  úlohy  tím,  že  sestrojíme 
tečny  ť,,  ťq  z  bodu  C'(7)  na  a'  ke  A'  a  tedy  dvě  roviny  P  =  atl} 
Q  =  a*2. 
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Libovolné  kolmice  k  t\  a  ťq  můžeme  považovati  za  mě- 
řítka spádu  rovin  P  a  Q;  stupňování  na  těchto  měřítkách  ob- 
držíme, když  na  ně  promítneme  orthogonálnó  stupňování  přímky  a. 

Konstrukce  předpokládá,  že  spád  rovin  hledaných  jest 
větší  nežli  spád  dané  přímky;  rovnají-li  se  oba  spády,  pak  jest 
možná  toliko  jediná  rovina  a  a  jest  její  přímka  spádová;  je-li 
však  daný  spád  tg/i  menší  nežli  spád  přímky  a,  úloha  nemá 
vůbec  skutečného  řešení. 

Má-li  rovina  daného  spádu  tgp=:-r-  procházeti   libovolnými 

h 

body  A(0a)  a  C(zy\  opišme  kružnici  kolem  středu  A'  polo- 
měrem |  Za  —  0y  |  i,  a  vedeme  tečny  <',,  t\  k  ní  z  bodu  O.  Mě- 
řítka spádu  hledaných  rovin  jsou  kolmá  k  t\  a  ťqi  a  patám 
kolmic  z  A'9  O  k  měřítkům  těm  vedených  příslušejí  koty  *«,  z?, 
na  základě  jichž  lze  stupňování  jejich  provésti.  Můžeme  však 
úlohu  tu  provésti  také  tak,  že  nejprve  stupňujeme  přímku  AC, 
čímž  úloha  se  převede  na  úlohu  předešlou. 


Obr.  12.  (měřítko  obr.  8.}. 

24.    Úloha.    V  dané  rovině   R   vésti   bodem    A  v    ní    ležícím 
přímku  l  daného  spádu  tg  L 

Obr.    12.    Aby   bylo    skutečné   řešení     možné,    musí    tg  l 

býti  menší,  než  spád  tgQ  roviny  neboli  interval  přímky  i,  =  — — — 

tg  a 

větší  než  interval  ;,  roviny.  Sestrojme  v  rovině  nejprve  bodem 
B(zp\  jehož  průmět  leží  na  měřítku  polohy  a  jenž  má  okrouhlou 
kotu,  přímku  h  intervalu  ťlf  pak  bude  žádaná  přímka  k  h  rovno- 
běžná. Mysleme  si  tedy  další  bod  C  na  přímce  A,  mající  kotu 
Zy\  pak  je  A'0  —  \  zY  —  Za  |  ix  a  bod  O  leží  na  kružnici  ť 
opsané    poloměrem   \  zr  —  Za  |  ť,  kolem  bodu  A4  jakožto  středu. 
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Poněvadž  h  a  tedy  i  C  leží  v  rovině  dané,  leží  O  též  na 
vrstevnici  &  roviny,  jíž  přísluší  kota  Zy\  jest  proto  C*  v  prů- 
seku přímky  &  s  kružnicí  kf.  Obdržíme  takto  dva  body  Cx(jsy)% 
C\(zy)  a  tedy  dvě  přímky  A,  =  BCA%  \  =  BCtl.  Procházejí  tedy 
bodem  A  dvě  přímky  ř,  ||A,,  lq\\ha  úloze  vyhovující. 

V  našem  případě  budiž  tg  l  =  1,  tedy  i  * ,  =  1  ;_zvolíme-li 
*p  =  9,  Zy  =  7,    bude  poloměr  kružnice  k*  obnášeti  2j. 

Z  konstrukce  té  vychází  též  na  jevo,  že  přímky  spádové 
roviny  mají  největší  spád  tg q,  přímky  hlavní  nejmenší  spád  o; 
každým  bodem  A  roviny  procházejí  dvě  přímky  libovolného,  ale 
určitého  spádu  mezi  o  a.  tgQ  položeného;  ty  tvoří  spolu  úhly, 
které  vytčenými  přímkami  největšího  a  nejmenšího  spádu,  bodem 
tím  procházejícími,  jsou  rozpůleny. 


Obr.  13. 


26.  Úloha.    Vyhledati  průsečnou  přímku  s  dvou  rovin  A,  B. 

Obr.  13.  —  Přímky  vrstevní  stejných  výměr  v  těchto  ro- 
vinách protínají  se  v  jednom  bodě  přímky  s\  určíme-li  dva 
takové  body,  jest  jimi  stanovena  přímka  s. 

V  provedeném  případě  jsme  vytkli  přímky  o6,  a8  v  rovině  A 
a  65,  68  v  rovině  B;  pak  spojuje  sé  bod  S'6  =  a'5 .  b\  s  bodem 
S's  =  a's  .  bé%. 

Protínají-li  se  zmíněné  přímky  hlavní  pod  úhly  příliš 
ostrými,  tak  že  obrazy  bodů  průsečných  nelze  přesně  graficky 
vyjádřiti,  nebo  protínají-li  se  v  bodech  nepřístupných  tím,  že 
obrazy  jejich  nevypadnou  v  mezích  nákresny,  nahrazujeme  přímky 
vrstevní  jinými  přímkami  hlavními,  nebo  použijeme  rovin  po- 
mocných. Protíná-li  pomocná  rovina  R  rovinu  A  v  přímce  a$, 
rovinu  B  v  přímce  &<i,   pak  jest  bod  JB  =  a? .  b?  jedním    bodem 
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přímky  s;   obdobně   lze   sestrojiti  další  bod  S  této  přímky  po- 
mocnou  rovinou  druhou  S. 

Pomocné    roviny   vyjádříme    dvěma   vrstevnicemi    vhodně 
zvolenými. 


■--v/ 


ri 


«. 


Obr.  14. 


V  případě  obr,  14.  zvolili  jsme  pro  rovinu  R  vrstevnice 
o'u,  &',ft,  rovnoběžné  s  měřítkem  polohy  bé  roviny  B,  pomocí 
jichž  jsme  stanovili  iž';  pro  rovinu  S  zvolili  jsme  vrstevnici 
c'n,  která  se  stotožňuje  s  měřítkem  spádu  b*  roviny  B,  pak 
vrstevnicí  6'15  dřívější;  ustanovili  jsme  přímky  průsečné  aff,  b6 
roviny  SsAaB;  pak  jest  Sé  =  a*6  .  b'6  a  tedy  s*  =  R8\ 

Stupňování  přímky  $  lze  pak  pomocí  měřítka  spádu  jedné 
nebo  druhé  roviny  dané  provésti. 

V  našem  případě  jest  spád  přímky  s  velmi  malý;  tu  bychom 
polohu  přímky  s  nejsnáze  určili  pomocí  bodů  L\  M',  v  nichž  s* 
protíná  měřítka  spádu  daných  rovin,  protože  tu  koty  bodů  /.,  M 
pomocí  měřítek  těch  snadno  ustanovíme. 

26.  —  Obr.  15.  —  Jsou-li  měřítka  spádu  rovin  A,  B  stejno- 
směrná, průsečnice  jejich  s  jest  přímkou  hlavní  obou  rovin, 
přímka  s'  jest  kolmá  k  měřítkům  spádu  obou  rovin.  Spojnice  oněch 
bodů  na  těchto  měřítkách,  jimž  příslušejí  stejné  koty,  protínají 
se  v  jediném  bodu  w';  určíme-li  tedy  nejprve  bod  tento,  pak  jím 
již  přímka  s*  prochází  a  je  tedy  stanovena. 
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V  obrazci  jsme  vyjádřili  spojnice  bodů,   jimž    přináležejí 
koty  7  a  pak  10. 


42, 
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Obr.  15. 


Je- li  však  bod  ué  nepřístupen,   zvolíme  si  vhodně  nějakou 
rovinu  pomocnou  R. 


Obr.  16. 


V  obr.  16.  jsme  vyznačili  pomocnou  takovou  konstrukci. 
Buďtež  dány  roviny  A,  B  a  jejich  měřítka  spádu  f»A,  w'b.  Po- 
mocnou rovinu  R  vyjádříme  dvěma  přímkami  vrstevními,  z  nichž 
prvá  a  spojuje  body  X,  M  stejných  výměr  —  zde  5  na  wa 
a  mé,  druhá  b  prochází  bodem  C  okrouhlé  výměry  *?  —  zde  8 
na  t»fi.  Vedeme  tedy  bodem  C  přímku  i||LJí  a  protneme  ji 
onou  přímkou  vrstevní  roviny  A,  která  má  kotu  Zy  v  bodě  G. 
Pak  jest  LG  průsečná   přímka  roviny  A  sR;   přímka  wb  jest 
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společnou  přímkou  rovin  B,  R;  proto  leží  bod  H  =  LG .  mB  na 
hledané  přímce  průsečné  s,  čímž  tato  jest  stanovena. 

27.   Úloha.    Určiti   bod  průsečný  P  dané  přímky  p    s  danou 
rovinou  A. 

Obr.  17.  —  Položíme  přímkou  p  rovinu  pomocnou  R  a  ur- 
číme průsečnou  přímku  s  rovin  A,  R;  pak  jest  P  =  p.s. 

Je-li  s\\p,  přímka  i?  jest  stejnosměrná  8  rovinou  A. 

Rovinu  R  vyjádříme  dvěma  přímkami  vrstevními  ret,  rp. 
Pro  zvláštní  případ  můžeme,  jako  v  obr.  17.  se  stalo,  za  ra 
zvoliti  přímku,  která  spojuje  dva  body  stejných  kot  na  přímce 
spádové  *»a  a  na  přímce  dané  p.  Zde  vedli  jsme  vrstevnici 
roviny  A  přísluSnou  výměře  5  a  proťali  jsme  ji  stejnosměrkou 
ku  přímce,  spojující  bod  2  na  w  a  s  bodem  2  na  p\  vedenou 
bodem  5  na  p'.  Spojnice  bodu  průsečného  s  bodem  2  na  w'A 
protíná  pé  v  bodě  P. 


Obr.  17. 


Obr.  18. 


Úloha.  Daným  bodem  A(tsa)  má  se  vésti  v  dané  rovině  pro- 
mítající  R  stejnosměrka  u  s  danou  rovinou  A. 

Obr.  18.  —  Tu  jest  u4  =  R'.  Vyhledejme  na  přímce  spádu  mA 
bod  B  výměry  Za  a  veďme  jím  rovinu  S,  stejnosměrnou  k  R. 
Průmět  její  je  stejnosměrný  sR';  rovina  S  protne  A  v  přímce  v\ 
kterou  pomocí  vrstevnic  roviny  A  stupňujeme.  Vedeme-li  pak 
stupňováním  přímky  v  stejnosměrky  ku  přímce  A*  (ta)  B'  (*<*), 
obdržíme  stupňování  pro  u. 

28.  Úloha.  Určiti  bod  průsečný  S  dvou  přímek  a,  b  ležících 
v  téée  rovině  promítající. 

Obr.  19.  —  Položíme  přímkami  těmi  dvě  libovolné  roviny 
A  =  m(2a)n(zp),    B  =  u(za)v(zp).    Přímka,    která   spojuje    bod 
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m .  u  s  bodem  n .  v,  protíná  zmíněnou  rovina  promítající  v  bodě  S. 
Mohli  jsme  také  rovinu  promítající  sklopiti  s  přímkami  a,  b, 
čímž  bychom  též  dospěli  k  bodu  S. 

Buďte  Aa,  Ap  body  na  a;  l?a,  Bp  body  na  6,  jimž  přináležejí 
výměry  *ra,  $&  i  odvodíme  z  konstrukce  právě  provedené  snadno 
pofítářské  řešení  úlohy.  Platí  tu  totiž,  značíme-li  1  bod  m'  .u1 
a  2  bod  ri  .v\  posloupně  úměry 

Aéfi8ř  _2S'  _   B'fiS'  _  B^ďfi+A^S' 
A'pA'a—21    ~  B^Ba'—         B'fiB'a 

Srovnáním  prvního  a  posledního  poměra  obdržíme  pomocí 
zřejmé  redukce  úměru 

A^S1  _  A'qA'0 

A'fiB'fi—  A'aA'0  +  B'ftB'a1 

z  níž  obdržíme 

A(ib  ~  .  _  B<a b<; 

A'aA'fl 
čímž  průmět  Sé  je  stanoven. 

£ X        A     Aj & 

Cfc- r3 t \  ' 


/ 

N.  l  '  »  i 


\ 


/B  i         /|í'  \//'  'P 


»      /  » 
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i  v  \         / 
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Obr.  19. 


Z  úměry  právě  uvedené  plyne  dále 

ApS  A'flB4p  tg  —  zp 

AaAp  —  A1  a  A'p  +  B'fiB'a  ~Zfi-  Za 

Z  poslední  úměry  obdržíme  pak 

A'fiB' 

A'aA'0—B'aB'p 
J.  8  o  botka,  Deikripttvni  geometrie.  3 


=  *?  +  -AT-Aé*    p><   fí<     K*fi  —  *«). 
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Jinak  můžeme  si  vytknouti  na  a  dva  body  At,  A2  výměr 
*i»  z%  a  vyhledati  výměry  Z1%  Z^  bodů  Bx,  J?a  na  přímce  6,  pro 
něž  2*',=^,  B\  =  A' v  Je-li  %  opět  výměra  bodu  prňsečného 
8  obou  přímek,  pak  jest 

A\S'  _z(T  —  zl      B\S'  _z<7-  Z, 
A'2S'  ~~  zG  —  z2}    B'2S'  ~~  zG  —  Z^ 

Poněvadž  se  levé  strany  těchto  rovnic  sobě  rovnají,  jsou 
též  pravé  strany  sobě  rovny,  z  čehož  obdržíme 

Z n  — 


c,  -  *,)  -  (^  -  z*) 

Z  podobných  trojúhelníků  AlSBl,  AtSBt  plyne  i  vzhledem 
ke  smyslu 

A\S>  _ZX  —  g, 
A\S'  ~Z%  —  *,' 

čímž  též  průmět  bodá  S'  jest  dán. 

Přímky  a,  b  jsou  stejnosměrné,  když  Z,  —  e1z=;Zi  —  et, 
v    kterémž  případě   jsou  A\S\   A'tS'    délky    nekonečně    velké 

a  "iTš---1- 

Vloha.  Daným  bodem  položiti  rovinu  stejnosměrnou  s  rovinou 
danou. 

Posuneme  měřítko  spádové  roviny,  až  na  něm  bod,  jemuž 
přísluší  táž  kota  jako  bodu  danému,  8  průmětem  tohoto  splyne, 
čímž  obdržíme  měřítko  roviny  žádané. 


Stanovení  délek,  odchylek  a  sklápění  roviny. 

29.  Změna  průmětny. 

Průmět  jakéhokoliv  útvaru  do  libovolné  roviny,  stejno- 
směrné s  úrovní  P0,  jest  patrně  shodný  s  průmětem  do  P0, 
takže  můžeme  průmět  do  P0  považovati  též  za  průmět  do 
libovolné  roviny  jiné  Pa  ||  P0  výměry  zx<>  jenom  že  přináleží 
každému  bodu,  majícímu  původní  kotu  zt  pak  kota  (z  —  zi).  Místo 
abychom  ku  průmětům  bodů  připisovali  nové  koty,  vytkneme  si 
důrazně  kotu  $x,  kterou  pak,  když  toho  potřebujeme,  od  původ- 
ních kot  odečteme. 

V  následujících  úlohách  seznáme  užití  takového  přechodu 
od  úrovně  k  libovolné  průmětně  vrstevní  Pa. 
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30.  Jsou-li  přímka  s  rovinou  k  sobě  normální,  pak  jest 
průmět  přímky  stejnosměrný  k  měřítku  spádu  roviny,  poněvadž 
jak  přímka  ta,  tak  i  přímky  spádové  roviny  jsou  k  jejím  přímkám 
hlavním  normální.  Proto  interval  i  přímky  dané  a  interval .;' 
spádových  přímek  roviny  jsou  vázány  relací  ij  =  e2,  čili  jejich 
intervaly  jednotkové  ip  jt  jsou  zvratné,  a  jejich  stupňování 
jsou  opačná. 

Úloha,  Sestrojiti  vzdálenost  bodu  A  (/•#)  od  roviny  R,  dané 
měřítkem  spádu  m'r. 


/ 


/     /    r-H 
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Obr.  20.  (měřítko  obr.  4.). 


Abychom  určili  vzdálenost  bodu  A  od  roviny  R,  spustíme 
z  A  kolmici  n  ku  R,  stanovíme  její  průsečík  R  s  rovinou  ton 
a  pak  pravou  délku  úsečky  AR. 

1.  řešení.  —  Obr.  20.  —  Bodem  A'  vedli  jsme  rí  \\  m%  Na  kol- 
mici k  m'n  v  bodě  5  této  přímky  vztyčené  nanesli  jsme  úsečku 
5«,  rovnající  se  dvěma  jednotkám  měřítka:  dále  spojili  jsme 
3  na  w'r  s  a  a  ke  spojnici  spustili  jsme  kolmici  v  «,  která  pro- 
tíná w'r  v  p.  Abychom  obdrželi  1*6  intervalu  pro  přímku  n,  vedli 
jsme  bodem  3*4  na  m'n  stejnosměrku  ke  3«  až  ku  přímce  5a,  odtud 
pak  stejnosměrku  k  «/9,  až  protne  í»r  v  y.  Pak  jest  /?5  =  2jv 
75  =  1-6;,. 

3* 
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Učiníme-li  na  n'  A' A '0  =  5y,  obdržíme  bod  A'0  výměry 
nulla  na  n;  pak  se  provede  stupňování  přímky  n. 

Abychom  určili  iř,  myslili  jsme  si  přímkou  n  rovinu,  která 
má  ri  za  měřítko  spádu,  a  stanovili  jsme  průsečnou  přímku  její  s 
s  R  tím,  že  jsme  spojili  body  1  a  pak  body  4  na  w'e  a  n'; 
přímka  s'  prochází  průsečíkem  obou  spojnic  a  jest  kolmá  k  »«'. 
K  určení  pravé  délky  úsečky  AR  považovali  jsme  průmět  sestro- 
jený za  průmět  do  roviny  P(i)  a  sklopili  jsme  rovinu  promítající 
přímky  n  do  této  průmětny,  sklopivše  bod  L  (4)  na  n  do  (L); 
při  tom  jest  V  (L)  =  3  a  (n)  =  (L)  1.  Vzdálenost  bodu  A  od  roviny 
rovná  se  pak  (-4)  (2ř). 


£#- itf 


Obr.  21.  (měřítko  obr.  4 ). 


2.  řešení.  —  Obr.  21.  —  Položme  normálou  n  rovinu  pro- 
mítající N,  která  jest  rovnoběžná  s  m r  a  protíná  R  v  přímce 
spádu  u.  Považujme  rovinu  P3  výměry  3  za  průmětnu  a  sklopme 
do  ní  rovinu  N.  Jsou-li  í/3,  U6  body  kot  3  resp.  6  na  u,  pak 
jest  ř7'a(í/6)  =  3,  (u)=  £/'3(£U  4'(4)  =  l'6-3=-l'4a 
iHR  =  (-4)  H  (t*)  =  (4)  (Jř) ;  bod  U  jest  bodem  průsečným  nor- 
mály n  s  rovinou  R. 

Úloha.  Stanoviti  vzdálenost  dvou  rovin  rovnoběžných. 
Vytkneme  si  v  jedné  z  nich  bod  okrouhlé   koty  a  určíme 
podle  výkladu  právě  podaného  vzdálenost  jeho  od  roviny  druhé. 

Úloha.  Určiti   vzdálenost   daného  bodu  A   od  dané  přímky  a. 

Bodem   A  položíme  rovinu  Rla,  sestrojíce  nejprve  její 

měřítko  spádu  w'R||a',  o  němž  víme,  že  jeho  interval  jednotko  v  ý 
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má  zvratnou  hodnotu  intervalu  přímky  a.  jakož  i  že  stupňování 
má  smysl  opačný  stupňování  pro  přímku  a. 

Dále  ustanovíme  průsek  B  roviny  R  s  a  a  pravou  délku 
úsečky  AB. 

31.  — Obr.  21.  —  Počtářsky  lze  vzdálenost  n  bodu  A  majícího 
výměru  za  od  dané  roviny  R  stanoviti  takto : 

Odvodíme  kotu  gp  bodu  B  v  rovině  R,  jehož  průmět  se 
stotožňuje  s  A'j  a  sklopíme  rovinu  N  body  A,  B  vedenou 
a  ku  přímkám  vrstevním  dané  roviny  normální.  Sklopení  bodu 
jB,  ležící  v  průseku  přímek  (A)  A\  (u)  není  v  obrazci  vyjádřeno. 
Značíme-li  «  =  <n'(fO  =  <(fl)(ji)(JR)  odchylku  roviny  R  od 
průmětny,  plyne,  položíme-li  (A)  (B)  =  n,  z  trojúhelníka 
(A)(B){R):  

n  =  (A)  (U)  cos  a  =    *«       *f    • 
Je-li  J  interval  roviny  R  na  aequidistanci  e,  pak  jest 

Průmět  paty  R  kolmice  z  A  na  R  spuštěné  obdržíme,  kla- 
douce -á^nzn',  z  relace 

.                            ntg  a 
n1  =  n  s*»  «  = 


Vl  +tg*a 
z  níž  plyne  dosazením  hodnoty  za  n 

a  konečně 

n  —  e*  4, ./«  <*«  —  */*>• 

32.  Sklopení  roviny.  —  Obr.  22.  —  Přímky  spádové  roviny 
R  jsou  kolmé  k  stopě  i^  roviny  a  promítají  se  opět  v  kolmice 
k  stopě;  že  pak  body  na  ose  rotační  rL  při  otáčení  polohy 
své  nemění,  plyne  z  toho,  že  sklopení  (n)  přímky  spádové 
a  průmět  její  se  stotožňnjí.  Obdržíme  tedy  sklopení  (Z»)  bodu 
L  v  R,  když  si  jím  myslíme  přímku  n  spádu  a  naneseme  od 
jejího  bodu  stopního  Nj  na  n'  délku  N\  (L)  =  JViL.  Protože 
N\L  >  JTiZ,',  jest  také  Ni  (L)  >  #XL'.  Při  přenášení  tom  všímáme 
si  smyslu  úseček.  Délky  N\  L,  které  jsou  na  téže  straně  přímky 
stopní  ri,   přenášejí   se  též  ve  sklopení   na  touž  stranu  od    r\ 
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v  průmětně,   ale  délky   NiL,   ležící  po  různých  stranách  stopy, 
přenášejí  se  též  ve  sklopení  na  různé  strany  od  rx. 

Ke  každému  útvaru  rovinnému  Z  náležejí  dva  útvary  sklo- 
pené (-2+),  (-£_),  poněvadž  rovinu  R  lze  dvojím  způsobeni  oto- 
čením kolem  ri  uvésti  do  polohy  s  průmětnou  splývající;  obě 
polohy  takto  možné  různí  se  od  sebe  o  úhel  2p,  a  útvary  (-£■+), 
(-£_)  jsou  souměrně  položeny  vzhledem  k  ri.  Jedno  sklopení 
nazýváme  též  kladným  čili  souhlasným,  druhé  záporným  čili  sou- 
měrným. Vytkneme  si  totiž  na  kolmicích  k  rovině  R  smysl 
positivní  a  smysl  negativní.  Když  otáčíme  kolem  r\  až  R  splyne 
s  průmětnou,  splynou  také  normály  kBs  přímkami  promíta- 
jícími a  buď  i  smyslem,  a  pak  máme  souhlasné  sklopení  roviny, 
aneb  jsou  smysly  přímek  těch  protivné,  pak  máme  sklopení  sou- 
měrné. Při  souhlasném  sklopení  průmět  libovolného  bodu  a  jeho 
sklopení  leží  na  téže  straně,  při  souměrném  sklopení  však  na 
různých  stranách  stopy  n. 

V  obrazci  jest  vyjádřeno  oboje  sklo- 
pem bodu  Lfi)}  ležícího   v  rovině  R.    Na 

(LL 

.."-"1  vrstevnici    2    nanesena     od     L*    úsečka 

-IjLfi. \i-m      L'L0  =  <ž,    pak    jest   NiL0    pravá    délka 

úsečky  N\L  a  kružnice  kolem  Ni  bodem 
L0   jdoucí    seče  n'   v  (Z+)  =  (L)   a   (L-). 
iA5r  Máme    nyní    následující    souvislost 

mezi  průmětem  a  sklopením  roviny,  zna- 
čí-li  a  její  odchylku  od  průmětny. 
^i  Bod  ve  sklopení  (L)  a  jeho  průmět  L' 

iL~'  lezl  na   přímce    kolmé   ke  stopě  r\   a  jest 

Obr.  22.  (měřítko  obr.  5.).    |  (L)  -|  ri  |  cos  «  =  |  L'  -|  ^  |  .   Sklopení  (p) 

přímky  p  v  rovině  R  ležící  a  její  průmět  p* 
se   buďto  protínají   na  stopě  r\    aneb  jsou   obě  k  ní  stejnosměrný. 

Máme-li  rovinu  R.  kolem  přímky  její  r;.  stejnosměrné  se 
stopou  rx  otočiti,  az  přijde  do  polohy  R^  stejnosměrné  s  P, 
obdržíme  průmět  R^  této  polohy,  zaměníme-li  rovinu  prů- 
mětnou P  za  rovinu  P;.  k  ní  stejnosměrnou  a  přímku  ri  obsa- 
hující a  sklopíme-li  rovinu  R  do  této  nové  průmětny  v  [R],  jest 
tu  [R]  ==  R^. 

33.  Úloha.  Stanoviti  vzdálenost  bodu  A(za)  od  přímky  p. 
(2.  řešení.) 

Obr.  23.  —  Sklopíme  rovinu  Ap  a  ve  sklopení  spustíme 
kolmici  (n)  z  {A)  na  (p). 
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Určíme  tedy  najp  bod  C  výměry  *a,  zde  3'5;  považujeme  pak 
rovinu  P«  (0a)  za  průmětnu  a  sklopíme  do  ní  rovinu  Ap.  Sklo- 
píme k  tomu  účelu  nejprve  bod  D  na  p,  mající  okrouhlou  vý- 
měru fa  zde  5.  Přímka  Z>'2>'a  J_  A1 0  jest  průmětem  přímky 
největšího  spádu,  protínající  AC  v  Da. 


SX 


(ni/         \\ 


Aa* 71 


Obr.  23.  (méřítko  obr.  4.). 

Veďme  některým  jiným  bodem  E  na  p',  jemuž  přináleží 
okrouhlá  kota  ze,  zde  3,  kolmici  k  Z>'Z>'a,  od  paty  její  na- 
nesme na  ní  délku  *<?  —  *„  zde  2,  a  spojme  koncový  bod  E0  té 
délky  s  D4\  spojnice  nechť  protne  AéO  v  Z>0,  pak  jest  D'a  (D) 
—  D'D0.  Sklopení  (p)  přímky  jp  spojuje  (D)  s  (7;  přímka  (n) 
jest  kolmicí  z  -á'  ku  (p);  je-li  (B)  pata  této  kolmice,  pak  podává 
A' (B)  vzdálenost  bodu  A  od  přímky  p;  kolmice  z  (B)  k  AC* 
protíná  p*   v  5'    a   -á.'2?'  jest   průmětem     hledané   vzdálenosti. 

Úloha.  Daným  bodem  A  vésti  přímku  protínající  danou  přímku 
p  v  daném  úhlu  qp. 

Úloha  ta  řeší  se  jako  předešlá,  jenom  že  místo  přímky  (n) 
vedeme  bodem  A*  přímku,  uzavírající  z  (p)  úhel  <p ;  úloha  má 
dvě  řešení,  není-li  smysl  úhlu  qp  dán. 

34.  Úloha.  Sestrojiti  odchylku  qp  dvou  přímek  a,  b. 
Obr.  24.  —  Položíme  rovinu  stejnosměrnou    ku  přímkám 
daným  a  sklopíme  ji.    Je-li  přímka  a  dána  body  A  (*„),  B  (^), 


—  40  — 

přímka  6  body  C(sr),  D{zň\  určíme  nejprve  na  6  bod  E  výměry 
et  tak,  aby  z,  —  «==  *„  —  zp.  Pro  bod  ten  má  platnost  úměra 


OE' 


&g  &y 


D'E      jrt-fy  +  - 


** 


tedy 


*  a  —  fy 


OE 

V  nagem  případě  jest  za  =  12,  fy  =  3-7,  ay  =  4'6,  ^=3'5, 

teay  íxp— iT- 

Vedeme  tedy  body  C\  D4  rovnoběžky,  naneseme  na  ně 
délky  OC^  VD^  v  poměru  OE  :D'E\  pak  C^Dff  protíná  b* 
v  bodě  2?. 


Obr.  24.  (měřítko  obr.  4.). 


Bodem  C  vedeme  přímku  a,  =  CF  stejnosměrnou  k  a,  uči- 
níce  OF  =  EA\  a  pak  sklopíme  rovinu  aAb  do  průmětny  Pe  (*«). 
Je-li  C"e  pata  kolmice  z  £'  na  -FZ?',  pak  přepona  pravoúhlého 
trojúhelníka,  jehož  jedna  odvěsna  jest  OOě  a  druhá  má  délku 
I  fy  —  *a  1 1  rovná  se  vzdálenosti  bodu  (Q  od  stopy  FE.  Tím  jest 
úhel  qp  určen  sklopením  F*(C)  E\ 

Úloha.  Sestrojiti  úhel  q  dvou  rovin  A,  B. 
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Ěešení  1.  Z  libovolného  bodu  okrouhlé  koty  vedeme  nor- 
mály a,  b  k  těmto  rovinám  a  určíme  jejich  úhel,  který  jest  právě 
úhlem  hledaným. 

Řešeni  2.  —  Obr.  25.  —  Určíme  průsečnou  přímku  LM 
daných  rovin  pomocí  vrstevních  přímek  a(za\  «(ty)  v  rovině  Ar 
b(za),  6  (ty)  v  rovině  B.  Vzhledem  k  obrazci  jest  *a  =  5,  ty=8, 
L  =  a  (*«) .  b  (ga) ;  M-=z  a  (ty) .  b  (g/i) ;  položíme  rovinu  R  nor- 
mální ku  přímce  LM  a  protneme  ji  rovinami  A,  B  v  přímkách, 
které  uzavírají  žádaný  úhel. 


Obr.  1.6.  (měřítko  obr.  4.). 

Vrstevnice  roviny  R  jsou  kolmé  k  L'M'.  Zvolme  tedy  li- 
bovolnou kolmici  k  L'M'  za  vrstevnici  r'(*a)  této  roviny  a 
ustanovme  průsek  V  roviny  R  s  LM.  Za  tím  ťičelem  položme 
přímkou  LM  rovinu  promítající  V  a  sklopme  ji,  předpokláda- 
jíce rovinu  P(ty)  rovnoběžnou  s  úrovní  za  průmětnu;  pak  je 
M  v  průmětně  a  Z' (Z)  =  |  za  —  ty  |  a  tedy  jest  M'  (L)  sklo- 
pení přímky  A.B.  Rovina  V  protíná  R  v  přímce  normální 
k  LM,  jdoucí  patrně  bodem  JB,  v  němž  r(ga)  rovinu  V  protíná 
a  který  zde  je  bodem  stopním  přímky  V.R.  Proto  jest  pata 
kolmice  z  Ji'  na  Mé(L)  vedena  sklopením  ( V)  bodu  V.  Protíná-li 
přímka  r(ea)  přímku  a  (za)  v  A,  přímku  b(ea)  v  2?,  jest  úhel 
AVB  žádaným  úhlem  cp.  Sklopme  proto  ještě  R  do  [R] ;  tu  jest 
W[V)  =  ŽF(F)  a  tedy  <  <p  =  <  A'[V]B'. 

Úloha.  Stanoviti  odchylku  qp  dané  přímky  p  od  dané  roviny  R. 


-  42  — 

Zvolíme  na  přímce  bod  P  a  vedeme  jím  kolmici  n  k  R, 
určíme  <  (p,  n) ;  pak  jest  qp  =  Iq  —  <  pn.  Je-li  stupňován 
průmět  přímky  jakož  i  měřítko  roviny,  bod  P  ovšem  volíme  tak, 
aby  měl  okrouhlou  kotu. 

Úloha.  Přímkou  danou  vésti  rovinu  normální  k  dané  rovině. 

Na  přímce  zvolíme  bod  okrouhlé  koty  a  vedeme  jím  nor* 
mála  k  dané  rovině,  která  s  přímkou  danou  stanoví  hledanou 
rovinu,  jejíž  měřítko  se  pak  sestrojí  známým  způsobem. 

Tolik  postačí  věděti  ku  poznání  této  methody  promítání, 
abychom  řešení  úloh,  které  provedeme  později  jinou  methodou, 
mohli  bez  obtíží  prováděti  též  touto  methodou. 

Upotřebení, 

35.  Úloha.  V  rovném  terrainu.  jehoí  měřítko  spádu  m*  jest 
dáno,  má  se  projektovati 

1.  plošina  horizontální,  mající  základní  tvar  obdélníka  ABCD 
a  kotu  i3'5  m ; 

2.  přímá  cesta  spádu  0\2,  4  m  široká,  vedoucí  ku  plošině  podél 
přímé  čáry  p  na  terrainu. 

Obr.  26.  —  Při  plošině  jest  spád  pro  násep  1,  pro  zářez  2; 
při  cestě  pro  násep  f,  pro  zářez  1. 

Cesta  nechť  ústí  od  nějakého  bodu  E  na  AD  ve  směru  k  I) 
do  plošiny;  bod  E  a  čára  p  buďtež  tak  stanoveny,  aby  při 
zřizování  náspu  bylo  jednoduše  třeba  hmotu  k  dosažení  zářezu 
z  terrainu  odbiranou  přes  p  přehazovati. 

Jde  tu  hlavně  o  vyšetření  příslušných  průseků. 

1.  Přímka  vrstevní  v  v  rovině  V  terrainu  výměry  13'5  m 
protíná  AD  v  bodě  K,  BO  v  bodě  L\  tu  náleží  část  KABL 
na  obvodu  obdélníka  ABCD  zářezu;  ostatní  část  náspu.  Stra- 
nami KA,  AB,  BL  položené  roviny  spádu  2  mají  interval  0*5, 
a  tím  jsou  jejich  měřítka  spádu  stanovena.  Vyjádřili  jsme 
jejich  vrstevní  přímky  w,,  u,2,  w3  výměry  17*5,  proťavše  je 
přímkou  u  (17'5)  roviny  V.  Průsek  zářezu  od  KA  vycháze- 
jícího s  terrainem  jest  spojnice  bodu  K  s  bodem  u.ux\  spoj- 
nice ta  protíná  spojnici  bodu  A  s  t^.t^  v  bodě  M;  AM  jest 
průsek  zářezu  toho  se  zářezem  následujícím,  který  protíná  ter- 
rain  v  přímce,  spojující  M  s  bodem  u.u2.  Průsek  s  dalším  zá- 
řezem jest  spojnice  bodů  JS,  wtt.w3,  protínající  přímku  před- 
cházející v  bodě  N.  Konečně  náleží  přímka  LN,  procházející 
též  bodem  u.u3,  zářezu  třetímu.    Přímky  A'M\  B'N'  půlí  mimo 
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to  úhly  obdélníka  při  A*  a  J3'.  Roviny  stranami  LC  a  CD  polo- 
žené, určující  příslušné  náspy,  mají  spád  a  tedy  též  interval  rovný 
1,  čímž  jejich  měřítka  spádu  jsou  též  určena.  Opsali  jsme  kolem 
€'  jako  středu  kružnici  poloměrem  5  jednotek  a  vedli  k  ní  tečny  r'n 
r'3  na  straně  náspů  rovnoběžné  k  OD4  a  B'0\  tečny  ty  jsou 
vrstevnicemi  rovin  náspů,  jimž  přísluší  výměra  8*5.  Aby  násep 
celkový  nenabyl  příliš  velkých  rozměrů,  omezili  jsme  jej  ještě 
rovinou,  jdoucí  bodem  C,  stejnosměrnou  s  přímkami  vrstevními 
roviny  V  a  mající  rovněž  spád  1.  Vrstevnice  její  r'3(8"5)  dotýká 
se  pak  též  vytčené  kružnice.  Obdržíme  takto  v  přímkách,  které 
spojují  C  s  body  r,.ra,  ra,r3,  dvě  hrany  náspu,  jehož  průsek 
8  terrainem  se  skládá  z  přímky  A,  spojující  bod  v. CD  s  bodem 
J,  v  němž  protíná  přímka  r(8-5)  roviny  V  přímku  r,,  z  přímky 
Z,  spojující  bod  L  s  bodem  r.r3í  a  z  přímky  -RiPllr,  když  značí 
R  průsek  přímky  h  s  hranou,  která  spojuje  C  s  r1  .ra,  a  T 
průsek  přímky  l  s  hranou,  která  spojuje  C  s  r8.ra. 

2.  Stanovme  v  rovině  V  přímku  k  spádu  0*2  (24.).  Vytkli 
jsme  zde  na  m1  bod  15  jakožto  střed  kružnice  poloměru  10  jed- 
notek a  proťali  jsme  tuto  vrstevnicí  13;  k*  jest  pak  spojnicí 
jednoho  z  bodů  průsečných  se  středem  kružnice  ajp'||i'. 

Přímka  p  jest  přímkou  spádu  roviny  R,  určující  povrch 
cesty,  přímky  g,  s  roviny  této,  rovnoběžné  k  p  a  mající  od  sebe 
vzdálenost  4m,  buďtež  hranami  mezními.  Přímkou  q  prochází 
rovina  zářezu  Q,  protínající  rovinu  V  v  přímce  JillS  a  přímkou 
8  prochází  rovina  náspu  S,  protínající  V  v  přímce  s^Ws.  My- 
sleme si  nyní  libovolný  profil  příčný,  t.  j.  řez  rovinou  N,  nor- 
mální k  p\  Nazveme  průseky  přímek  s  N  týmiž  ale  velkými 
písmeny  jako  přímky  samy. "  Roviny  V,  R,  Q  omezují  patrně 
zářez,  roviny  V,  R,  S  násep  dráhy,  a  má-li  se  vyhověti  posléze 
kladené  podmínce  při  zřizování  této  dráhy,  musí  hranoly  v  zářezu 
a  náspu,  které  mají  své  základny  v  libovolných  dvou  rovinách 
k  p  normálních  a  jsou  právě  vytčenými  dvěma  trojicemi  rovin 
omezeny,  míti  stejný  obsah.  Z  toho  dále  plyne,  že  vždy  vznikají 
v  profilu  příčném  dva  stejné  trojúhelníky,  S^P,  QXQP;  při  tom 
jsou  body  Ql9  P,  8t  na  téže  přímce,  která  jest  patrně  průsečnicí 
rovin  N  a  V.  Bude  nám  tedy  stanoviti  polohu  bodů  Q,  S  na 
přímce  QS  vzhledem  k  bodu  P  takovou,  aby  A  StSP=  A  QiQp- 
Polohu  stanovíme  poměrem  QP :  PS. 

Za  tím  účelem  mysleme  si  přímkou  Je  roviny  V  rovinu  Qt 
rovnoběžnou  s  Q,  jakož  i  rovinu  Sj  rovnoběžnou  s  S.  K  tomu 
cíli  jsme  kolem  bodu  G'  na  k\    jemuž  přísluší   výměra  13,  ja- 
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kožto  středu  opsali  dvě  kružnice,  jednu  f  poloměrem  4  m, 
druhou  e*  poloměrem  6  m,  a  vedli  jsme  z  bodu  J\  jenž  jest 
průmětem  bodu  výměry  17  m  na  A,  ony  tečny  ť^  ť2  ke  kruž- 
nicím ^,  /,  které  směřují  od  J*  k  těmto  kružnicím  po  téže 
straně  přímky  k*  a  to  po  straně,  příslušné  ke  stoupání  roviny 
V  ve  směru  od  L  Tečny  ť„  V%  jsou  vrstevnicemi  s  příslušnou 
výměrou  17  w  pro  roviny  Qt  =  ktv  St  =  fó2,  čímž  roviny  ty 
jsou  stanoveny.  Dále  vytkněme  rovinu  Vn  do  jejíž  polohy 
přijde  rovina  V,  když  ji  v  kladném  smyslu  přímek  promíta- 
jících posuneme  o  určitou  kotu,  zde  o  2  m.  Bodem  J  položili 
jsme  rovinu  N0,  normální  ke  k',  protínající  rovinu  Q,  v  g0,  ro- 
vinu Sx  v  50,  rovinu  třetí  Yl  v  přímce  t>0  a  sklopili  jsme  ji  do 
roviny  P(17),  jakožto  průmětny.  Nechť  protíná  v0  přímku 
vrstevní  «0(17)  roviny  N0  sklopené  do  (N0)  v  JT,  takže  H?  leží 
na  vrstevnici  (15)  roviny  V,  dále  přímku  s0  v  S0  a  q0  v  Q0.  Ve 
sklopení  jsme  nejprve  vyjádřili  přímku  n18  roviny  N0  tím,  že 
jsme  učinili  (n13)  H  w'0  =  4  ro.  Vrstevnice  (15)  roviny  V  seče 
n'0  v  bodě  H\  jenž  jest  průmětem  bodu  H  na  v0  výměry  17  w, 
vrstevnice  (11)  v  bodě,  jenž  jest  průmětem  bodu  výměry  13  m 
na  v0 ;  sklopení  toho  bodu  leží  proto  na  (n,3),  čímž  přímka  (t?0) 
je  dána.  Vrstevnice  rovin  Qlf  S,,  bodem  G'  vedené  a  rovno- 
běžné s  ť',,  ť„,  protnou  n'0  v  průmětech  bodů  výměry  13  na  q0 
a  s0  ležících;  sklopení  těchto  bodů  jsou  opět  na  (nl3),  čímž 
přímky  (g0),  (s0)  jsou  taktéž  stanoveny. 

Mysleme  si  nyní  sestrojenu  přímku,  rovnoběžnou  s  (t>0), 
jež  by  protínala  (s0)  v  bodě  8+  a  n0  v  bodě  Hx  tak,  aby 
A  HXJS^  =  A  -H7(Go)»  Ja^  z^mo  tím  způsobem,  že  protneme  (s0) 
v  bodě  Sy  stejnosměrkou  bodem  (Q0)  k  n0  vedenou  a  opíšeme 
nad  průměrem  J(S0)  polokružnici,  kterou  protneme  v  £4  kol- 
micí   v  Sr  k  (s0)    vztyčenou.  Pak  jest  JS+  =  JS%. 

Proměnili  jsme  takto  trojúhelník  HJSy  v  trojúhelník  HlJSm; 
jest  tudíž  A  HJQQ  =  A  ^^   a   poněvadž  jest   A  #«f<?o  <V3 

APQQt,  AH,Js.c^APSSl  a  má-li  býti  APQQi=APSSl, 

musí  platnost  míti  úměra 

QP:PS=JH:JHl 

a  tedy  též  úměra 

QP:PS  =  J(S0):  JS,. 

Z  toho  pak  plyne  následující  konstrukce  pro  vrstevní  přímku 
EF  výměry  13*5  v  rovině  R.  Naneseme  na  př.  na  (n18)  od 
bodu  (n13).tf'  ve  smyslu  k  úrovni  úsečku,  rovnající  se  tPíS0)> 
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a  koncovým  bodem  jejím  vedeme  rovnoběžku  k  t^,  až  protne  Aljy 
v  bodě  II.  Rovnoběžka  bodem  II  k  n'0  protne  v*  v  bodě  III. 
Nanesme  na  rovnoběžku  tu  ve  smyslu  II III  úsečku  III IV -= 
J'£a  a  v  opačném  smyslu  úsečku  II  V%  rovnající  se  šířce  dráhy? 
tedy  4  m\  pak  protne  IV  E?  rovnoběžku  k  AkI>  bodem  V  ve- 
denou v  bodě  F  přímky  EfF  ±  k\  Přímka  ta  protíná  A'D*  v  bodě 
E4  a  v*  v  bodě  náležejícím  přímce  p4 ;  tím  jest  stanovena  přímka 
p  a  tedy  i  přímka  q  bodem  E  a  přímka  s  bodem  F  jdoucí. 

Nyní  můžeme  profil  příčný  v  rovině  N  docela  určitě  ve 
sklopení  (N)  vyjádřiti.  QS  je  přímka  vrstevní  roviny  R;  rovinu 
jí  rovnoběžně  k  úrovni  položenou  považujeme  za  průmětnu, 
do  níž  N  sklopíme.  Je  tu  ©'«?i)||?0i  S^ÍIK- 

Bodem  P  =  Q4S'  .p'  prochází  pak  přímka  (GJOS,)  II  0\>X 
jsouc  takto  stanovena  a  určujíc  na  Q(Q})  bod  ((),),  na  S1^) 
bod  (Sj).  Přímka  q\  \\p4  prochází  bodem  (#,)  a  přímka  si,  \\p' 
bodem  (St). 

Protože  přímky  Ql(S1\  ^(S^  uzavírají  zde  úhel  poměrně 
malý,  můžeme  (SJ  přesněji  vyjádřiti  na  základě  tom,  že 
A  JPCCGi)  =  A  S'P'(S,)  tím,  že  vedeme  bodem  (Qt)  rovnoběžku 
ke  #'/?'  a  její  bod  na  s4  spojíme  s  P1.  Spojnice  protíná  q4  v  bodě, 
jímž  vedeme  opět  rovnoběžku  ke  Q'S\  která  pak,  jak  z  promě- 
ňování obrazců  vyplývá,  přímku  S4(S1)  protne  v  (Sj). 

Ostatně  můžeme  přímky  q„  sY  sestrojiti  též  jakožto  prů- 
sečnice  rovin  Q,  S  s  rovinou  danou  V.  Vrstevní  přímka  roviny  R 
bodem  Ex  výměry  13  na  i?  jdoucí  seče  q  v  bodě  E2,  s  v  bodě  E3: 
bodem  E%  prosází  přímka  vrstevní  výměry  13  pro  rovinu  Q 
rovnoběžná  s  tv  která  seče  vrstevnici  výměry  13  roviny  V  v  bodě 
Ev  jeuž  již  náleží  přímce  g,.  Obdobně  jde  bodem  E3  přímka 
vrstevní  výměry  13  pro  rovinu  S,  rovnoběžná  s  t%  a  protínající 
přímku  vrstevní  výměry  13  roviny  V  v  bodě  i?fil  jímž  prochází 
přímka  sr 

Přímky  q\y  M4  K4  se  protínají  v  bode  U'y  a  JJ4E4  je  průmětem 
přechodní  hrany  zářezu  při  cestě  do  zářezu  plošiny. 

Přechodní  hranu  náspu  při  ssx  do  náspu  plošiny  obsahu- 
jícího hranu  CD  stanovíme  přímkou  průsečnou  příslušných  rovin,. 
Jeden  bod  této  přímky  jest  h.s1.  Druhý  bod  jest  průsečník 
přímek  vrstevnici!  výměry  13*5  těchto  rovin,  tedy  bod,  v  němž 
rovnoběžka  bodem  F  k  fa  vedená  přímku  CD  protíná.  Uvedená 
hrana  protíná  s  v  bodě  V,  a  část  cesty  od  V  k  F  leží  pak 
v  zářezu.  Jde  tedy  ještě  o  průsek  zářezu  toho  s  plošinou.  Zářez 
ten    má  spád  1,  ve   smyslu  opačném  smyslu  roviny  Q;  vrstev- 
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nice  jeho  jsou  tedy  stejnosměrné  k  druhé  tečně  ť,  z  J'  vedené 
ke  kružnici  f.  Stejnosměrka  k  V  bodem  F  jest  tedy  průsekem 
zářezu  našeho  s  plošinou;  protínáť  CD  v  bodě  W,  a  VW  jest 
hrana  přechodní  zářezu  toho  do  náspu,  obsahujícího  hranu  CD. 

v 

36.  Žádejme,  aby  se  vyjádřily  meze  pro  část  prostoru,  sta- 
novené souvislou  skupinou  rovin  nebo  ploch  jednoduchých,  a  pro- 
veďme vyjádření  takové  pro  některé  případy  zvláštní,  které  mají 
význam  při  vyšetřování  střech.  Tu  se  bére  za  základ  souvislá 
řada  přímých  nebo  jednoduchých  hran  křivých  v  rovině  horizon- 
tální ;  po  případě  máme  dvě  neb  i  více  takových  řad  v  různých 
rovinách  horizontálních,  o  které  se  plochy  střechové  opírají* 
Hrany  ty  nazýváme  římsovými.  Hrany  průsečné  nebo  hrany  mezní, 
které  nejsou  zároveň  římsovými  hranami  ploch  střechových,  na- 
zýváme nárožím  neb  úbočím,  podle  toho,  leží-li  vzhledem  ke 
vnějšku  v  části  vypuklé  či  vyduté.  Horizontální  nároží  jmenu- 
jeme hřebenem  střešním ;  horizontální  úbočí  jsou  při  vyšetřování 
střech  zásadně  vyloučena.  Hlavními  hřebeny  střešními  nazýváme 
ty,  které  jsou  rovnoběžné  s  římsovými  hranami  průčelnými. 
Je-li  takový  hřeben  střešní  průsečnou  hranou  dvou  stran  stře- 
chových, pak  střechu  nazýváme  na  tom  místě  střechou  sedlovou, 
pakli  je  hranou  mezní,  nazýváme  ji  střechou  pultovou.  Roviny, 
resp.  plochy,  v  takovém  hlavním  hřebenu  se  protínající,  nazý- 
váme sklonem  střechy,  kdežto  plochy  ostatní  nazývají  se  volbami. 

Jsou-li  mezi  hranami  římsovými  též  takové,  které  nejsou 
vodorovné,  pak  se  obyčejně  žádá,  aby  buďto  byly  hranami  spá- 
dovými stran  střechových,  aneb  aby  body  jejich  byly  nejvyššími 
body  pro  části  přímek  spádových,  které  v  rovinách  střechových 
hranami  těmi  kladených  leží  a  platnosti  nabývají  při  omezování 
prostoru  vůbec;  totéž  lze  říci  o  hranách  mezních,  které  nejsou 
římsové,  ať  jsou  vodorovné  nebo  nejsou.  Obrazy  takových  hran 
vyznačíme  Šraffováním. 

To  jest  geometrický  význam  podmínky  žádající,  aby  se 
srážky,  které  na  střechu  dopadají,  nesváděly  přes  řečené  hrany. 
Kdežto  při  vyšetřování  střech  hrany  římsové  horizontální 
jsou  dány  předem,  předpokládá  se  za  známý  nanejvýš  toliko 
průmět  ostatních  hran,  jichž  bližší  určení  plyne  z  vyšetření 
ploch  střechových.  Obrazy  přímek  spádových  vyznačujeme  šípem, 
podávajícím  smysl  spádu  vzhledem  k  úrovni.  Kdyby  taková 
hrana  byla  křivá,  pak  by  pro  naše  účely  postačilo,  kdybychom 
ji  nahradili  řadou  hran  přímých,  jí  se  dotýkajících. 
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Obyčejně  se  ještě  předpokládá,  že  roviny  střechové  mají 
stejný  spád.  V  tom  případě  průsek  dvou  takových  rovin  pro- 
mítá se  v  přímku,  půlící  příslušný  úhel  vrstevnic  stejných  výměr, 
když  jsou  různosniěrné,  aneb  v  přímku,  půlící  vzdálenost 
vrstevnic  těch,  když  ty  jsou  stejnosměrné. 

Z  upořádání  hran  římsových  snadno  usoudíme,  které  prů- 
sečnice pro  každou  plochu  střechovou  s  plochami  ostatními  na- 
bývají platnosti,  při  čemž  přihlížíme  vždy  k  tomu,  že  společným 
bodem  dvou  hran  průsečných,  pokud  nejsou  mezními,  prochází 
vždy  ještě  aspoň  průsečnice  třetí,  protože  v  bodě  tom  alespoň  tři 
plochy  střechové  se  stýkají.  Průměty  hran  průsečných  leží  uvnitř 
obrazce,  určeného  průmětem  hran  římsových  a  mezních. 


Obr.  27. 


Obr.  28. 


37.  1.  —  Obr.  27.  a  28.  -  Nejvšednější  případ  jest,  když 
průmět  hran  římsových  a  mezních  tvoří  obdélník.  V  obrazci  27. 
předpokládáme  obdélník  římsový  v  rovině  výměry  6  a  máme  tu 
příklad  střechy  sedlové;  spád  její  jest  1,  měřítko  není  zde  vy- 
jádřeno, poněvadž  hrana  KL  má  kotu  9,  jest  AD  rovno  6  jed- 
notkám. Poněvadž  se  nám  zde  jedná  jen  o  vyšetření  průmětů 
hran,  k  čemuž  nebylo  měřítka  potřebí,  nepřipojujeme  ho  ani  v  ná- 
sledujících příkladech.  V  obraze  28.  vyjádřena  jest  střecha  pul- 
tová; délka  kratších  hran  římsových  obnáší  opět  6  m,  spád  střechy 
Vf ;  jednotlivé  vrcholy  jsou  kótovány. 

2.  Obr.  29.  vyjadřuje  průmět  AWO&EF*  hran  římsových, 
v  téže  rovině  horizontální  ležících.  Je-li  Mé  bod  průsečný  přímek 
A*B\  ED\  pak  vyšetření  vrcholů  (?,  Jí  jest  jako  v  obrazci  27.; 
HM  jest  průsečnice  rovin,  hranami  AB,  DE  položených;  násle- 
duje pak  rovina  hranou  D C,  protínající  druhou  z  rovin  právě 
uvedených  v  přímce  DK ;  ta  má  s  HM  bod  K  společný,  který  náleží 
všem  třem  rovinám,  opírajícím  se  o  hrany  AB,  DE,  DC\  bodem 
tím   jde   tedy   hřeben  KL  rovnoběžně   k   hranám  AB  a  DC  ve 
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stejných  vzdálenostech  od  nich  jakožto  průsečnice   rovin,  hra- 
nami těmi  položených. 


/M  \  (L) 


1 


Obr.  29. 


Určení  pravého  tvaru  a  pravé  velikosti  jednotlivých  stran 
střechových  obdržíme,  sklopíme-li  je,  považujíce  rovinu  hran 
římsových  za  průmětnu ;  ježto  známe  spád  těch  stran,  lze  sklo- 
pení to  beze  všeho  provésti.  V  případě  v  našem  obrazci  vy- 
jádřeném předpokládáme  spád  rovin  1 ;  jest  tedy  H  H  AB  =  A*H\ 
tak  že  opíšeme-li  kolem  A4  oblouk,  obsahující  bod  H\  a  průsekem 
jeho  s  A'F  vedeme  rovnoběžku  k  A*B\  tato  protne  přímku  CH* 
ve  sklopení  (i?)  bodu  H.  Sklopení  bodu  N9  pro  nějž  N,z=zK'L,.D'JEi 
leží  na  oblouku  kruhovém,  kolem  M'  opsaném  a  bod  K'  obsa- 
hujícím, čímž  provedení  sklopení  pro  stranu  střešní,  obsaženou 
v  rovině  o  4B.se  opírající,  jest  dáno;  stejným  způsobem  lze 
sklopiti  ostatní  strany. 

38.  —  Obr.  30.  —  Předpokládejme  v  průmětně  lichoběžník 
AiBéCtDi  za  průmět  hran  římsových  a  mezních,  kladouce  za  pod- 
mínku, že  přímky  spádové  nemají  protínati  stranu  AB  v  části 
EF%  stranu  BC  vůbec,  stranu  AD  v  části  KD,  kdežto  na  straně 
DG  mohou  v  části  DG  procházeti  nanejvýše  bodem  H. 

Začneme  vyšetřování  u  strany  BC,  Stranou  tou  nelze  položiti 
rovinu  střešní,  poněvadž  by  ji  části  přímek  spádových  v  platnost 
přicházejících  protínaly.  V  rovině  promítající  přímky  BC  budeme 
tedy  míti  hrany  mezní  od  BC  různé.  Roviny  přímkami  AB  a  CD 
položené  protínají  se  v  přímce,  jejíž  průmět  1  jejich  vzdálenost 
půlí.  Roviny  ty  protínají  vytčenou  rovinu  promítající  ve  dvou 
přímkách,   z  nichž   pouze  druhou  lze   zvoliti  za  hranu  mezní, 

J.  Sobotka,  Deskriptivní  geometrie.  4 
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kdežto  prvou  nikoliv,  poněvadž  části  přímek  spádových  v  ro- 
vině prvé  k  platnosti  přicházejících  by  ji  protínaly.  Proto  mu- 
síme vsunouti  bodem  B  novou  rovinu  téhož  spádu  jak  ostatní 
tak,  aby  úhel,  kterýž  BC  uzavírá  s  onou  částí  stopy  6,  rovině 
té  přináležející,  která  prochází  lichoběžníkem  ABCD,  byl  ostrý 
nebo  nanejvýše  pravý.  Vsunutá  rovina  tato  protíná  rovinu 
hranou  DC  kladenou  v  přímce,  jejíž  průmět  2  prochází  bodem 
DC .  b  a  půlí  úhel  přímek  DC  a  b.  Bodem  1 . 2  prochází  průmět 
3  přímky  průsečné  rovin,  přímkami  AB  a  b  položených,  a  půlí 
úhel  přímek  těchto. 


Obr.  80. 


Pro  krátkost  označíme  zde  rovinu  některou  hranou  jdoucí 
symbolem  hrany  samé,  položeným  do  hranatých  závorek.  Dále 
vsuneme  u  bodů  F,  i?,  (?,  iř,  K  roviny  daného  spádu  a  to  takt 
aby  stopy  jejich  /,  e,  g,  A,  k  byly  ku  příslušným  stranám  licho- 
běžníka normální,  poněvadž  by  v  tom  připadě,  kdybychom  pro 
volbu  rovin  těch  ponechali  si  volnost  jako  při  rovině  [ft],  na  př. 
roviny  [c],  [f]  se  protínaly  v  přímce,  která  by  nebyla  horizon- 
tální a  čemuž  zde  chceme  zabrániti. 

Rovina  [g]  protíná  rovinu  [DC]  v  přímce,  jejíž  průmět 
jest  4,  a  bod  1.4  jest  průmětem  společného  bodu  rovin  [-42?], 
[DC],  [g];  prochází  jím  tedy  též  průmět  5  přímky  průsečné 
rovin  [AB],  [g].  Rovina  [h]  přímkou  h  položená  a  ve  směru  Hg 
stoupající  protíná  [g]  v  přímce,  jejíž  průmět  6  vzdálenost  iHř 
půlí.  Bodem  5 . 6  prochází  též  průmět  7  přímky  průsečné  pri> 
roviny  [A],  [AB]\  přímka  tato  jest  proťata  přímkou,  společnou 
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rovinám  [AB],  (/]  a  v  přímku  8  se  promítající.  Bodem  7.8  pro- 
chází přímka  9,  pochodící  od  rovin  [/],  [4].  Přistupuje  dále 
přímka  v  10  promítnutá  jakožto  průsečnice  rovin  [4],  [CD],  a 
přímka  11  bodem  9.10  jakožto  průmět  pro  průsek  rovin  [CD], 
[/];  přímka  12  vyjadřuje  průsek  rovin  [/],  [e]  a  bodem  11 .  12  jde 
přímka  13,  vyjadřující  průsek  rovin  [CD],  [é].  Následuje  přímka 
14  bodem  1.13,  přímka  15  a  přímka  16  bodem  1.15  jakožto 
průměty  přímek  společných  rovinám  [«],  [AB],  rovinám  [Alf], 
[AD]  a  rovinám  [AD],  [CD]\  dále  přímka  17,  vyjadřující  průsek 
rovin  [AD],  [A]  a  přímka  18,  vyjadřující  průsek  roviny  [DC] 
s  rovinou  [h]l}  přímkou  4  položenou  a  ve  směru  HD  stoupající. 
Protože  jsme  zvolili  HD = DK,  protínají  se  přímky  promítnuté 
v  16,  17,  18  v  jediném  bodě,  a  bodem  tím  prochází  též  přímka, 
v  19  promítnutá  a  rovinám  [4],  [4],  společná. 

Přímky  promítající  se  do  8  a  11 
leží  v  téže  rovině  [/],  protínají  se  tedy 
v  bodě,  který  jest  společný  rovinám  [/], 
[AB],  [CD],  tak  že  bodem  tím  prochází 
třetí  hrana  v  1  promítnutá.  Mohli  jsme 
tu  tedy  změniti  pořádek,  v  němž  jsme 
přiváděli  roviny  k  řezu,  a  pak  bychom 
v  této  části  obrazce  obdrželi  uspořádání,  0br-  ^  *)- 

jak  jest  vyjádřeno  v  obr.  30.  a,  z  něhož 

vidíme,  že  by  pak  hrany  promítnuté  v  7,  10,  1  nabyly  ještě 
platnosti.  Tím  však  by  vzniklo  při  hřebenu  horizontálním  úbočí, 
což  arci  není  přípustno. 

39.  —  Obr.  31.  —  Jakožto  další  příklad  zvolme  si  dvě 
střechy  sedlové,  jichž  hřebeny  jsou  k  sobě  kolmé,  a  jejichž  řím- 
sové hrany  základní  jsou  v  různých  rovinách  horizontálních; 
mimo  to  obě  mají  různý  spád. 

Pro  první  z  nich  hrany  římsové  tvoří  obdélník  ABCD, 
jehož  rovinu  béřeme  za  průmětnu;  určení  vrcholů  K,  L  jest 
jako  v  obrazci  27.  Pro  druhou  jsou  hrany  EH\\FG  dány  prů- 
mětem a  výškou  v  nad  rovinou  ABCD;  střecha  ta  jest  ome- 
zena rovinou  normální  k  EH  a  FG,  protínající  hrany  ty  v  bo- 
dech E,  F.  Průsek  MN  rovin  [EH],  [FG]  půlí  vzdálenost  hran 
EH,  FG  a  protíná  rovinu  právě  vytčenou  v  bodě  M.  Průsek 
HG  roviny  EHGF  s  rovinou  ABLK  můžeme  snadno  sestrojiti. 

Vzdálenost  přímky  HG'  od  AB  rovná  se  patrně  -. — i  když  značí 

4* 
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tg  a  spád  roviny  ABLK.  Sestrojíme  tudíž  bod  H4  pomocí  pravo- 
úhlého trojúhelníka. 

Dále  položili  jsme  přímkou  HG  rovinu  promítající  a  otočili 
ji  kolem  HG  do  polohy  rovnoběžné  s  průmětnou ;  tu  přijde  její 
průsek  s  rovinou  AKD  do  polohy  promítající  se  do  (m),  8  ro- 
vinou [EH]  do  polohy  promítající  se  do  (n)  a  s  rovinou  [FG] 
do  polohy  mající  (p)  za  průmět,  při  čemž  <  JEPťr',  (w)  =r  a, 
<H'G\  (n)=  —  <BG\  (p)  =  A  znafií-li  fi  odchylky  rovin 
střechy  druhé  od  roviny  průmětné. 


,W 
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Obr.  81. 


Průsek  roviny  ADK  s  rovinou  EHM  promítá  se  ve  stejno- 
směrku  s  AD  bodem  (m) .  (n)  a  s  rovinou  FGM  ve  stejnosměrku 
s  AD  bodem  (m) .  (p)  vedenou.  Průseky  ty  protínají  AK  v  bodech 
2ř,  S.  Přímka  RH  protíná  AB  v  iřlf  KL  v  V;  přímka  SG  pak 
AB  v  St  aíív  bodě  V.  Stopy  r,  5  rovin  EHM,  FGM  pro- 
cházejí body  iř,,  resp.  5,  a  jsou  k  AB  kolmý.  HV7  GV  jsou 
dvě  úbočí,  a  značíme-li  N  průsek  přímky  MN  s  rovinou  DCLK, 
jsou  ÍW,  FW  poslední  dvě  hrany,  jež  zbývá  ještě  vyšetřiti. 
Že  však  U'NŠ  spojuje  bod  r.CD  s  í/'  a  FW  bod  s.CZ)  s  V\ 
jsou  tím  hrany  ty  dány.  Kdyby  sklon  roviny  [FG]  od  průmětny 
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byl  pt  různý  od  /?,  pak  bychom  na  místo  (p)  obdrželi  přímka 
(pt),  svírající  s  RG'  úhel  /?,,  a  průmět  hřebenu  MN  byl  by 
nahrazen  přímkou,  procházející  bodem  (£t)  =  (*»).(#!),  rovno- 
běžnou ku  FG4.  Přímka  bodem  (ni)  ,(pt)  k  ní  rovnoběžná  jest  prů- 
mětem průsečné  přímky  rovin  ADK,  [FG].  Seče-li  tato  přímka  AK 
v  bodě,  jehož  průmět  jest  označen  (£,),  pak  jest  na  (S^G* 
průmět  průsečnice  rovin  [AB],  [FG].  Průsečnice  ta  protíná  KL 
v  bodě  F,.  Seče-li  (SJG4  přímku  AB  v  bodě  Tn  pak  jest  kolmice 
k  AB  bodem  tím  vedená  stopou  roviny  [FG],  Spojíme-li  tedy 
její  bod  na  CD  s  F,,  obdržíme  průsek  roviny  [FG]  s  rovinou  [DC], 
který  stanoví  na  hřebene  příslušném  bod  Nv  a  ten  leží  na  přímce 
Í7JV,  již  jsme  dříve  stanovili. 

K  obr.  31.  připojili  jsme  ještě  obrazec,  vyjadřující  průmět 
do  roviny  vertikální  a  s  AB  stejnosměrné,  jehož  odvození 
z  obrazce  jest  patrno :  jest  tu  úhel,  jejž  svírá  nový  průmět 
A"B"  hrany  AB  s  A"K'\  roven  «,  a  úhel,  jejž  uzavírá  E"M' ' 
s  E"F',  roven  ft  atd. 

40.  Když  hrana  římsová 
průčelná  a  k  ní  protilehlá  hrana 
římsová  nejsou  stejnosměrné, 
pak  roviny  jimi  položené  nepro- 
tínaly  by  se  v  přímce  horizon- 
tální; abychom  však  přes  to 
dosáhli  hřebenu  horizontálního, 
nahradíme  rovinu  hranou  řím- 
sovou průčelnou  neprocházející,  jednoduchou  plochou  zborcenou. 

Nechť  na  př.  hrany  římsové  tvoří  lichoběžník  ABCD,  v  němž 
AB  jest  hranou  průčelnou  —  obr.  32.  —  Vedeme  přímku  s  přím- 
kami AD,  BC  stejnosměrnou  a  od  nich  stejně  vzdálenou, 
která  protíná  AB  v  R,  CD  v  S.  Rozpůlíme  RS  v  U*  a  bodem  U' 
vedeme  stejnosměrku  u*  k  AB.  Přímkami  AB,  BC,  AD  polo- 
žíme roviny  střechové ;  průsek  první  z  nich  s  druhou  budiž  BL9 
s  třetí  AK.  Body  K,  L  zvolme  tak,  aby  průmět  jejich  ležel  na  u4. 
Úsečku  KL  považujme  za  hřeben  střešní  a  hranami  u  a  DC 
položme  plochu  vytvořenou  přímkou,  která  se  pohybuje  tak, 
že  u  a  DC  ustavičně  protíná  aku  jest  kolmá.  Polohy  ty  jsou 
k  sobě  vesměs  mimosměrné;  neboť  kdyby  se  libovolné  dvě 
protínaly,  určovaly  by  rovinu,  v  níž  by  musily  ležeti  též 
přímky  w.a  CD,  poněvadž  každá  z  nich  by  spojovala  dva  od 
sebe  různé  body    roviny    té,   což    však   odporuje  předpokladu, 
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že  přímky  u  a  CD  jsou  mimosměrné.  Průměty  všech  poloh 
přímky  hybné  jsou  však  stejnosměrné  a  k  u '  kolmé.  Následkem 
toho  budou  průměty  všech  bodů  stejné  koty  na  těchto  polohách, 
dělíce  úsečky  na  průmětech  poloh  těch  přímkami  Z)C,  u*  ome- 
zených v  stejném  poměru,  ležeti  na  přímce,  která  prochází  bodem 
u* .  DC.  Z  toho  plyne,  že  útvary  vrstevní  této  plochy  jsou  též 
přímkami,  ježto  průměty  jejich  jsou  přímky,  tak  že  na  ploše 
této  jsou  dvě  různé  řady  přímek.  Jednotlivé  body  hran  prů- 
sečných  plochy  této  s  rovinami  [AD]  a  [BC]  obdržíme  v  prů- 
seku vrstevních  přímek  stejných  výměr  pro  tyto  útvary.  Hrany 
ty  jsou  hranami  křivými.  Vyhneme  se  jim,  když  plochu  zborce- 
nou omezíme  přímkami  jejími  KKt.  LLX  a  vsuneme  pak  ještě 
roviny  DKKX,  LCLX. 


Mysleme  si  přímku  LL0\\KKU  a  LQ  budiž  bod  její  stopní 
do  roviny  ABCD.  Patrně  část  zborcené  plochy,  která  tu  na- 
bývá platnosti,  leží  zcela  nad  rovinou  KXKLL0  a  bude  se  tím 
méně  odchylovati  od  této  roviny,  čím  menší  jest  úsečka  L0LX. 
Proto  při  vyšetřování  takových  střech  dbáti  budeme  toho,  aby 
úsečka  L0LX,  závislá  též  na  délce  AB,  byla  pokud  možno  malá. 
Za  tím  účelem  rozdělíme  hranu  AB,  když  má  značnější  délku 
—  obr.  33.  —  na  dva  nebo  více  stejných  dílů  a  body  dělícími  vedeme 
v  rovině  ABCD  kolmice  AXDX,  resp.  AqD27  .  .  .  k  AB.  Tím  se 
náš  lichoběžník  ABCD  rozpadá  v  řadu  lichoběžníků  AAlD1D, 
AlA<tD2D1,  atd.,  a  s  každým  lichoběžníkem  naložíme  tak  jako 
prve  s  ABCD.  Obdržíme  vzhledem  ke  každému  příslušný  hřeben 
a  příslušnou  plochu  zborcenou.  Jde  jen  o  to,  sprostředkovati 
přechod  střech  od  jednoho  lichoběžníka  k  druhému.  Mějme 
na  př.  vzhledem  k  AAXDXD  hřeben  «2,  vzhledem  k  následu- 
jícímu lichoběžníku  hřeben  u2.  Přímkou  AXDX  myslíme  si  vsu- 
nutu rovinu  [-rfi^,]  ||  |>1Z>];  ta  protíná  [AB]  v  přímce,  jejíž 
průmět   půlí   úhel    DXAXB   a   která   protíná   ux    v   bodě  ř/19  t*, 
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v  bodě  U2;  hrana  Z7,  ř7a  v  [AB]  spojuje  hřebeny  uv  «2.  Přímka 
DC  určuje  s  ul  způsobem  prve  vytřeným  plochu  zborcenou  U^ 
s  i<3  plochu  zborcenou  Ua.  Průseky  ploch  těchto  s  rovinou 
[AiD^  jsou  křivé  hrany,  z  nichž  první  spojuje  Dx  s  Í7lf  druhá, 
v  obraze  vyjádřená,  Dl  s  U2.  Těmto  křivým  hranám  lze  se  vy- 
hnouti tím,  že  plochu  U,  omezíme  hranou  T^D^  kolmou  ku 
přímce  ttj  a  protínající  ji  v  bodě  Flf  plochu  U2  pak  hranou 
í/aFa,  kolmou  k  ua  a  protínající  DC  v  bodě  F2.  Pak  se  děje 
přechod    od    Ul    k    U2  pomocí  trojúhelníků  D1V1UV    UlDlUqi 
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KAPITOLA  III. 


Promítání  kruhové. 


Průmět  bodu. 

41.  Abychom  zabránili  výtce,  učiněné  promítání  kótova- 
nému (12),  můžeme  vyjádřiti  vzdálenost  každého  bodu  B  od 
průmětny  geometrickým  způsobem  v  rovině  průmětné  Pí  tak,  že 
v  ni  opíšeme  kružnici  &i,  jejíž  střed  jest  průmětem  orthogonálním 
JB1  bodu  do  roviny  Px  a  jejíž  poloměr  rovná  se  B'B.  Kružnici 
bi  nazýváme  pak  průmětem  cyklickým  čili  kruhovým  bodu  B.  Vi- 
díme, že  každému  bodu  B  přináleží  v  Pí  jediný  určitý  průmět 
cyklický  &i.  Vytkneme-li  si  naopak  v  průmětně  Pí  libovolnou 
kružnici  c\  středu  C,  pak  přináležejí  mu  dva  body  v  prostoru 
C,  C,,  které  jej  mají  za  průmět;  ty  leží  na  přímce  orthogo- 
nálně  promítající,  bodem  O  vedené,  a  to  ve  vzdálenosti  od 
průmětny,  rovnající  se  poloměru  kružnice  c\  po  obou  stranách 
průmětny.  Kružnici  tu  však  můžeme  vytvořiti  otočením  bodu 
kolem  jejího  středu  ve  dvou  smyslech,  z  nichž  jeden  nazveme 
kladným  a  druhý  záporným.  Smysly  ty  vyjadřujeme  šípem  pří- 
slušně připojeným  a  kružnici  určitého  smyslu  nazýváme  cyklem. 
Jest  tudíž  každá  kružnice  v  Pí  nositelkou  dvou  cyklů.  Vyjadřu- 
jeme-li  positivní  vzdálenosti  bodů  od  Pí  cykly  positivními  a  ne- 
gativní vzdálenosti  cykly  negativními,  pak  přísluší  nejen  kaž- 
dému bodu  v  prostoru  určitý  jediný  cyklus  jakožto  průmět 
nýbrž  i  naopak  každý  cyklus  v  průmětně  jest  průmětem  jedi- 
ného bodu  v  prostoru.  Tím  jest  geometrie  kruhů  v  rovině  pře- 
vedena na  geometrii  bodů  v  prostoru.  Způsob  přiřadění  obou 
smyslů  na  přímkách  promítajících  a  na  kružnicích  v  průmětně 
ustanovíme  si  jednou  pro  vždy  tím,  že,  myslíme-li  si  pozoro- 
vatele ve  směru  přímek  promítajících  postavena  tak,  aby  směr 
od  paty  k  hlavě  podával  smysl  kladný,  pak  směr  otáčení  od 
pravé  ruky  k  levé  považujeme  též  za  kladný  a  naopak. 

Nauku  o  promítání  cyklickém  nazýváme  cyklometrií  aneb 
cyklo  grafit. 
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Průmět  přfmky. 

42.  —  Obr.  34.  —  Mysleme  si  přímkou  p  rovinu  promí- 
tající pps  a  sklopme  ji  do  průmětny.  Buďtež  A,  B  libovolné 
dva  body  přímky  p  na  téže  straně  průmětny;  pak  jsou  A* {A), 
B*  (jB)  rovnoběžné  poloměry  cyklů  příslušných  ai,  &i ;  proto 
prochází  (p)  =  (A)  (B)  jejich  vnějším  bodem  podobnosti,  to  jest 
bodem  stopním  Pí  přímky  p.  Jsou- li  body  A  a  C  po  různých 
stranách  průmětny,  pak  jest  Pí  vnitřním  bodem  podobnosti 
cyklů  a\  a  <*.  Vedeme-li  tedy  průměty  A\  B\  C  .  .  .  bodů 
AjB^C .  .  .  stejnosměrné  poloměry  příslušných  cyklů  v  témž 
smyslu  nebo  ve  smyslu  opačném  podle  toho,  raají-li  cykly  smysl 
týž  Si  opačný,  pak  koncové  body  poloměrů  těch  leží  na  přímce 
bodem  Pí  jdoucí,  kterou  nazýváme  přímkou  podobnosti  obou 
kružnic. 


Obr.  34. 

Průmět  přímky  p  jest  tedy  souhrnem  cyklů,  které  mají 
společnou  centrálu  p'az  nichž  libovolné  dva  leží  podobně  pro 
bod  stopní  Pí  jakožto  střed  podobnosti.  Souhrn  cyklů,  majících 
společný  střed  podobnosti,  nazýváme  lineární  řadou  cyklickou. 
Máme  tedy  větu: 

Cyklický  průmět  přímky  jest  lineární  řada  cyklická. 

A*  (A) 
Spád  tg  a  přímky  p  jest  pak  dán  poměrem   p    /  ;  při  tom 

značí  a  úhel   sklonu   přímky  ku  průmětně.    Zvratnou    hodnotu 
spádu  cotg  a  nazýváme  modulem  odvozené  řady  cyklické.    Je-li 

modul  ten  větší  než  1,  tedy  a  <  irQ,  pak  křivky  řady  této  mají 

dvě  společné  tečny  z  bodu  Pí  vycházející,  pakli  je  menší  než  1, 


tedy  « 
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q7  pak  bod  Pí  leží  uvnitř  všech  kružnic  v  řadě  ob- 


sažených, a  tu  nelze  vésti  společné  tečny  z  něho;   je-li  modul 

roven  1,  tedy  «  =  --p,  pak  se  všechny  kružnice  řady* té  dotý- 
kají v  bodě  P\. 

Uzavírají-li  v  prvém  případě 
tečny  úhel  t  s  centrálou  p\  pak 
jest  sin  r  =  tg  «.  Obr.  35. 

Je-li   přímka  p  rovnoběžná 
s  průmětnou,  pak  jsou  jejich  spo- 
lečné  tečny  stejnosměrné    sp,  a 
bod  Pí  uniká  do  nekonečna,  kdežto 
pro  přímku  promítající  skládá  se 
příslušná  řada  kružnic  z  kružnic 
soustředných. 
Poněvadž  přímka  jest  určena  dvěma  body.    proto  jest  li- 
neární řada  cyklická  určena  dvěma  cykly,   z  nichž  jeden  může 
býti  nahrazen  středem  podobnosti  Pí  jakožto  cyklus  poloměru, 
rovnajícího  se  nulle. 


Obr.  85. 
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Obr.  86. 


43.  —  Obr.  36.  —  Dvěma  kružnicemi  <*i,  bi  jsou  určeny 
dvě  přímky  promítající  a  dva  páry  přímek,  ku  průmětně  sou- 
měrně položených  p+,  p_,  q+1  g_.  Béřeme-li  totiž  kružnice  ty 
ve  smyslu  kladném,  vyjadřují  nám  dva  body  -á+,  -B+  ;  béřeme-li 
je  ve  smyslu  záporném,  obdržíme  body  -á._,  -B_,  k  nim  vzhledem 
k  Pí  souměrně  položené.  Máme  tedy  přímky  p+  =  -4+5+, 
p_  =  i4_Z?_,  vzhledem  k  Pí  souměrně  položené,  a  dále  přímky 
g+  =  -á-J5+,  g_  =  A+B-,  taktéž  vzhledem  k  Pí  souměrně  po- 
ložené. 
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Souhrn  křivek  kruhových,  spojujících  dvě  řady  cyklické, 
do  nichž  se  dvě  přímky  vzhledem  ku  průmětně  souměrně  polo- 
žené promítají,  nazýváme  lineární  řadou  kruhovou. 

Přímky  j?+l  j>_  mají  společný  bod  stopní  Pí,  vnější  to 
bod  podobnosti  kružnic  ai,  fa  a  jsou  promítány  touž  lineární 
řadou  kruhovou,  kdežto  přímky  g+,  #_  mají  společný  bod 
stopní  Qi,  vnitřní  to  bod  čili  střed  podobnosti  kružnic  ai,  fa, 
jsouce  taktéž  promítnuty  jedinou  lineární  řadou  kruhovou. 

Máme-li  čtyři  body  na  přímce  seřaděny  v  určitém  pořádku 
a  je-li  úsečka,  stanovena  prvními  dvěma  z  nich,  vnitř  i  vně  roz- 
dělena ostatními  dvěma  body  v  stejném  poměru,  pak  pravíme 
též,  že  vytčené  čtyři  body  tvoří  harmonickou  čtveřici. 

Z  trojúhelníků  FíA'iA+\  PiB'(B+)  plyne  úměra  A'PX  :  B'Pt 
z=zA'{A+)  :  £'(£+)  a  z  trojúhelníků  QiA'(A+\  QiB'(BJ)  úměra 
AQi :  B'QT  =  A'(A+)  :  £'(#-);  máme  tedy  vztah 

A'Pt  _       A'Qi 
BiPl  ~       B'Qi* 

který  můžeme  vysloviti  takto: 

Body  podobnosti  dvou  kružnic  dělí  jejich  vzdálenost  středovou 
vně  a  vnitř  v  témie  poměru  čili  středy  dvou  Tcruinic  tvoří  s  jejich 
body  podobnosti  čtveřici  harmonických  bodů. 

Průmět  roviny. 

44.  —  Obr.  37.  a  38.  —  Souhrn  cyklů,  do  nichž  se  body 
dané  roviny  R  promítají,  nazýváme  cyklickým  polem;  každý  cy- 
klus v  něm  obsažený  jest  jeho  prvkem.  Stopu  n  roviny,  jejichž 
body  dlužno  považovati  za  cykly  poloměru,  rovnajícího  se  nulle, 
nazýváme  osou  podobnosti  nebo  krátce  osou  pole  cyklického. 
Budiž  a  některá  přímka  spádu  roviny  R  vzhledem  ku  průmětně 
a  [a']  řada  cyklická,  do  níž  se  přímka  ta  promítá;  poněvadž 
každá  přímka  u  v  rovině  R  buďto  přímky  n,  a  protíná,  aneb 
jest  s  jednou  z  nich  stejnosměrná:  proto  pole  cyklické  obsa- 
huje každou  lineární  řadu  cyklickou,  která  libovolný  bod  stopy 
spojuje  s  libovolným  cyklem  v  [a']  obsaženým,  jakož  i  každou 
řadu  stejných  cyklů,  jejichž  centrála  je  stejnosměrná  s  n  a  k  nimž 
též  jeden  cyklus  z  [ď]  přináleží  a  konečně  každou  s  [ď]  rovno- 
běžnou řadu,  mající  bod  podobnosti  na  rr,  t  j.  řadu,  kterou 
obdržíme,  když  [a']  ve  směru  osy  r\  posuneme  o  libovolnou  délku. 
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Uzavírá-li  rovina  R  s  průmětnou  úhel  «,  jest  tg  a  spád  ro- 
viny a  zvratnou  hodnotu  jeho  cotg  a  nazýváme  modulem  pole  cyk- 
lického. Je-li  mi  cyklus  poloměru  m  vyjadřující  bod  M  v  rovině 
R,  pak  jest  cotg  «  =  M*  H  ti :  m.  Protíná-li  t«i  stopu  r  i  —  obr.  38.  — 
pod  úhlem  <r,  to  jest  uzavírá-li  tečna  v  bodě  roi.ri  ku  mi  se 
stopou  T\  úhel  <r,  pak  jest  též  cos  a  =  M*  — |  rj :  m. 


Obr.  38. 


Tedy  jest  cos  a  =z  cotg  a.  Máme  tedy  větu: 
Prviy  cyklického  pole  protínají  jeho  osu  podobnosti  pod  stej- 
nými úhly,  jejichí  cosinus  rovná  se  modulu  pole. 

Úhly   ty  jsou   arci  jen  tehda   skutečné,  dokud  cos<j<\, 

tedy  a  >  ~%-Q>  je-li  «=— ^,  pak  prvky  pole  cyklického  se  dotý- 
kají stopy  ri.  Je  li  a<-^-e,  pak  prvky  ty  rz  neprotínají;  vede- 

me-li  v  případě  tom  —  obr.  37.  —  ze  středu  každého  cyklu 
kolmici  k  r i  a  z  paty  kolmice  tečny  k  cyklu  tomu,  pak  uza- 
vírají tyto  tečny  s  ri  úhel  a,  pro  nějž  jest  cos  a  —  tga%  kdežto 
jest,  značí-li  2t  úhel  těchto  tečen,  sin  r  =  tg  «. 

Souhrn  kružnic  cyklické  pole  vyjadřujících  nazýváme 
polem  kruhovým,  které  spojuje  dvě  pole  cyklická  a  tedy  prů- 
měty cyklické  dvou  polí  bodových,  z  nichž  jedno  jest  obsa- 
ženo v  rovině  R,  druhé  v  rovině  k  R  souměrně  položené  vzhle- 
dem ku  průmětně. 

45.  -  -  Obr.  39.  —  Mějme  v  rovině  R  dvě  přímky  a,  b  na 
zřeteli,  které  se  na  ri  protínají  v  bodě  L\.  Body  těchto  přímek 
se  promítají  do  dvou  lineárních  řad  cyklických.  Ku  přímce  b 
mysleme  si  přímku  JIf  vzhledem  ku  průmětně  souměrně  položenou, 
a  stanovme  stopu  si  roviny  S  =  abx.   Stopa  ta  bude  procházeti 
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především  bodem  Lj.  Veďme  libovolnou  přímku  v  průmětně, 
která  nechť  protíná  rj  v  bodě  JSi,  si  v  bodě  Si,  a4  v  bodě  A, 
b*  v  bodě  B\  b\  v  bodě  B\.  Patrně  jest  B\  =  B'.  Body  A\  B\ 
B\  můžeme  považovati  za  orthogonální  průměty  bodů  -á,  B)  Bx 
na  přímkách  a,  6,  resp.  bx.  Přímka  AB  jest  v  rovině  R,  přímka 
ABX  v  rovině  S,  proto  cykly  au  &i»  které  body  -A,  B  pro- 
mítají, mají  svůj  střed  podobnosti  v  bodě  stopním  J?i,.  přímky 
AB,  kdežto  cykly  ax,  6n,  které  body  A,  Bx  v  rovině  S  ležící 
promítají,  mají  svůj  střed  podobnosti  v  bodě  stopním  Si  přímky 
ABX.  Je-li  tedy  JRi  bod  vnější  podobnosti  pro  kružnice  a\  a  fa 
=  biu  Pa^  jest  /Si  jejich  vnitřním  bodem  podobnosti  a  naopak. 


Obr.  89. 

Dělí  tedy  body  ft,  Si  anebo  Si,  2?i  úsečku  A'B4  v  témže  po- 
měru vnějším  a  vnitřním;  dle  toho  pak  bod  Si  sestrojíme.  Vi- 
díme z  této  konstrukce,  že  lze  body  A\  B\  Bu  Sj  libovolně 
jinak  na  jakékoli  přímce  p4  voliti,  jen  když  body  Jři,  Si  dělí 
úsečku  AB*  vně  a  vnitř  ve  stejném  poměru,  jakož  i  lze  za  bod 
Li  zvoliti  libovolný  bod  v  prostoru,  jenž  neleží  nap';  třeba  pak 
jen  rovinu  Lip4  vzíti  za  průmětnu. 

Vzniká  tedy  na  každé  transversále  ku  přímkám  a4,  &',  n,  $i  vedeni 
étveřice  harmonických  bodů,  jakmile  vzniká  na  libovolné  takové  trans- 
versále. 

Proto  nazýváme  takové  čtyři  přímky  skupinou  harmonických 
přímek,  v  níž  n,  s\  harmonicky  oddělují  a',  b\ 

Vyplývá  pak  z  toho: 

Když  spojíme  čtveřici  čili  skupinu  harmonických  bodů  na  dané 
přímce  s  libovolným  bodem  v  prostoru  přímkami,  tvoří  tyto  rovnéi 
harmonickou  skupinu  přímek. 
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Neboť  přímky  tyto  jsou  proťaty  ve  čtyřech  harmonických 
bodech  přímkou  danou,  a  proto  jsou  každou  přímkou  v  jejich 
rovině  proťaty  v  takových  bodech. 

46.  —  Obr.  40.  —  Rovina  jest  dána  třemi  body  a  tedy  cyklické 
pole  třemi  cykly.  Tyto  určují  po  dvou  průmět  přímky,  jejíž  stopní 
bod  jest  bodem  podobnosti  cyklů  těch.  Z  toho  plyne,  že  body 
podobnosti  možných  tří  párů  utvořených  z  daných  cyklů  leží 
na  přímce,  stopě  to  roviny,  spojující  body,  které  se  do  těch  tří 
cyklů  promítají.  Tyto  body  podobnosti  jsou  buď  všechny  tři 
vnější,  když  cykly  ty  mají  týž  smysl,  aneb  jsou  dva  vnitřní 
a  jeden  vnější,  mají-li  dva  cykly  týž,  třetí  opačný  smysl. 


Obr.  40. 

Tři  kružnice  ai,  bi.  ci  v  průmětně  vedou  seřaďováním  po 
dvou  k  šesti  středům  podobnosti;  ony  repraesentují  tři  páry  cyklů 
a  jsou  tedy  též  průměty  tří  párů  bodů  k  průmětně  souměrně 
položených:  AAiy  BBX,  CCX.  Body  tyto  určují  čtyři  páry  rovin, 
totiž  ABC,  A^fi^  ABC,,  AxBxC-9  ABXC,  AXBC^  AXBC,  ABxCiy 
a  v  průmětně  jest  každý  pár  vyjádřen  jedním  polem  kruhovým, 
jehož  osa  jest  stopou  společnou  rovin  páru  toho. 

Obdržíme  tudíž  čtyři  pole  kruhová,  jejichž  osy  můžeme 
sestrojiti  jakožto  stopy  čtyř  rovin,  z  níž  každá  přináleží  jednomu 
z  uvedených  Čtyř  dvojic.  Můžeme  na  př.  zvoliti  vždy  první  rovinu 
v  každém  páru.  Tu  se  roviny  ABCV  ABXC,  AXBC  protínají 
v  určitém  bodě  Ry  čímž  obdržíme  čtyřstěn  ABCR-,  stopy  jeho 
stěn  jsou  osami  a  stopy  jeho  hran  středy  podobnosti  daných 
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kružnic.  Při  tom  jsou  stopy  protilehlých  hran  středy  podobnosti 
pro  týž  pár  kružnic;  tak  jest  stopa  C\  hrany  AB  vnějším  a  stopa 
C*i  hrany  CR  vnitřním  středem  podobnosti  kružnic  aj,  b\,  leží-li 
body  A,  B  na  téže  straně  průmětny,  a  obdobně  obdržíme  páry 
AjAi*,  BxBi*  středů  podobnosti.  Tím  obdržíme  následující  větu 
a  její  prostorný  význam: 

Tři  kružnice  v  rovině  mají  šest  bodů  podobnosti,  ležících  po  třech 
na  čtyřech  přímkách  čili  osách  podobnosti,  a  to  leží  vnější  a  dále 
vždy  dva  vnitřní  s  jedním  vnějším  na  téže  přímce. 


Obr.  41. 

47.  Dále  plyne  věta: 

Jsou-li  dva  rovinné  obrazce  podobny  a  podobně  položeny  h  tře- 
tímu, jsou  podobny  a  podobně  položeny  též  mezi  sebou,  a  jejich  střed 
podobnosti  leží  s  oběma  středy  podobnosti,  jež  určují  s  obrazcem  třetím, 
na  téže  přímce. 

Větu  dokážeme  nejprv  pro  obrazce,  ležící  v  jediné  rovině. 

Vytkneme-li  si  totiž  v  třetím  obrazci  cyklus  nějaký,  pak 
mu  přísluší  v  prvním  a  druhém  obrazci  po  jednom  cyklu;  střed 
podobnosti  cyklů  takto  obdržených  je  středem  podobnosti  pří- 
slušných obrazců.  Že  však  body  podobnosti  tří  cyklů  leží  vždy 
na  přímce,  jest  tím  naše  věta  dokázána. 
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Obr.  41.  —  Že  věta  právě  uvedená  má  platnost  též  pro 
obrazce  v  prostoru  v  stejnosměrných  rovinách  položené,  lze 
též  snadno  seznati.  Vytkneme  si  v  obrazcích  těch  příslušné  troj- 
úhelníky AtBlCí,  AqB^C%iAaB3C9  se  stranami  a,,  6,,  c,;  a*,&s,c9; 

a39    U&>    CZ' 


Obr.  42. 

Roviny  ata^  &jft3,  c,c8  nechf  se  protínají  dle  předpokladu 
ve  středu  podobnosti  <Sia  mezi  obrazci  prvým  a  třetím  a  roviny 
a%a„  bjbv  ctcz  nechf  se  protínají  ve  středu  podobnosti  £28  mezi 
obrazcem  druhým  a  třetím;  pak  se  protínají  roviny  axat,  bxb^  cxct 
v  bodě5tl,  který  jest  středem  podobnosti  mezi  obrazcem  prvním 
a  druhým.  Rovina  axa%  protíná  přímku  £18£a3  v  bodě,  který  leží  na 
přímce  BrB%  i  na  přímce  CXC%  a  jest  proto  totožný  s  bodem 
flflt.  Neboť  roviny  BXB%B„  C^C%CZ  obsahují  přímku  SltSw  a 
proto  musí  přímka  BXB%  roviny  prvé  i  přímka  CXC%  roviny  druhé 
přímku  8lĚSi9  protínati. 
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48.  —  Obr.  42.  —  Buďtež  ait  bi,  ci  dané  tři  kružnice. 

Nazveme  pro  kružnice  ai,  bi  vnější  bod  podobnosti  Zy, 
vnitřní  Fy,  pro  kružnice  ax,  ci  příslušně  Zp,  Vp  a  pro  kružnice 
&i,  ci  pak  Za,  7a.  Spojujeme-li  vždy  střed  jedné  kružnice 
s  body  podobnosti  ostatních  dvou  kružnic,  obdržíme  šest  pří- 
mek, a  můžeme  tvrditi,  že  se  protínají  spojnice  třemi  vnitřními 
body  podobnosti  jdoucí  v  jednom  bodě  a  spojnice  dvěma  vnějšími 
body  jdoucí  s  jednou  spojnicí  vnitřním  bodem  jdoucí  taktéž  vědy 
v  jediném  bodě. 

Označme  tyto  přímky  *«,  ty,  tyt  vai  ty,  vy\  význam  označeni 
toho  jest  patrný;  tak  jest  na  př.  ty=  ZpB1. 

Obdržíme  tu  body  t>a.ty.vy,  r«.ty.ar  *a.ty.*r  8a.*p.vY. 
Dokažme  třeba,  že  se  přímky  va,  ty,  zy  protínají  v  jednom  bodě  S\ 

Dané  kružnice  považujeme  za  průměty  tří  párů  bodových  AAl9 
2řJ9„  CCV  Přímky  AZy,  CZy  určují  rovinu  ABC,  jejíž  stopou  jest 
přímka  ZyZa-  Poněvadž  přímka  BZp  leží  v  téže  rovině,  protínají 
se  přímky  CZr  BZp  v  bodě  S,  vyjádřeném  cyklem  sj.  Jest  tudíž 
£'  =  *y.ty.  Cykly  a\t  $i,  promítající  body  A  a  £,  mají  bod  po- 
dobnosti JR  na  ZyZa\  proto  leží  druhý  bod  podobnosti  kružnic 
ai,  *i  na  přímce  ZyVp  jakožto  stopě  roviny  ABSU  obsahující 
přímku  Zy8x  =  ZyCt  a  tedy  i  přímku  ACU  když  značíme  8t  bod 
souměrně  položený  k  8  vzhledem  k  průmětně.  Jest  tudíž  ten  bod 
podobnosti  průsečíkem  přímek  ZyVp,  AéSé. 

Dále  leží  přímky  ZpA  a  ZpB  =  ZpS  v  rovině  ABC,  kdežto 
přímky  ZpA,  Zp8l  =  ZpBx  leží  v  rovině,  mající  za  stopu  přímku 
ZpVr  jakožto  spojnici  stopních  bodů  pro  přímky  ZpA  a  ABX ; 
na  této  stopě  musí  tedy  ležeti  také  od  R  různý  střed  podobnosti 
kružnic  a\  a  s\  jakožto  bod  stopní  přímky  ASX.  Bod  ten  jest 
tedy  průsečíkem  přímek  ZpVr  -á'S'  a  vzhledem  k  vlastnosti  jeho 
prve  odvozené  též  průsečíkem  přímek  ZyVp,  ZpVy\  proto  stotož- 
ňuje  se  s  bodem  F«.  Neboť  obě  přímky  tyto,  jsou  osami  podob- 
nosti kružnic  e*i,  h,  ci,  poněvadž  každá  spojuje  dva  středy  po- 
dobnosti totiž  Zr  Vp,  resp.  Zp,  Vy  a  proto  obě  přímky  obsahují 
Va  jakožto  třetí  bod  podobnosti  na  každé  z  nich  položený.  Bod  Ta 
jest  tudíž  jednak  bodem  podobnosti  kružnice  &i,  ci,  ale  jinak 
též  bodem  podobnosti  kružnic  ai,  si.  Z  toho  vyplývá,  že  va  jest 
centrála  kružnic  <*i,  si  a  že  proto  prochází  bodem  S'=zZpZy}  čímž 
naše  tvrzení  jest  dokázáno.  Obdobným  způsobem  dojdeme  k  ostat- 
ním třem  bodům  svrchu  uvedeným.  Obdržíme  takto  zajímavou 
souvislost   těchto   přímek   s  osami  podobnosti  daných  kružnic. 

J.  Sobotka:  Deikriptirní  geometrie.  6 
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O  kuieii  rotačním. 


49.  —  Obr.  43.  —  Otáčí-li  se  daná  přímka  t  kolem  druhé 
přímky  o  ji  protínající,  vytvoří  kuželovou  plochu  rotační,  kterou 
též  nazýváme  přímým  kuželem  kruhovým,  a  přímku  o  nazýváme 
osou  plochy  kuželové,  již  každá  rovina  kolmá  k  o  protíná 
v  kružnici.  Jednotlivé  polohy  přímky  t  nazýváme  přímkami 
povrchovými  čili  tvořícími  aneb  též  hranami  a  bod  stálý  F=  t .  o 
nazýváme  vrcholem  neboli  středem  kužele ;  ten  dělí  plochu  na 
dva  díly  Čili  povrchy. 

Vytkněme  si  na  kuželi  křivku  kruhovou  k  v  libovolné  ro- 
vině K  normální  k  ose  o.  Položíme-li  vrcholem  V  nějakou  ro- 
vinu R,  jejíž  přímka  stopní  r  v  rovině  K  protíná  kružnici 
v  bodech  A  a  -B,  pak  rovina  R  protíná  kužel  ve  dvou  přímkách 
povrchových  SA,SB\  ale  položíme-li  vrcholem  V  rovinu  Rt,  jejíž 
stopa  r,  v  rovině  K  křivku  k  neprotíná,  pak  neobsahuje  RE 
přímek  povrchových  na  kuželi.  Mysleme  si  nyní  rovinu  R  pře- 
vedenu do  polohy  R,  třeba  tím,  že  ji 
otočíme  kolem  přímky  R.Rt.  Tu  se 
buďto  hned  neb  od  určité  polohy  roviny  R 
budou  body  A,  B  na  i  sobě  blížiti,  a 
tedy  i  přímka  r  bude  se  blížiti  přímce  rlf 
přecházejíc  z  poloh  k  protínajících  do 
poloh  k  neprotí  nají  cích.  Pro  přechodní 
čili  mezní  polohu  rx  přímka  r  se  kruž- 
nice dotýká  v  Axy  a  polohu  R*  příslušné 
roviny  R  nazýváme  rovinou  tečnou  kužele* 
dotýkající  se  ho  podél  přímky  povrchové 
t  =  AxV.  V  mezích  těch  se  body  -á,  B 
0br-  ^  a  tedy  i  přímky  V  A,  VB  staly  nekonečně 

blízkými. 
Značí-li  K  střed  kružnice  i,  jest  rx  ±  KAX  a  poněvadž  rx 
leží  v  rovině  normální  k  o,  proto  jest  též  rT  JL  o;  následkem 
toho  přímka  rx  je  kolmá  k  rovině  to  a  tedy  jest  též  rovina 
tečná  Rp,  dotýkající  se  kužele  podél  přímky  t,  kolmá  k  rovině  to. 
Proto  každá  kolmice  n  k  libovolné  přímce  povrchové  t  kužele, 
protínající  osu  jeho  o,  jest  normální  též  k  jeho  rovině  tečné 
podél  přímky  t%  a  naopak  každá  kolmice  n  k  rovině  tečné  Rr, 
jež  osu  kužele  protíná,  protíná  též  příslušnou  přímku  po- 
vrchovou t  v  Rr  obsaženou.  My  nazýváme  takovou  přímku  n 
normálou  kužele  v  bodě  n.t. 
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Jest  tedy  každá  přímka  povrchová  ArV  kužele  rotačního 
průmětem  orthogonálním  jeho  osy  o  do  roviny  tečné,  která  se 
ho  podél  přímky  této  dotýká.  Proto  uzavírají  roviny  tečné  ku- 
žele tytéž  úhly  s  osou  o  jako  přímky  povrchové  a  naopak.  Oto- 
číme-li  tedy  danou  rovinu  R  kolem  přímky  o  ji  protínající, 
budou  veškeré  její  polohy  rovinami  tečnými  kužele,  který 
vznikne,  když  kolem  osy  o  otočíme  průmět  její  do  roviny  R. 
Pravíme,  že  rovina  se  otáčející  obaluje  tento  kužel  rotační.  Dále 
je  patrno,  že  jak  přímky  povrchové,  tak  i  roviny  tečné  kužele 
rotačního  svírají  s  rovinami  normálními  k  ose  týž  úhel,  který 
se  doplňuje  s  úhlem,  jejž  uzavírají  s  osou,  na  úhel  pravý. 

Pro  válec  rotační  jsou  roviny  tečné  rovnoběžné  s  osou, 
průmět  osy  do  libovolné  z  nich  jest  opět  přímka  povrchová,  podél 
níž  se  rovina  válce  dotýká,  a  vzdálenost  rovin  tečných  od  osy 
rovná  se  vzdálenosti  přímek  povrchových  od  ní. 

Je-li  úhel,  který  přímky  povrchové  kužele  rotačního  uza- 
vírají s  osou  jeho,  roven  —  e,  nazýváme  kužel  ten  kólmoramen- 

nýtn  kušelem  rotačním,  poněvadž  každá  rovina,  osou  jeho  polo- 
žená, protíná  jej  v  přímkách  k  sobě  kolmých.  Přímky  povrchové 
kužele  toho  jsou  zároveň  normálami  jeho  ve  vrchole  F;  nebof 
normála,  v  bodě  V  k  libovolné  jeho  rovině  tečné  vztyčená,  leží 
na  kuželi  tom. 

50.  Budiž  dán  rotační  kužel  kolmoramenný,  jehož  osa  o 
je  kolmá  k  průmětně;  pak  bude  stopou  jeho  kružnice  n,  na  níž 
leží  také  cyklus,  do  něhož  se  vrchol  V  promítá.  Libovolná  přímka 
povrchová  p  kužele  toho  promítá  se  v  řadu  cyklů,  v  bodě 
stopním  Pí  přímky  této  se  dotýkajících;  centrála  cyklů  těch 
jest  p'.  K  nim  náleží  též  ví.  Cyklus  v\  jest  tedy  společný  všem 
řadám  cyklickým,  do  nichž  se  přímky  povrchové  kužele  pro- 
mítají. 

Proto  se  uvedený  kužel  promítá  v  souhrn  cyklů,  dotýka- 
jících se  stopy  jeho  v\.  Je-li  vrchol  V  v  průmětně,  pak  jest 
průmětem  kužele  souhrn  kružnic,  procházejících  bodem  V.  Naopak 
veškeré  kružnice  v  průmětně  daným  bodem  Fjdoucí  jsou  průmětem 
bodů  na  kuželi  takovém,  jehož  vrchol  jest  F,  kdežto  veškeré 
kružnice,  dotýkající  se  dané  kružnice  v\  jsou  průměty  bodů, 
které  vyplňují  dva  takové  kužele  vzhledem  k  průmětně  souměrně 
položené  a  mající  ví  za  společnou  stopu. 

5* 
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51.  Úloha.  Dána  jest  lineární  řada  kruhová  kružnici  <*i  a  středem 
podobnosti  A\\  máji  se  sestrojiti  takové  kružnice  její,  které 

1.  daným  bodem  L  procházejí, 

2.  dané  kružnice  l  se  dotýkají. 

1.  —  Obr.  44.  —  Kružnice  a\  vyjadřuje  průměty  dvou  bodů 
A,  Ax  k  průmětně  souměrně  položených.  Rada  kruhová  je  prů- 
mětem přímky  a  =  AiA  aneb  ax  =  AjAl}  kružnice  procházející 
bodem  L  jsou  průmětem  rotačního  kužele  kolmoramenného  L; 
z  toho  plyne,  že  každý  bod  průsečný  přímek  a,  ax  s  kuželem  L 
se  promítá  v  žádanou  kružnici.  Průseky  ax .  L  dávají  však  tytéž 
kružnice  jako  průseky  a .  L ;  proto  stačí  jenom  tyto  ustanoviti. 
Obdržíme  tu  obecně  dva  body  průsečnó  Z,  7,  které  se  promítají 
v  kružnice  a?i,  yi  úloze  vyhovující. 


"  x% 


Obr.  44. 

# 

Body  X,  T  stanovíme,  když  přímkou  a  položíme  rovinu  aL, 
pro  niž  jest  přímka  A\L  stopou,  protínající  kružnici  a\  v  bodech 
Mxi  M%.  Rovina  ta  protíná  kužel  Aa\  v  přímkách  MXA,  M%A% 
a  proto  kužel  L  v  přímkách  k  nim  stejnosměrných,  které  a 
v  bodech  A,  Y  sekou. 

Spojíme  tedy  Ai  s  L  a  protneme  spojnici  kružnicí  aj  v  bo- 
dech Mx,  Ařal  potom  vedeme  bodem  L  stejnosměrky  k  MXA% 
M%A\  které  protínají  a*  ve  středech  X\  Y*  kružnic  hledaných. 

2.  —  Obr.  45.  —  Kružnice  Zi  o  středu  V  je  stopou  dvou 
kuželů  kolmoramenuých  L,  L,,  jejichž  středy  jsou  L,  Lx.  Ob- 
držíme tedy  obecně  čtyři  řešení  jakožto  průměty  cyklické  prů- 
sečných  bodů  G,  H  přímky  a  s  kuželem  L  a  J,  K  téže  přímky 
s  kuželem  Lt. 
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Protneme-li  kužel  L  rovinou  aL  v  přímkách  g,  A,  tu  sekou  a 
již  v  bodech  G%  K  Obdobně  sekou  přímky  j,  k,  v  nichž  ro- 
vina aLl  kužel  Ll  protíná,  přímku  a  v  bodech  «/,  K. 


Obr.  45. 


Vedeme  nejprv  poloměr  A* A),  kružnice  ai,  který  prochází 
bodem  L'  a  protíná  l  v  bodech  1.  2,  jimiž  vedeme  stejnosměrky 
k  AiA\%  které  protnou  průměr  kružnice  l  stejnosměrný  s  áé 
v  bodech  2?i,  Bu.  Patrně  jsou  tyto  body  stopními  body  přímek 
stejnosměrných  s  a,  z  nichž  první  jest  bodem  Z,  druhá  bodem 
L1  vedena,  při  čemž  Zf'Bn  =  BiL\  Přímky  AiBi,  JiUujsou  sto- 
pami rovin  La,  Lxa.  Aneb  vyhledáme  středy  podobnosti  kružnic 
ai,  ři,  které  jsou  body  stopními  přímek  AL,  ALX  a  jimiž  proto 
procházejí  taktéž  stopy  rovin  La,  Lxa. 

Stopa  roviny  prvé  jest  přímka  AiBi,  protínající  l  ve  sto- 
pách čn,  H\  přímek  g}  h.  Proto  protíná  a'  přímku  G\V  v  bodě 
G\  přímku  HiL'  v  bodě  H'm  Kružnice,  mající  středy  v  těchto 
bodech,  z  nichž  první  se  dotýká  kružnice  l  v  bodě  6ri,  druhá 
v  bodě  2Zí,   vyhovují  úloze. 

Obdobně  sestrojíme  J1,  K1  a  další  dvě  kružnice,  vyhovující 
dané  úloze,  dotýkající  se  kružnice  h  v  bodech  J\>  K\.  Poněvadž 
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v  případě  obrazcem  vyjádřeném  délka  L*K\  jest  značně  menší 
než  délka  UK*  tak,  že  by  vyjádření  grafické  bodu  K'  nebylo 
dosti  přesné,  proto  jsme  učinili  na  VJ\  úsečku  L'8  =  3 .  L'Jí, 
vedli  bodem  3  rovnoběžku  k  -4i/?n  a  kolem  V  opsali  kružnici, 
obsahující  bod  3.  Tato  protne  zmíněnou  rovnoběžku  v  bodě  4 
a  přímka  L'4  seče  h  v  JTi  a  ď  v  bodě  Kě. 

Některé  úlohy. 

52.  Řešení  úloh  o  útvarech  prostorových  pomocí  průmětu 
cyklického  vyjadřujeme  podobně  jako  při  promítání  kótovaném 
s  tím  zjednodušením,  že  nemusíme  zde  teprv  koty  jednotlivých 
bodů  vyjadřovati  úsečkami  pomocí  měřítka,  poněvadž  úsečky  tyto 
jsou  bezprostředně  geometricky  dány  jako  poloměry  cyklů  bodům 
těm  příslušných.  Proto  zde  provedeme  jenom  některé  z  úloh 
při  promítání  kótovaném  řešených.  Každou  úlohou,  vztahující  se 
k  útvarům  prostorovým,  řeší  se  tu  zároveň  jistá  úloha  o  křivkách 
kruhových  v  jediné  rovině  ležících;  v  případech  následujících, 
kde  k  tomu   chceme   poukázati,   klademe  úlohy  ty  vedle   sebe. 


Úloha.  Dány  jsou  dvě  přímky 
a,  b ;  má  se  sestrojiti  přímka  p, 
která  dané  přímky  protíná  a 

1.  daným  bodem  L  prochází, 

2.  leií  v  určité  rovině P  dané 
stopou  pí  a  úhlem  q  dle  velikosti 
i  smyslu,  její  uzavírá  s  průmět- 
nou. 


Úloha.  Dány  jsou  dvě  line- 
ární řady  kruhové  [a'],  [6']  ;  mají 
se  sestrojiti  v  nich  ty  kružnice, 
které 

1.  mají  s  danou  kružnicí  l 
společný  střed  podobnosti. 

2.  protínají  danou  přímku  pt 
v  daném  úhlu  <r,  majíce  na  ni 
jeden  svůj  střed  podobnosti. 

Řešme  nejprve  úlohu  na  pravé  straně. 

1.  —  Obr.  46.  —  Přímka  a  budiž  dána  svým  bodem  stop- 
ním Ax  a  bodem  A,  přímka  h  bodem  stopním  B\  a  bodem  B. 
Položlme-li  bodem  L  roviny  La,  iř,  budou  se  protínati  v  žádané 
přímce  p. 

Přímka  AL  leží  v  rovině  La,  a  její  bod  stopní  Ví  jest  bo- 
dem podobnosti  cyklů  a*  h\  proto  přímka  AiVi  je  stopou  této 
roviny,  kdežto  stopa  roviny  Lb  spojuje  bod  podobnosti  Z\  cyklů 
*i,  k  se  stopou  J9i  přímky  b.  Stopy  AiVh  B&  protínají  se  ve 
stopě  Pí  přímky  hledané  p  =  P\L%  která  protíná  a  v  bodě  Ami 
b  v  bodě  Bn.  Cykly  anh  bm  těchto  bodů  přináležejí  řadě  kru- 
hové Pih;  mají  tedy  s  h  společný  střed  podobnosti  Pí;  mimo  to 
leží  am  v  řadě  kruhové  A&1,  bm  pak  v  řadě  kruhové  Bibi. 


i 
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Pokud  se  týká  úlohy  na  levé  straně,  vidíme  z  řešení  právě 
provedeného,  že  cykly  ty  vyhovují  úloze.  Vyhledáme-li  k  útva- 
rům a,  6,  L  souměrně  položené  vzhledem  ku  průmětně,  obdržíme 
takto  čtyři  skupiny  po  dvou  možných  zde  kombinací  pro  útvary 
ty,  totiž 


abL 


axbL 
ábxLx 


ábxL 


a^b^L 
abLx 


a  každá  taková  skupina  vede  nás  k  dvěma  kružnicím,  naší  úloze 
vyhovujícím. 


Obr.  46. 


2.  —  Obr.  47.  —  Přímky  a,  b  buďtež  určeny  jako  v  úloze 
předcházející.  Stanovíme  body  Aq  =  a .  P,  Bq  =  6 .  P,  pak  jest 
přímka  p  spojnicí  bodu  A?  s  bodem  Bq. 

Abychom  rovinu  P  vyjádřili,  stanovme  si  libovolný  její  bod  B. 
Budiž  B'  jeho  průmět  orthogonální,  a  sestrojme  trojúhelník  při  B4 
pravoúhlý  JÍ'JRi(.R),  jehož  jedna  odvěsna  jest  kolmou  vzdáleností 
JPJři  bodu  Bf  od.pi,  a  úhel  této  odvěsně  přilehlý  rovná  se  danému 
úhlu  q\  pak  prochází  cyklus  bodu  B  příslušný  bodem  (B).  Dále 
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stanovíme  na  př.  dva  body,  jeden  5«  naí  a  druhý  S  v  rovině  Pt 
jež  mají  za  průměty  stejné  cykly  stejného  smyslu  s  bodem  A. 
Naneseme-li  na  JR'  (fi)  úsečku  (ff)  (S),  rovnou  poloměru  kružnice 
ai  v  příslušném  smyslu,  t.  j.  ve  smyslu  od  (E)  k  R\  jsou-li  body 
R  a  A  na  téže  straně  průmětny,  ve  smyslu  opačném,  jsou-li  po 
různých  stranách  průmětny,  pak  rovnoběžka  bodem  (S)  k  (R)  Ri 
protíná  přímku  R'R\  v  bodě  S',  který  jest  průmětem  takového 
bodu  S.  Protíná-li  n  stopu  j>i,  pak  jest  potřebí  pouze  od  bodu 
Jí0  =  ri  .pí  nanésti  na  jeho  spojnici  s  R'  v  přísluSném  smyslu 


Obr.  47. 


délku,  rovnající  se  poloměru  kružnice  ah  tak  totiž  aby  koncový  bod 
S\  této  délky  byl  průmětem  bodu  v  rovině  P,  ležícího  na  téže 
straně  průmětny  jako  A.  Bod  S\  lze  opět  považovati  za  prů- 
mět požadovaného  bodu  S  v  rovině  P.  Přímka  sy  bodem  S 
stejnosměrně  ke  stopě  p\  vedená,  leží  též  v  rovině  P. 

Abychom  stanovili  bod  Ba  na  b,  klademe  rovinu  bA ;  stopa 
její  spojuje  2?i  s  bodem  podobnosti  Vj  cyklů  a^  fa;  přímka 
bodem  A  rovnoběžně  k  této  stopě  vedená  protíná  b  v  bodě  J5«. 

Abychom  nyní  určili  bod  A^  protneme  P  rovinou  aJBtt1 
jejíž  stopa  tii  obsahuje  A\  a  jest  rovnoběžná  k  ABa;  přímka 
průsečná  spojuje  bod  pi.ui  s  bodem  s .  ABa  a  vytíná  z  a  bod  A?. 
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Abychom  určili  dále  bod  2??,  položíme  přímkou  b  rovinu 
bA  a  protneme  ji  rovinou  P.  Průsečná  přímka  spojuje  bod 
P1.B1V1  rovněž  s  bodem  8.ABa  a  protíná  b  v  bodě  Bq. 

Pokud  se  dotyce  úlohy  příslušné  na  levo,  sestrojíme  nejprve 
trojúhelník  J?'iřiJ^  tak,  aby  <  J?0JS'/?i  =  <r,  a  pak  ustanovíme 
opět  £'  na  íí0jR',  aby  úsečka  R0S*  v  příslušném  smyslu  rovnala 
se  poloměru  kružnice  ah  tak  že  S'  jest  orthogonálním  průmětem 
bodu  S  v  rovině  P,  jemuž  příslušný  cyklus  jest  i  ve  znamení 
rovný  a\.  Průměty  cyklické  bodů  této  roviny  protínají  pí  v  úhlu  <r. 

Body  průsečné  A^  Bq  roviny  P  promítají  se  v  cykly 
úloze  naší  vyhovující.  Při  obvyklém  označení  obdržíme  čtyři- 
kráte dvě  skupiny  útvarů,  když  ve  skupinách  v  úloze  před- 
cházející L  a  Lx  nahradíme  symboly  JS,  Bv  kde  Rt  značí  bod 
k  R  souměrně  položený  vzhledem  ku  průmětně.  Každá  taková  sku- 
pina dává  jedno  řešení  naší  úlohy. 


Úloha.  Sestrojiti  průsek  M 
roviny  dané  třemi  body  A}  B,  O 
s  přímkou  danou  dvěma  body 
D,  E. 


Úloha.  V  rovině  sestrojiti 
křivku  kruhovou,  která  s  třemi 
danými  křivkami  kruhovými  aj, 
Ji,  c\  má  společnou  osu  podobnosti, 
a  s  dalšími  dvěma  danými  kruž- 
nicemi dij  e\  společný  střed  po- 
dobnosti. 

V  úloze  na  právo  vyhledáme  stopu  r\  roviny  R  =.  ABC 
jako  osu  podobnosti  cyklů  a\t  &i,  ci%  do  nichž  se  body  A,  B,  C 
promítají;  dále  na  př.  stopu  si  roviny  §>  =  ADE,  jakožto  osu 
podobnosti  cyklů  «i,  di,  e\,  do  nichž  se  body  A,  D,  E  promí- 
tají. Přímka,  spojující  bod  rj.si  s  bodem  A,  jest  průsečnicí 
rovin  R,  S  a  protíná  DE  v  bodě  M.  Cyklus  wi,  do  něhož  se  M 
promítá,  vyhovuje  úloze  na  levo,  kde  obdržíme  ještě  sedm  dal- 
ších různých  řešení  nahrazujíce  bodj  -4,  B,  O,  Z),  E  jednotlivě 
body  souměrně  k  nim  vzhledem  k  průmětně  položenými. 


Transformace  průmětny. 

53.  Dán  jest  cyklický  průmět  a°,  ft°,  . . .  skupiny  bodů  A,  5, . .  . 
do  roviny  Pí;  má  se  odvoditi  její  průmět  a?,  W,  ...  cyklický  do 
libovolné  jiné  roviny  R. 

Odvození  průmětu  do  nové  průmětny  z  průmětu  původ- 
ního nazýváme  změnou  čili  transformací  průmětny. 
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Obr.  48.  —  Rovina  B  jest  dána  stopou  ri  a  průmětem  r° 
jednoho  bodu  ifc  Položme  bodem  R  rovinu  promítající  M 
kolmou  k  n;  ta  protne  R  v  přímce  spádu  m.  Rovinu  M  sklo- 
píme do  průmětny  Pí.  Sklopená  přímka  (m)  spojuje  bod  stopní 
Mi  přímky  m  s  bodem  sklopeným  (fl).  Abychom  odvodili 
průmět  libovolného  bodu  A  dané  skupiny  do  roviny  R,  spu- 
stíme z  A  kolmici  k  rovině  R  a  protneme  ji  s  touto  rovinou 
v  bodě  A*.  A*  jest  průmětem  orthogonálním  bodu  A  do  R  a  A* A 
jest  poloměrem  cyklu  a?,  do  něhož  se  A  promítá.  Abychom 
měli  průmět  do  R  v  pravém  tvarux  sklopíme  rovinu  tu  i  s  útvary 
v  ní  ležícími  do  Pí. 


Obr.  48. 


Provedení  této  konstrukce  děje  se  tíni,  že  vedeme  bodem 
A  stejnosměrku  s  ri  a  protneme  ji  v  Ax  rovinou  M.  Sklopíme 
bod  tento  s  rovinou  M  do  (Ax)\  značí-li  Afi  patu  kolmice  z  Ax 
na  m  v  rovině  M  vztyčené,  pak  podává  (j4/í)(íí,)  vzdálenost  bodu 
A  od  nové  průmětny  R  a  Mi  (Afi)  pak  vzdálenost  bodu  A*  od  rj. 
Naneseme-li  tedy  ve  smyslu  souhlasném  se  sklopením  roviny 
R  na  kolmici  z  A!  ke  stopě  ri  od  ri  úsečku,  rovnající  se  Mi  (A*), 
bude  koncový  bod  její  A*.  Nový  průmět  cyklický  a*  bodu  A  má 
A?  za  střed,  (Afi)  (Ax)  za  poloměr  a  smysl  cyklu  a?  je  shodný 
se  smyslem  úsečky  (Afi)  (-4,). 

54.  Úloha.  Přímkou  p  v  dané  rovině  R  leiící  máji  se  poloiiti 
roviny  S,  Sn  které  s  R  svírají  daný  úhel  q>. 
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Řešeni  pomocí  transformace.  —  Obr.  49.  —  Zavedeme-li  zde 
rovinu  R  jakožto  novou  průmětnu,  bude  pak  p  stopou  rovin 
hledaných,  k  nové  průmětně  souměrně  položených  a  pod  úhlem  <p 
nakloněných.  Změnu  průmětny  provedeme  jako  v  úloze  předešlé 
pomocí  roviny  M.  Přímka  hlavni  roviny  R  bodem  22  vedená  necht 
protíná  p  v  bodě  P.  Při  sklopení  R*  roviny  R  přejde  bod  P  do  po- 
lohy P?  obsažené  na  kolmici  z  P  k  ri  a  na  stejnosměrce  vedené 
sklopeným  bodem  BP  k  ri.  V  novém  průměte  jest  tedy  jp*= PXP* 
stopa  rovin  hledaných.  Položíme-li  bodem  Bt  rovinu  promítající 
N  kolmou  k  jp*,  protne  nám  roviny  hledané  v  přímkách  spá- 
dových qy  qv  Sklopme  rovinu  tu  do  polohy  pí]. 


iArjak 


Obr.  49. 


Sestrojíme-li  tedy  pravoúhlý  trojúhelník,  mající  vrchol  pra- 
vého úhlu  v  Jí?,  jehož  jednou  odvěsnou  jest  vzdálenost  bodu  Jí* 
od  jfi  a  jehož  úhel  k  odvěsně  té  přilehlý  jest  qp,  pak  jest  jeho 
přeponou  buď  [q]  nebo  [gj,  tak  že  vrchol  [N]  trojúhelníka 
toho  na  odvěsně  druhé  jest  sklopením  bodu  N.  resp.  bodu  Nl} 
který  náleží  tedy  buď  rovině  S  nebo  rovině  Sx  a  leží  zároveň 
v  rovině  M.  Obdržíme  body  ty  v  poloze  původní  ve  sklopení 
(M)  vyjádřené,  když  na  kolmici  k  (w)  v  bodě  (R)  vztyčené 
naneseme  (fi)W)  =  (NJ  (R) = Jfr  [K].  Jest  tedy  S=pN,Sl  =pNv 
Odvodíme  ještě  stopy  $i,  $u  rovin  těchto.   Vedeme  v  cyklu  p° 
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bodu  P  poloměr  Pl  rovnající  se  i  smyslem  úsečce  B*(B\  pak 
se  protínají  přímky  N'P,  (N)  1  v  bode  stopním  Z  přímky  NP, 
a  přímky  N\P\  (NJ  1  se  protínají  v  bodě  stopním  V  přímky 
NXP.  Jest  tedy  si  =  PiZy  $u  =  PiF,  a  tím  jsou  hledané  roviny 
stanoveny. 

Konstrukce  ta  se  zjednoduší,  když  nejprve  vyjádříme  stopu 
roviny  FNNr  Pro  rovinu  tu  jest  PB  přímkou  hlavní;  proto 
stopa  její  ví  jest  rovnoběžná  k  r\  a  prochází  bodem  stopním 
I=(N)(Nj.mé  přímky  NNr  Přímky  AT'P,  N\P  ji  protínají 
v  bodech  Z,  K,  tak  že  sestrojíme-li  stopu  tu,  nemusíme  pak  již 
p°  a  přímky  (iV)l,  (Nx)l  vyjadřovati. 

Můžeme  též  po  sestrojení  bodů  (N)  a  (2V,)  tak  pokračovati, 
že  vedeme  bodem  I  přímku  i>i  a  sestrojíme  bod  1,  pak  obdr- 
žíme body  V  a  Z  jakožto  průsečíky  přímek  (iV)l.  0^)1 
s  přímkou  v\. 

Řešeni  přímé.  —  Obr.  49.-  —  Danou  rovinu  E  a  roviny 
hledané  S,  St  mysleme  si  proťaty  libovolnou  rovinou  N  nor- 
mální k  p  v  přímkách  j,  s,  8V  S  výhodou  volíme  rovinu  tu 
tak,  aby  stopa  její  ni  procházela  bodem  P,  tak  že  bod  ten  jest 
stopou  přímky,  v  níž  rovina  N  seče  rovinu  promítající  pro  přímku 
p.  Rovina  N  seče  přímku  p  v  bodě  (),  společném  přímkám  j,  s,  sx* 

Sestrojíme-li  pravoúhlý  trojúhelník,  mající  PP\  za  jednu 
odvěsnu,  jehož  druhá  odvěsna  PP  rovná  se  poloměru  cyklu  p°, 
pak  jest  úsečka  PQ  rovna  vzdálenosti  PQm  bodu  P'  od  přepony 
trojúhelníka  toho. 

Nyní  můžeme  již  přímky  g,  s,  siy  ve  sklopení  N+  roviny  X 
vyjádřiti.  Naneseme  totiž  na  pé  úsečku  P*Q+  =  P,Q'J  pak  jest 
g+  spojnice  bodu  Wi.ri  s  bodem  @+.  Přímky  s+,  5+  procháze- 
jící bodem  Q+  sestrojíme  tak,  aby  <  q+  8+  =  —  <  g+  s+  =  g>  ;. 
přímky  ty  sekou  ni  ve  svých  bodech  stopních,  tak  že  jest  stopa 
si  spojnicí  bodu  Pí  s  bodem  ni .  s+  a  stopa  $n  spojnicí  bodu  Pí 
s  bodem  »i .  s+. 

55.  Úloha.  Danou  přímkou  položiti  roviny  pod  daným  úhlem  <p 
k  dané  rovině  R. 

Obr.  50.  —  Zavedeme-li  rovinu  R  za  novou  průmětnu,  přejde 
úloha  ta  v  úlohu  v  23.  řešenou,  čímž  řešení  je  dáno. 

Přímka  p  budiž  dána  bodem  stopním  Pí  a  bodem  P,  rovina 
R  přímkou  stopní  ri  a  bodem  B.  Ustanovme  nejprv  v  R  bod  Hy 
mající  stejnou  vzdálenost  od  průmětny  Pí  jako  bod  P.  Ustano- 
víme bod  ten  na  přímce  spádu  w,  bodem  daným  B  procházející- 
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Položme  k  tomu  cíli  rovinu  Pu;  stopa  její  prochází  bodem 
podobnosti  Z  cyklů  r°,  p°,  vyjadřujících  body  U,  P,  a  bodem 
stopnim  Ui  přímky  u.  Stejnosměrka  k  ZV\  bodem  P  protíná 
u  v  bodě  H.  Dále  určíme  průsek  Q  přímky  p  s  rovinou  R  tím, 
že  položíme  přímkou  rovinu  L  výhodně  takovou,  jejíž  stopa  h 
jest  kolmá  k  rj.  Přímka  průsečná  L.B  spojuje  bod  M\-=in.li 
s  bodem,  v  němž  rovnoběžka  k  ri  bodem  H  jdoucí  protíná  rovno- 
běžku ku  h  bodem  P  vedenou.  Přímka  L .  R  protíná  p  v  bodě  Q. 


Z«zz 


_w 


Obr.  60. 


Abychom  odvodili  průmět  do  roviny  R,  položíme  přímkou 
h  rovinu  promítající  M,  jež  protíná  R  v  přímce  m,  a  vyjádříme 
ji  ve  sklopení  (M).  Nejprv  jsme  sklopili  patu  Rx  kolmice  z  R 
na  M  spuštěné  v  (iž,);  tedy  R\  (Rx)  rovná  se  poloměru  cyklu  r°; 
pak  jest  (»»)  =  KítJi,)-  Označme  (P?i)  patu  kolmice  z  Pí  na 
0»)  a  ((?,)  průsek  kolmice,  spuštěné  z  Q*  na  m'  s  foO^jpak  je  pro 
průměty  F*l9  Q?  bodů  Pí,  Q  do  R  na  m'  patrně  J6**i = Mx  (P?i) 
a  na  kolmici  V  bodem  #'  ku  rr  vedené  |  ^  H  r i  |  =  (C,)(-Mi), 
a  to  na  téže  straně  přímky  t\  nebo  po  různých  jejích  stranách 
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dle  toho,  jsou-li  (P*i),  (Qt)  na  (m)  na  téže  straně  bodu  Mi  či  po 
různých  jeho  stranách. 

Nyní  jest  přímka  p  vyjádřena  průmětem  do  R  obsahujícím 
body  P?i,  Q*  a  můžeme  danou  úlohu  řešiti  pomocí  průmětny  R. 

Abychom  přímkou  p  položili  roviny  pod  úhlem  qp  k  ro- 
vině R  nakloněné,  zvolíme  na  přímce  p  bod,  zde  Pí ;  všechny 
roviny  bodem  tím  položené  a  úhel  g>  s  R  svírající  dotýkají  se 
kužele  rotačního  K,  jehož  osa  o  jest  normála  z  Pí  na  R  a  jehož 
přímky  povrchové  uzavírají  s  o  úhel  1?  —  <p.  Žádané  roviny 
jsou  ony  tečné  roviny  kužele  toho,  které  procházejí  přímkou  p. 
Roviny  ty  protínají  R  v  stopách  t*l%  tfi  bodem  Q  jdoucích  a 
stopy  kQ  kužele  pomocného  se  dotýkajících.  Stopa  k?  jest  kruž- 
nice středu  P^i  a  poloměru  (Pfi)((7),  když  značí  (U)  vrchol 
v  pravoúhlém  trojúhelníku  protilehlý  odvěsně  jeho  Pí  (P*i)T 
v  němž  úhel  při  (U)  rovná  se  g>.  Zbývá  nám  tedy  jenom  vésti 
tečny  <*f  #i  z  Q*  ke  fy.  Průseky  jejich  T,  Tx  s  ri  jsou  zároveň 
body  stopními  tečen  těch  do  roviny  Pí.  Tedy  máme  zde  dvě 
roviny  S,  Sl  úloze  naší  vyhovující,  stopa  jedné  jest  $i  =  PiT, 
stopa  druhé  sn  =  P\TX ;  to  předpokládá  arci,  že  g>  jest  větší  než 
odchylka  n  přímky  p  od  roviny  R ;  kdyby  bylo  q>  <  «,  pak  ne- 
máme skutečného  řešení,  a  pro  cp  =  n  obě  řešení  splývají;  pak 
rovina  S^Sj  se  dotýká  pomocného  kužele  podél  přímky  p. 
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KAPITOLA  IV. 

Použití  roviny  distanční  a  zavádění  nových 

průměten. 

Průmět  přímky,  roviny  a  bodu. 

56.  Za  útvar  základní  promítání  orthogonálního  vezmeme  si 
mimo  rovinu  průmětnou  ještě  pevnou  rovinu  k  ní  stejnosměrnou 
Pk  v  určité  dané  vzdálenosti  d  od  ní  a  nazveme  rovinu  tu  ro- 
vinou distanční. 

■ 

Přímka  u  v  poloze  obecné  jest  určena,  známe-li  její  bod 
stopní  Ví  v  rovině  průmětné  a  průmět  U'n  jejího  bodu  di- 
stančního, to  jest  bodu  ř7*,  v  němž  protíná  rovinu  distanční ; 
rovina  R  v  poloze  obecné  jest  určena,  známe-li  její  přímku 
stopní  ri  a  průmět  r*n  distanční  její  přímky  rn,  to  jest  její 
přímky  průsečnó  s  rovinou  distanční. 

Bod  A  určujeme  jeho  průmětem  a  pak  tím,  že  určíme  li- 
bovolnou přímku  m  jím  procházející  pomocí  jejího  bodu  stop- 
ního a  bodu  distančního.  Přímku  takovou  nazýváme  nositelkou 
bodu  A.  Bod  A  jest  určen  jako  průsek  přímky  promítající  bo- 
dem A*  vedené  s  přímkou  m.  Klade  se  však  za  podmínku,  aby 
přímka  m  nebyla  normální  k  Pí,  poněvadž  taková  přímka  se 
stotožňuje  s  přímkou  promítající  bodu  A.  Je-li  přímka  m  k  Pí 

nakloněna  pod  úhlem  -^-q,   pak  jest  M\Mt1t'=.d  a  M\A'  rovná 

se  vzdálenosti   bodu  A  od  Pí.    Tím  je  sprostředkován  přechod 
ku  promítání  cyklickému. 

Bod  A  můžeme  také  určiti  jeho  průmětem  a  pak  tím,  že 
určíme  libovolnou  rovinu  S  jím  procházející,  která  však  není 
promítající,  pomocí  její  přímky  stopní  *i  a  průmětu  s'n  její 
přímky  distanční.  Rovinu  takovou  nazýváme  též  nositelkou  bodu  A. 

Je-li  rovina  ta  k  Pí  nakloněna  pod  úhlem  -^-  q>   pak  jest 

**n  H  *"i  =  d,  a  vzdálenost  bodu  A*  od  ri  rovná  se  vzdálenosti 
bodu  A  od  průmětny.  I  takto  nabýváme  snadno  průmětu  cy- 
klického bodu  A. 
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Kdežto  pro  přímka  a  rovinu  jsme  měli  jediné,  bezpro- 
střední určení,  pro  bod  máme  určení  dvojí,  avšak  ani  jedno 
ani  druhé  nemá  té  bezprostřednosti,  jako  určení  přímky  a  ro- 
viny. Z  té  příčiny  používá  se  této  methody  zobrazovací  hlavně 
pro  útvary  přímkové  a  rovinové,  to  jest  pro  útvary,  obsahující 
řadu  nebo  celou  soustavu  přímek  aneb  rovin. 

Přímka  l  ku  průmětně  stejnosměrná  určuje  se  svým  prů- 
mětem V  a  nositelkou  některého  bodu  na  ní  ležícího.  Rovina 
ku  průmětně  rovnoběžná  rovněž  jest  určena  průmětem  a  nosi- 
telkou některého  bodu  v  ní  obsaženého. 

V  úlohách,  v  nichž  jednotlivé  bo4y  se  vyjadřují  pomocí 
nositelek,  budou  způsoby  provedení  konstrukcí  se  různiti  v  tom, 
že  béřeme  buď  přímku  nebo  rovinu  za  nositelku.  Ze  základních 
úloh  provedeme  jenom  některé,  při  nichž  jest  způsob  řešeni 
charakteristický  a  odchylný  od  způsobu  řešení  při  promítání 
kótovaném  nebo  cyklickém. 


P*  = 


n 


Průseky.  Vzájemné  určování  bodů,  přímek  a  rovin. 

57.  Úloha.  Vrčiti  průsečniei  p  dvou  rovin  A,  B. 

Obr.  51.  —  Je  li  A  =  a\am  B  =  b\hn,  pak  jest  T\  =  a\ .  &i, 

an.b„  ap  =  PiPn)  p'  =  JftZV 


Obr.  51. 


Obr.  59. 


Obr.  52.  —  Je-li  jedna  z  rovin,  dejme  tomuB,  stejnosměrná 
s  průmětnou,  určena  jsouc  bodem  2?,  pak  určíme  její  průsek 
s  rovinou  A,  když  nositelkou  bodu  B  jest  rovina  daná  C,  určíme-li 
průsečný  bod  P  vSech  tří  rovin  A,  B,  C  tím,  že  určíme  dle  návodu 
právě  podaného  přímku  i  =  A.C  a  přímku  m  =  B.C.  Poslední 
přímka  prochází  bodem  B  a  je  stejnosměrná   ke  stopě  <*,  čímž 
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je  stanovena,  jakož  i  bod  P=m.l  pak  stanoven  jest.    Přímka 
hledaná  p  prochází  bodem  P  a  je 
stejnosměrná  k  a\. 

Je- li  nositelkou  bodu  B  přímka, 
pak  položíme  jí  libovolnou  rovinu  C, 
čímž  je  řešení  převedeno  na  řešení 
právě  provedené. 

Úloha.  Určiti  průsečík  L  přímky 
s  rovinou  R. 

Obr.  53.  —  Přímkou  p  položíme 
rovinu  pomocnou  L  =  hln  a  určíme 
průsek  její  m  s  rovinou  R;  jest  tu 
opět  M i  =  ri .  Zi,  Mn  =  rn .  l„.  Přímka 
m  protíná  p  v  žádaném  bodě  L,  pro 
nějž  můžeme  buď  jednu  z  přímek 
p,  m  nebo  jednu  z  rovin  R,  L  zvoliti 
za  nositelku. 

Obr.  64.  —  Abychom  sestrojili  průsek  L  přímky  p  s  rovinou  R 
rovnoběžnou  s  průmětnou,  když  jest  rovina  dána  bodem  Ji,  jehož 
nositelkou  jest  rovina  C,  položíme  přímkou  p  libovolnou  rovinu 
L  =  ZiZ*  a  sestrojíme  opět  její  průsečnici  l  s  rovinou  R;  pak 
jest  L  =  l.p.  Rovina  R  seče  rovinu  C  v  přímce  r\\a  a  obsa- 
hující bod  R\  rovina  L  seče  C  v  přímce  u  a  přímka  l\\h  pro- 
chází bodem  r.w,  čímž  jest  dána. 


Obr.  53. 


•;«— ...... 


Obr.  54. 


Je-li  dán  bod  Jí  roviny  R  na  nositelce  přímkové  a  =  AiAn, 
položíme  touto  rovinu  C,  obsahující  na  př.  bod  P\y  čímž  zjednán 
přechod  k  řešení  předešlému.  Místo  abychom  pak  kladli  přímkou 
p  libovolnou  rovinu  L,  můžeme  jí  položiti  též  buďto  rovinu,  obsa- 
hující přímku  P\R,  aneb  rovinu,  obsahující  přímku  PiAny  čímž 
se  provedení  o  jednu  přímku  zjednoduší. 

J.  Sobotka:   Deskripttnii  geometrie.  6 
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Úloha.  Vyjádřiti  průsečík  dvou  přímek  růenosměrných. 

Když  se  dvě  přímky  protínají,  pak  spojnice  bodů  stopních 
jest  stejnosměrná  se  spojnicí  bodů  distančních,  ježto  dané  přímky 
nrčají  rovinu.  Průmět  bodu  průsečného  přímek  těchto  jest  bod 
společný  jejich  průmětům  a  za  nositele  jeho  můžeme  zvoliti  buď 
jednu  z  přímek  těch  nebo  rovinu,  již  obě  přímky  určují. 

58.  Úloha.  Póloiiti  rovinu  S  danou  přímkou  a  a  daným  bo- 
dem B. 

1.  Budiž  dána  přímka  b  =  B{Bn  jakožto  nositelka  bodu  B. 


Obr.  65. 

Obr.  55.  —  Nahradíme  nositelku  tu  nositelkou  c,  jež  přímku  a 
protíná;  pro  jednoduchost  volíme  za  c  buďto  přímku  AnB  nebo 
přímku  AiB.  Vytkli  jsme  v  obrazci  případ  druhý ;  jest  tedy  <7i=  A\ 
bodem  stopním  přímky  c  a  bod  její  distanční  Cn  leží  na  stejno- 
směrce,  k  A\Bi  bodem  B„  vedené.  Pak  jest  sn  =  A„Cn  přímka 
distanční  a  stejnosměrka  sj  bodem  A\  k  ní  vedená  přímkou  stopní 
roviny  S. 


Obr.  56. 


2.  Budiž  dána  rovina  B  =  fabn  jakožto  nositelka  bodu  B. 

1.  řešení.  —  Obr.  56.  —  Vedeme  bodem  B  v  rovině  B  přímku 
b}  která  přímku  a  protíná  a  s  ní  určuje  žádanou  rovinu.  Za  tím 
účelem  položíme  přímkou  a  libovolnou  rovinu  H=AiA^5  průsečná 
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přímka  roviny  této  s  rovinou  B  jest  stanovena  body  hj.bi,  h„.bn 
a  protíná  a  v  bodě  Ap;  pak  jest  b  =  ApB;  přímka  ta  určuje  na  bj 
bod  J?i,  na  bn  bod  Bn,  a  stopa  s\  roviny  S  spojuje  A\  s  Pí,  přímka 
distanční  sn  bod  An  s  bodem  Bn. 

2.  řešení.  —  Obr.  57.  — 
V  rovině  vedeme  bodem  B  libo- 
volnou přímku  &,,  čímž  úloha 
naše  jest  převedena  na  případ  1. 

Můžeme-li  bí  tak  vésti,  aby 
buďPnzra'.  61,  nebo Bm-=iaé. b'n 
zjednoduší  se  poněkud  prove- 
dení úlohy.  Proveďme  na  př. 
případ  druhý.  Tu  spojíme  bod 
B  s  An  přímkou  6;  ježto  se 
přímky  6,  bx  v  bodě  B  protínají, 
určují  rovinu  L,  jejíž  stopa  h  je 
stejnosměrka  k  a'  bodem  2?u 
vedená  a  na  i  bod  Bj  určující. 

Přímka  sj  =  AjBj  jest  stopou  a  rovnoběžka  sn  k  ní  bodem 
An  vedená  přímkou  distanční  hledané  roviny. 

59.  Úloha.  Sestrojiti  přímku  jp,  danou  dvěma  body  A,  B. 

1.  Buďtež  body  A,  B  dány  nositelkami  přímkovými  a-=AiAn, 
resp.  b  =  B{Bn. 


Obr.  58. 

Obr.  58.  —  Položme  rovinu  S  =  Ba,  v  níž  bude  přímka  hle- 
daná ležeti  dle  úlohy  předcházející,  nahradíce  nositelku  b  nosi- 
telkou 6lf  obsahující  An  aneb  jako  zde  A\.  Přímky  stopní  sx  a 
distanční  s„  roviny  S  protínají  přímku  p  =  AB  v  jejích  bodech 
stopním  Pí  a  distančním  P*. 

6* 
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2.  Buďtež  nositele  bodů  -4,  B  rovinami  A,  B. 

Obr.  59.  —  V  případě  tomto  položíme  body  A,  B  a  jedním 
společným  bodem  L  rovin  daných,  tedy  bodem  na  přímce  1= A.  B 
ležícím,  rovina  L,  v  níž  bude  žádaná  přímka  též  ležeti.  Jestliže 
provedení  konstrukce  to  připouští,  zvolíme  buďto  bod  Lj  =  ai.bj 
aneb  bod  Ln -=z  an  .bn  za  L.  Volili  jsme  zde  případ  poslední. 
Přímky  Z1=.Lá,  1%-=LB  stanoví  rovinu  S;  první  z  nich  jest  v  Af 
druhá  v  B,  proto  jsou  body  stopní  jejich  Ln,  Ln  na  <u,  resp.  &i, 
a  přímka  LnLa  jest  stopou  roviny  L,  protíná  tedy  p  v  bodě  Pí. 
Obdobně  obdržíme  přímku  distanční  roviny  L;  ta  v  našem 
případě  prochází  bodem  L„  a  protíná  p  v  bodě  Pn. 
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Obr.  59. 


Je-li  nositelkou  daného  bodu  jednoho  A  přímka  a  a  druhého  B 
rovina  B,  pak  vedeme  v  druhé  nositelce  bodem  B  nějakou  přímku, 
s  výhodou  tu,  jejíž  bod  stopní  jest  ď.bi,  aneb  tu,  jejíž  bod  di- 
stanční má  svůj  průmět  v  a*.  6'w,  čímž  konstrukce  úlohy  jest  pře- 
vedena na  případ  poslední  úlohy  předcházející.  Nebo  položíme 
nositelkou  prvou  nějakou  rovinu  A,  čímž  úloha  jest  převedena 
na  případ  2.  úlohy  právě  řešené,  při  čemž  podotýkáme,  že  lze 
s  výhodou  též  zvoliti  bod  L  v  průseku  přímky  A .  B  8  přímkou  a. 

60.  Úloha.  Daným  bodem  A  položiti  rovinu  S,  rovnoběínou 
8  danou  rovinou  B. 

1.  —  Obr.  60.  —  Nositel  bodu  A  jest  přímka  a  =  A\An 
Položíme  přímkou  a  libovolnou  rovinu  H  a  ku  průsečné  přímce 
j>  =  H.B  vedeme  stejnosměrku  s  bodem  A.  Body  Si}  Sn  leží  na 
&i>  resp.  hn;  body  těmi  procházejí  přímky  *i,  sn. 
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2.  —  Obr.  60.  —  Nositel  bodu  A  jest  rovina  H.  Vedeme 
tu  op8t  bodem  A  stejnosmérku  s  ku  přímce  p  =  H .  B ;  body  Si, 
Sn  leží  opět  již  na  přímkách  $i,  sn. 
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Obr.  60. 


61.  Úloha.  Třemi  body  A,  B,  C  poloíiti  rovinu  S. 
Budeme  zde  řešiti  jenom  dva  případy,  ježto  řešení  pro  další 
dva  možné  případy  jest  pak  patrné. 


1.  —  Obr.  61.  —  Body  dány  jsou  nositelkami  přímkovými 
a,  6,  resp.  e. 

Vyjádříme  dle  (59. 1.)  přímku  p  =  AB  tím,  že  spojíme  třeba 
body  Ai9  B  přímkou  6, ;  stejnosměrka  k  A\Bi  bodem  Bn  vedená 
protne  6,  v  bodě  B17g.    Přímka  AnBxn  jest  přímkou    distanční, 
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rovnoběžka  k  ní  bodem  Ai  vedená  přímkou  stopní  roviny  L  =  a  B. 
Přímky  ty  protínají  p  v  bodech  Pny  resp.  Pí. 

Dále  určili  jsme  přímku  q  =  PnC  tím,  že  jsme  položili  ro- 
vinu PjcC,  jejíž  přímkou  distanční  jest  PnCn,  jejíž  stopní  přímka 
jde  bodem  Cj  a  protne  q  v  bodě  Qi.  Přímky  p  a  q  stanoví  žá- 
danou rovinu  S,  pro  niž  jest  konečně  si  =  PiQh  kdežto  přímka 
Sn  1 1  $1  prochází  bodem  Pn. 

2.  —  Obr.  62.  —  Nositelkami  bodů  -4,  B,  C  jsou  roviny 
A,  B,  resp.  C. 

Položíme  dvěma  z  daných  bodů,  na  př.  -4,  C\  přímku  u  a 
vedeme  pak  v  rovině  B  přímku  b2  bodem  B,  která  přímku  u  pro- 
tíná. Pak  jest  S  =  ub%. 

Pokud  se  týče  provedení,  určeme  průsečné  přímky  daných 
rovin:  přímku  a  =  B.C,  spojující  bod  Ai  =  bi.ci  s  bodem  An 
=  b7t.c7t  a  obdobně  přímku  6  =  CA,  spojující  bod  JBi  =  ci.ai 
s  bodem  B„  =  cn.an  a  konečně  přímku  c  =  A.B  určenou  body 
Ci=  ai.bi  a  C„  =  an.bn.  Přímky  ty  protínají  se  v  bodě  S,  spo- 
lečném všem  třem  rovinám. 

Dále  ustanovíme  průsek  J  přímky  u  s  rovinou  B  tím,  že 
položíme  přímkou  tou  libovolnou  rovinu  pomocnou  E.  Volíme-li 
bod  Bx  této  roviny  na  6,  pak  je  přímka  ABl%  protínající  c  v  bodě 
C,,  přímkou  její  průsečnou  s  rovinou  A,  a  přímka  CBl%  protína- 
jící a  v  bodě  At,  přímkou  její  průsečnou  s  rovinou  C;  násled- 
kem toho  tato  pomocná  rovina  protíná  rovinu  B  v  přímce  Ax  C, . 
Přímky  AA  Cx  a  «,  ležíce  v  této  pomocné  rovině,  protnou  se  v  bodě  J. 
Tím  je  přímka  b%  =  JB  stanovena;  protíná- li  a  v  bodě  At, 
c  v  bodě  C2,  pak  rovina  hledaná  protíná  rovinu  A  v  přímce 
C\A,  rovinu  C  v  přímce  A2C.  Tyto  přímky  musí  se  protínati 
v  bodě  B%  na  přímce  b,  průsečném  to  bodě  roviny  S  s  přímkou  6. 

Průsečné  body  a\ . B2C%  =  A%\%  b\ . C2A9  =  Ba,  ci.A%Bť=:Cii 
jsou  body  stopními  stran  trojúhelníka  A*B2C^  ležícího  v  rovině 
S  hledané,  a  leží  tedy  na  přímce  stopní  si  roviny  této. 

Obdobně  body  an.B^zízA^jt^  b^ .  C2Af  =  Bm,  cn.AtB%=.Cin 
jsou  body  distančními  stran  toho  trojúhelníka  a  leží  tedy  na  přímce 
distauční  sn  roviny  S.  Postačí  ovšem,  když  stanovíme  tři  ze 
Šesti  těchto  bodů,  z  nichž  dva  leží  na  jedné  a  jeden  na  druhé 
z  přímek  si,  sn. 

Mimo  to  strany  trojúhelníka  AlBlC1  protínají  přímky  ai 
ž%  ci  v  bodech,  ležících  na  stopě  rh  a  přímky  a*,  bn,  cn  v  bodech, 
ležících  na  přímce  distanční  rn  roviny  R.  Poněvadž  přímka  u  leží 
v  rovině  R,  bude  stopní  její  bod  L\  též  ležeti  na  rh  bude  tedy 
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společným  průsekem  přímek  ti,  n7  *i.  Rovněž  tak  jest  Un  spo- 
lečným průsekem  přímek  «,  rn,  sn. 

Obr.  63.  — Mohli  jsme  rovinu  pomocnou  R  zvláště  položiti  též 
bodem  8;  pak  bychom  vedli  v  rovinách  A,  B,  C  přímky  SA, 
SB}  SC,  pro  které  body  stopní  a  distanční  A+i  A+n\  P+i,  2*+*, 
resp.  C+i,  G+n  jsou  bezprostředně  dány  na  příslušných  přím- 
kách těchto  rovin.  Tím  by  úloha  naše  převedla  se  na  případ  1., 
když  body  A,  5,  C  mají  zvláště  za  nositelky  tři  přímky,  v  je- 
diném bodě  se  protínající. 
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Obr.  63. 


Zde  jest  stopa  r\  roviny  R  spojnicí  bodů  -4+i,  ť7+i,  a  prů- 
sečná  přímka  roviny  této  s  rovinou  B  spojuje  bod  S  s  bodem 
n.bj  a  seče  zajisté  již  u  =  AC  v  bodě  J,  kdežto  C/í  jest  průsečík 
u' .  r*.  Rovina  S  je  pak  stanovena  přímkami  m,  JB.  Stopa  Bn  druhé 
z  nich  jest  průsečíkem  přímek  b^JB.  Tím  jest  přímka  $i=  UiB2i 
dána.  Průsečnice  rovin  S,  C  spojuje  body  ci.si,  Ca  seče  zajisté 
cn  v  bodě  náležejícím  přímce  s„,  čímž  tato  rovněž  je  stanovena. 

62.  Úloha.  Šestiboký  pravidelný  jehlan  komolý  má  se  seříznouti 
rovinou  danou  třemi  body  M^  N,  P. 

Obr.  64.  —  Předpokládejme  podstavu  12  345  6  jehlanu 
komolého  v  průmětně  a  rovinu  šestiúhelníku  jej  omezujícího 
I II III IV  V  VI  za  rovinu  distanční.  Bod  M  předpokládáme  v  ro- 
vině distanční,  bod  N  v  rovině  2  3 III II  a  bod  P  na  přímce  6  VI. 
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Body  My  N,  P  položíme  rovinu  R  a  stanovíme  její  stopu  rj 
a  přímku  distanční  rn.  Za  tím  účelem  položili  jsme  přímkou 
u  =  MN  rovinu  t«II ;  li II  jest  její  přímka  distanční,  a  přímka 
její  stopní  «i  jest  k  ní  stejnosměrná,  prochází  bodem  l\N.  2$ 
a  protíná  u  v  bodS  stopním  U\.  Pro  kontrolu  sestrojili  jsme  ještě 
pomocí  zvolené  roviny  bod  prňsečný  L  přímky  u  s  rovinou 
34IVIII. 


A:::? 


Obr.  64. 

Dále  jsme  položili  přímkou  6  VI  pomocnou  rovinu  stejno- 
směrnou 8  u,  a  to  tak,  že  jsme  body  P  a  VI  mysleli  si  přímky 
w,,  t*»  stejnosměrné  s  u.  Kdybychom  na  u+  učinili  VI  C7*i  =  MUi9 
obdrželi  bychom  bod  stopní  ř/*i  přímky  u+  ;  přímka  Vmi  6  by  byla 
stopou  roviny  pomocné,  protínající  přímku  ul  v  bodě  stopním  Í7ir 
Ale  poněvadž  by  zde  stopa  £/*i6  protínala  u\  v  malém  úhlu  a  mimo 
to  ji  nelze  zde  v  mezích  obrazce  vyjádřiti,  vedli  jsme  bodem 
VI  přímku  u2  ku  průmětně  stejně  nakloněnou  jako  u  tak,  že 
u\  =  Wr  a  bodem  P  přímku  us  k  ní  stejnosměrnou.  Jest  na 
i*'a,  tedy  Vr  Un  =  M'Uj  a  stopa  t/*i6  roviny  u2u3  seče  přímku 
u9  v  bodě  jejím  stopním  t^i.  Přeneseme-li  tudíž  na  u\  délku 
P' tfii  =  P  Z73i  v  příslušném  smyslu,  obdržíme  stopu  Un  přímky  ut. 
Rovina  R  je  stanovena  přímkami  w,  w, ;  proto  jest  ri  =  f7iř7n 
a  rn  jde  bodem  M.    Rovina  R  protíná  podstavu  v  úsečce  AB, 
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dále  následuje  průsek  J?P,  od  bodu  P  pak  průsek  PC  roviny 
€5VVI  s  R  až  k  C  na  hraně  5V,  při  čemž  přímka  PC  pro- 
chází bodem  ri .  5  6 ;  od  C  jde  průsek  CD,  kde  D  =  rn .  IV  V ; 
potom  průsek  přechází  do  roviny  distanční  od  D  k  2?,  při  čemž 
£=^.111 IV;  následuje  pak  průsek  EF  roviny  R  s  rovinou 
3  4 IV III,  procházející  body  rj.34  a  L  a  protínající  3IEEvbodě 
F;  v  následující  straně  máme  průsek  FG,  obsahující  bod  N  a 
směřující  k  bodům  ri.23,  r*.  II III;  konečně  pak  úsečka  GA  ve 
straně  následující  uzavírá  hledaný  průsek. 


Věty  Desarguesovy  o  dvou  trojúhelnících. 

63.  —  Obr.  65.  —  Konstrukce  prve  provedené  (61.  2.)  vedou 
nás  k  zajímavým  obrazcům,  které  spočívají  na  následující  větě, 
jíž  jsme  vlastně  již  použili  v  předchozím  výkladě. 


Kdyí  dva  trojúhelníky  AXBXCX,  A2B%C%  mají  tahovou  polohu, 
ie  spojnice  AtA„  BXB%,  CXC2  jejich  vrcholů  protínají  se  v  jediném 
bode  Š,  pak  leíí  body  prásečné  ax.a„  bx.b„  cx.c2  jejich  stran  ax%  bXJ 
cx  a  a„  69,  ca,  protilehlých  vrcholům  spojeným,  na  jediné  přímce  s. 

Když  oba  trojúhelníky  neleží  v  jediné  rovině,  pak  tato  věta 
jest  patrná.  Neboť  roviny  A}BXC„  A%B%C„  jsou-li  v  obecné 
vzájemné  poloze,  protínají   se  v  přímce  s.   Přímky  ax  =  BXCX^ 


\ 
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at  =  BtC2}  ležíce  v  rovině  SBlCl  =  SB2Cq,  se  obecně  taktéž  protí- 
nají v  bodě  A;  bod  ten  jest  společný  rovinám  A^^C^  A%BtC2 
a  leží  tedy  na  přímce  s.  Z  téhož  důvodu  leží  body  B  =  bv  bv 
C-=zcvc%  na  $,  čímž  věta  jest  dokázána. 

Pakli  oba  trojúhelníky  Ar Bfí^  A%B%C%  jsou  obsaženy  v  téže 
rovině,  považujeme  rovinu  tu  za  průmětnu,  obsahující  troj- 
úhelník ArBxC^  bod  S  za  průmět  nějakého  bodu  (S)  mimo 
průmětnu  ležícího  a  trojúhelník  A2B%C2  za  průmět  trojúhelníka 
(iía)(Ba)(Ca),  jehož  vrcholy  (<át),(i?t),(Ct)  nechť  leží  na  přímkách 
(£)4ly (£).&„ resp.  (5)0,.  Pak  nám  značí  body Az=ax.a„ B=bx.b2) 
C=c,.c,  stopy  stran  (aa),  (6a),  (c8)  trojúhelníka  (^,)(-Ba)(ť7t), 
v  nichž  se  též  průměty  jejich  a2,  &„  ct  s  příslušnými  stopami 
ci>  ^i>  ci  rovin  £(aa),  5(6,),  /S(ca)  protínají.  Stopy  ty  leží  opět 
na  přímce,  stopě  to  roviny  (A2)(B2)(C2). 

Tím  jest  naše  věta  dokázána  obecně. 

Kdyby  dvě  z  příslušných  stran  trojúhelníků  A1BiC1,  A2B2C2 
byly  rovnoběžné,  jest  přímka  s  též  s  nimi  rovnoběžná,  poněvadž 
průsečnice  dvou  rovin  položených  dvěma  rovnoběžkami  jest  též 
s  těmito  rovnoběžná;  jsou-li  dvakrát  dvě  z  nich  rovnoběžný, 
pak  jsou  i  třetí  jejich  strany  rovnoběžné. 

Platnost  však  má  také  opak  věty  právě  vyslovené,  totiž: 

Když  dva  trojúhelníky  AíBíCl,  A%B2Ct  o  stranách  a15  6,,  cx 
a  aa,  62,  c2  mají  takovou  polohu,  ze  průsečné  body  avaĚ>  ft,.6a,  cx.c% 
jejich  stran  leží  na  jediné  přímce  s,  pak  procházejí  spojnice  pří- 
slušných jejich  vrcholů,  stranám  těm  protilehlých,  jediným  bodem  S. 

Jsou-li  opět  trojúhelníky  dané  v  různých  rovinách,  pak 
jest  spojnice  AlA%  průsekem  rovin  b^c^  spojnice  BXB2  prů- 
sekem rovin  cxc^  axa2  a  spojnice  GxCq  průsekem  rovin  axa^ 
bxb2.  Spojnice  tyto  protínají  se  v  společném  bodě  8  všech  tří  rovin 
ai°2j  ii&2,  CjC2.  Když  oba  trojúhelníky  jsou  v  téže  rovině,  pak  pova- 
žujeme rovinu  tu  opět  za  průmětnu,  v  níž  trojúhelník  AlBlCl 
leží,  a  položíme  přímkou  5  libovolnou  rovinu,  v  níž  odvodíme 
si  trojúhelník  (A^)  (2ř2)  (C2),  jenž  se  promítá  do  A2B%C2.  Věta 
vyslovená  má  platnost  pro  trojúhelníky  AXBXC^  (A2)(B2XC2)  a 
následkem  toho  platí  i  pro  průměty  jejich  AXBX  G\,  A2B2C2.  Jsou-li 
zvlášť  dvě  ze  spojnic  AXA%,  BXB2,  C^CĚ  rovnoběžný,  pak  jest 
i  třetí  k  nim  rovnoběžná,  poněvadž  v  případě  tom  jehlan 
S  (AXBXCX\  resp.  (S)(AXBXCX)  přechází  v  hranol. 

Dva  trojúhelníky,  které  jsou  v  poloze,  vyjádřené  oběma 
větami  právě  uvedenými,  jmenujeme  trojúhelníky  perspektivními. 
Bod  S  nazýváme    středem,  přímku  s  osou  jejich   perspektivní. 
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V  obrazci,  který  věty  právě  uvedené  vyjadřuje  a  v  němž 
ještě  značíme  a  =  AtAfl  b  =  B\B%i  c  =  ^i^v  máme  významných 
bodů  deset : 

S;  Av  B»  Ct;  A„  B%,  Ca ;  A,  B,  C  .     (1) 

a  deset  přímek : 

5;    a2,    62,    ca;    av    6,,    ey\   a,    6,    c;  (2) 

prvky  ty  se  naskytují  ve  zvláštním  uspořádání;  totiž  každým 
z  bodů  těch  procházejí  tři  z  oněch  přímek  a  na  každé  příme* 
leží  tři  z  vytčených  bodů. 

Máme-li  obecně  skupinu  (1)  určitého  počtu  B  bodův  a  sku- 
pinu přímek  (2),  taktéž  určitého  počtu  p  tak  uspořádanou,  že 
každým  bodem  v  (1)  obsaženým  prochází  vždy  a  pouze  m  přímek 
z  (2)  a  na  každé  přímce  ze  skupiny  (2)  leží  vždy  a  pouze  N  bodů 
ze  skupiny  (1),  pak  nazýváme  uspořádání  takové  konfigurací,, 
značíce  ji  (Z?m,  pN). 

V  tomto  případě  máme  tedy  konfiguraci  (103,  103). 
Když  máme   na  zřeteli,    že   roviny  trojúhelníků    AXBXC1% 

A3BĚC%  se  nestotožňují,  máme  obrazec  prostorový,  který  jest 
dán  pěti  rovinami,  totiž  rovinami  těch  trojúhelníků  a  rovinami 
ai<*%>  *i&2'  cic2-  Přímkami  a  body  této  konfigurace  jsou  přímky, 
v  nichž  se  roviny  ty   po  dvou,    po  případě   po  třech   protínají. 

Každým  bodem  procházejí  tři  přímky,  které  spojují  body 
dvou  perspektivních  trojúhelníků,  ležících  ve  zbývajících  rovi- 
nách, bodem  tím  neprocházejících  a  určujících  jednu  přímku 
konfigurace  jakožto  osu  perspektivní  těch  trojúhelníků. 

Z  toho  soudíme  pro  případ  rovinného  obrazce,  že  každý 
bod  konfigurace  (103,  103)  lze  považovati  za  střed  perspektivní 
dvou  trojúhelníků  v  konfiguraci  obsažených;  bodu  tomu  jest  je- 
diná přímka  přiřaděna,  totiž  osa  perspektivní  těchto  trojúhel- 
níků a  naopak.  V  řadách  (1),  (2)  napsali  jsme  znaky  prvků 
v  konfiguraci  takto  přiřaděných  pod  sebe. 


Hesse-ova  konfigurace 

64.  Když  při  řešení  úlohy  61.  2.  (obr.  62.)  ku  přímkám  di- 
stančním a^  bn,  cn  nepřihlížíme,  máme  bodem  S  položeny  tři  ro- 
viny A,  B,  C  a  ty  jsou  proťaty  dalšími  třemi  rovinami  v  troj- 
úhelnících A\B\C\y  AXBXCX,  AtB^Cv  Průseky  ri,  si,  u  těchto 
tří  rovin  jsou  osami  perspektivními  dvou  a  dvou  příslušných 
trojúhelníků;  osy  ty  protínají  se  v  jediném  bodě  ř7i,  který  jest 
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bodem  průsečným  royin  AiBiQh  AXBXCX,  A%B%C%.  Máme  tedy 
v  celku  šest  rovin,  které  se  protínají  po  dvou  v  15  přímkách 
a  po  třech  v  20  bodech.  Každým  bodem  procházejí  tři  přímky 
jakožto  průseky  tří  rovin  v  něm  se  protínajících,  a  na  každé 
přímce  leží  čtyři  body.  Přímka  taková  jest  průsekem  dvou  rovin, 
a  další  čtyři  roviny  z  daných  šesti  ji  protínají  ve  Čtyřech  bodech 
našeho  obrazce  prostorového.  Ježto  těch  šest  rovin  má  obecnou 
polohu  vzájemnou,  vidíme,  že  každý  z  těch  20  bodů,  na  př.  S> 
je  středem  perspektivním  pro  tři  trojúhelníky,  jejichž  osy 
perspektivní  protínají  se  v  jediném  bodě,  zde  Sx  =  í/í.  Body 
S,  SX  nazýváme  přidruženými. 

Z  toho  plyne  věta: 

Leší-li  v  rovině  vrcholy  tří  trojúhelníků  Aj  Au  A2  P°  třech  na 
jedné  přímce  bodem  S,  který  jest  jejich  společným  středem  perspek- 
tivním, pak  strany  jejich  protínají  se  v  bodech,  které  třikráte  po 
třech  leží  na  jedné  přímce,  kteréSto  tři  přímky  jsou  osami  perspek- 
tivními dvou  a  dvou  z  trojúhelníků  A»  Au  Aa  a  sbíhají  se  v  je- 
diném bodě  Sx. 

Obr.  66.  —  Body  S,  S„  vrcholy  trojúhelníků  A<  Ai>  At  a  body 
průsečné  příslušných  jejich  stran  tvoří  se  třemi  přímkami  z  bodu 
S,  se  stranami  trojúhelníků  vytčených  a  jejich  osami  perspektiv- 
ními konfiguraci  (203,  154). 

Každým  bodem  S  konfigurace  té  procházejí  tři  její  přímky 
a,  6,  c,  a  na  každé  přímce  leží  čtyři  její  body;  na  a  body  Alf 
Av  As  na  b  body  Bx,  2ía,  Bz  a  na  c  body  Čn  C„  C,.  Každý 
bod  S  v  konfiguraci  ležící  jest  středem  perspektivním  tří  troj- 
úhelníků v  ní  obsažených:  AXBXCX,  AtB2C„  AZBZCS1  jejichž 
vrcholy  leží  na  přímkách  a,  6,  c  bodem  tím  jdoucích,  jejichž 
strany  se  protínají  v  bodech  J.ia,  i?12,  Clt;  J.18,  JBl8,  Cl8;  J.ta, 
-B18,  G'i8  konfigurace,  ležících  na  třech  dalších  jejich  přímkách 
*i2>  5i8*  **»>  sbíhajících  se  taktéž  v  jediném  bodě  Sx  konfiguraci 
náležejícím.  Při  tom  jsme  značili  AiBi.A^B^  krátce  Cm  atd.  a 
*ik  přímku  obsahující  body  J.ik,  Ak,  Qk.  Dva  takové  body  £,  Sx 
přidružené  mají  tedy  tu  vlastnost,  že  každý  jest  středem  perspek- 
tivním tří  trojúhelníků  po  dvou  perspektivních,  jejichž  osy  per- 
spektivní procházejí  druhým.  Tři  přímky  konfigurace  jedním 
z  nich  procházející  jsou  osami  perspektivními  pro  ony  tři  troj- 
úhelníky, které  mají  druhý  za  střed  perspektivní  a  naopak. 

Tak  jest  v  obrazci  8X  středem  perspektivním  trojúhelníků 
AX1AIZA%^    BÍSB1SB%B  a  C19Cl9C%9;     osa    prvního    a    druhého 
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z  nich  jest  c,  prvního  a  třetího  6,  druhého  a  třetího  a ;  osy  ty 
se  protínají  tudíž  v  8. 


Obr.  66. 

Správnost  věty  vysvítá  opět  z  toho,  že  lze  obrazec  v  ro- 
vině považovati  za  průmět  bodů  a  přímek  společných  šesti  ro- 
vinám. Třeba  jen  rovinu  trojúhelníka  AlBlCl  zvoliti  za  prů- 
mětnu a  bod  S  za  průmět  bodu  (fl)  mimo  průmětnu,  čímž 
jsou  určeny  body  a  přímky  v  prostoru,  které  se  do  naší  kon- 
figurace promítají. 


Určení  vzdáleností  a  odchylek;  sklopení. 

65.  Úloha.  Sestrojiti  vzdálenost  daného  bodu)B  od  roviny  dané  IL 
1.  řešení.  —  Obr.  67.  —  Bod  budiž  dán  na  nositelce  přím- 
kové p  =  T\Pn.  Kolmice  n  z  B  na  R  promítá  se  do  přímky  n' 
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z  Bá  kolmo  ku  r\  vedené.  Položíme  přímkou  tou  rovinu  promí- 
tající M;  ta  protne  rovinu  R  v  přímce  spádové  m-=zM\Mny  kolmé- 
ku  n.  Nositelku  p   nahradíme  nositelkou  l  ležící  ve  vytčené  ro- 


Obr.  67. 


vině  promítající  a  to  takovou,  aby  rovina  pl  byla  stejnosměrná, 
s  ri ;  pak  rovinu  M  sklopíme.  Vedeme  tedy  body  ft,  P^  B'  stejno- 
směrky  k  n,   z  nichž  první  dvě   protínají  n*  v  bodech  Li,  L*; 


jť 


lati 


/ 
/ 

JÁLL 


Obr.  68. 


dále  určíme  sklopení  (-Jf*),  (Ln)  bodů  Mn,  Ln  podle  toho,  že 
Mán  {M7^-=zLtn  (Ir^)=d.  Pak  jest  (ř)=Ifi(i^),  na  kteréžto  přímca 
leží  (J9)  a  dále  jest  (m)  =  Mi  (Mn).  Hledaná  vzdálenost  jest  ve 
sklopení  vzdálenost  (B)(C)  bodu  (B)  od  přímky  (m).  Průmět  O 
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bodu  n .  R  jest  pata  kolmice  z  (<7)  na  ri  vedené  a  B'C'  jest  prů- 
mětem hledané  vzdálenosti. 

&  řešeni.  —  Obr.  68.  —  Body  2**,  Bé  vedeme  stejnosměrky 
k  ri  a  naneseme  na  první  z  nich  Pn  P*„  =  d,  pak  protíná  druhá 
přímku  PiPď,r  v  bodě  Bai  a  úsečka  i^S*  patrně  jest  rovna  vzdá- 
lenosti bodu  B  od  průmětny.  Když  tedy  rovinu  M  sklopíme 
tak,  že  M'„  (M„)  =  2**7*^,  čímž  dospějeme  k  (m)  jako  prve,  pak 
bude  patrně  (B)  =  B?.  Další  průběh  konstrukce  jest  týž  jako 
při  řešení  předcházejícím. 


Obr.  69. 

3.  řešeni.  —  Obr.  69.  —  Nositelkou  bodu  B  budiž  rovina 
L  =  líh*  Tu  protíná  opět  rovina  promítající  M  rovinu  L  v  přímce 
l=L  Ln,  pro  niž  jest  Li=n'.  h,  Un—rtAn-  Tím  jest  další  kon- 
strukce v  rovině  M  totožná  s  konstrukcí  v  řešení  prvém  uve- 
denou. 

66.  Úloha.  Danou  rovinu  sklopiti. 

Provádí  se  jako  při  promítání  kótovaném,  při  čemž  se 
nejprve  sklopí  bod,  mající  od  průmětny  vzdálenost  d,  a  když  to 
nelze  uskutečniti,  nějaký  bod,  jehož  vzdálenost  od  průmětny  jest 
v  určitém  poměru  jednoduchém  k  d. 

Úloha.  Stanoviti  vzdálenost  bodu  A  od  přímky  p. 

Obr.  70.  —  Úlohu  řešíme  buď  sklopením  roviny  Ap  (33.)>  nebo 
tím,  že  položíme  bodem  A  rovinu  N  normální  kap  a  protneme 
ji  přímkou  p  v  bodě  B.  Zde  provedeme  způsob  druhý. 

Budiž  nositelkou  bodu  A  rovina  A  =  aian. 
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Bodem  Pn  vedeme  rovinu  Q  normální  k  p;  sestrojíme  nej- 
prve její  přímku  spádu  g,  bodem  Pn  procházející  a  obsaženou 
v  rovině  promítající  M  přímky  p.  Rovinu  M  sklopíme  do  (M) ; 
bude  tu  Pn{Pn")'=i  d  a  (g)  ±  (p).  Pro  rovinu  Q  jest  qéa=  (Pn)!"* 
a  ji  jde  bodem  (q) .  p' ;  rovina  ta  protíná  A  v  přímce  l ;  bodem 
A  vedeme  přímku  m\\l  a  bodem  stopním  Mi  =  m. a\  přímky 
této  vedeme  přímku  «i  stejnosměrně  ku  jj.  Přímka  wi  jest 
stopou  roviny  N||Q.    Rovina  N  protíná  M   v  kolmici    z  bodu 


Obr.  70. 

<Si  =  p'.ni  ku  p.  Patou  této  kolmice  jest  bod  2Ž,  jejž  můžeme  ve 
sklopení  (2?)  bezprostředně  vyjádřiti.  Tím  jest  stanoven  též  prů- 
mět B'  a  s  ním  i  průmět  A'B'  vzdálenosti  AB.  Délku  její  určíme, 
otočíme-li  rovinu  N  kolem  její  přímky  hlavní  n<*  bodem  A  ve- 
dené do  polohy  [N]  s  průmětnou  rovnoběžné.  Protíná-li  w« 
přímku  SiJ5  v  bodě  A„  pak  jest  (Av)  =  ri<* .  g,  (fl),  [B]'  H  w'« 
=  (B)(-á,),  při  čemž  bod  [J?]1  leží  na  p'  a  A^B]'  jest  pravá 
délka  úsečky  AB. 

Je-li  nositelkou  bodu  A  přímka,  pak  jí  položíme  rovinu  a 
převedeme  tím  řešení  na  případ  právě  provedený. 

J.  Sobotka:  Deskriptívní  geometrie.  7 
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67.  Úloha.  Určiti  odchylku  qp  dané  přímky  p  od  dani  roviny  R. 

Obr.  71.  —  Stanovíme  úhel  <p  opět  jako  doplněk  úhlu,  který 
p  uzavírá  s  normálou  n  ku  R,  jedním  z  bodů  Pí,  Pn  vedenou. 
Zde  jsme  vedli  n  bodem  Pí,  proto  považujeme  rovinu  distanční 
za  průmětnu  a  rovinu  Pí  za  rovinu  distanční:  průmět  bude 
shodný  s  průmětem  původním. 


M, 


i 
i 


m 


/  4'\  x 


Obr.  71. 

Bodem  T\  položíme  za  účelem  stanovení  normály  n  rovinu 
M  i.  r*,  protínající  rovinu  danou  v  přímce  m,  a  sklopíme  ji  do 
(M)  do  nové  průmětny.  Jestli  tedy  na  n  a  na  stejnosměrce  ku 
ri  bodem  Pí  vedené  -Mi(-Jři)  =  Pi(Pi)  =  <ž,  pak  jest  (n)  kolmice 
z  (Pí)  ku  M n  (Jfi)  a  bod  prňsečný  její  s  M'  jest  N'n.  Rovinu 
pn  sklopíme  do  roviny  P^  jakožto  nynější  průmětny  do  [pn]. 
Kružnice  kol  N'n  opsaná  a  bodem  (Pí)  procházející  protíná  kol- 
mici z  Pí  ku  přímce  P,7tN,7t  v  bodě  [PJ;  pak  úhel  N'„[Px]  Pt7t 
rovná  se  úhlu  (n,jj).  Proto  kolmice  v  [Pí]  ku  N'n[Pí]  s  přímkou 
P»[Pi]  uzavírá  hledaný  úhel  <p. 


0  ploše  kulové. 

68.  Plochu  kulovou  K  lze  vytvořiti  otočením  libovolné  její 
kružnice  největší  kolem  kteréhokoliv  průměru  kružnice  té  ná- 
ležejícího. Rovina  R,  která  plochu  kulovou  protíná,  činí  tak 
vždy  v  křivce  kruhové  r.  Myslíme-li  si  průměr  n  koule  kolmý 
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k  rovině  R,  pak  křivka  kruhová,  největší  v  libovolné  rovině 
průměrem  n  položené,  protíná  rovinu  R  ve  dvou  bodech  iž,  J?1 ; 
křivka  r  má  svůj  střed  v  bodě  n.R  a  vytvoří  se  též  otočením 
každého  z  bodů  ií,  Bx  kolem  přímky  n.  Vzdaluje-li  se  rovina 
R  ve  směru  normály  n  od  středu  koule,  pak  se  střed  kružnice 
r  pohybuje  na  n,  kružnice  sama  ustavičně  se  zmenšuje,  a  od 
určité  mezní  polohy  T  rovina  tato  koule  již  neprotíná.  Přechod 
děje  se  v  příslušném  bodě  koncovém  T  průměru  n.  Mezní  po- 
lohu T  roviny  R  nazýváme  rovinou  tečnou  plochy  kulové  v  bodě 
T  a  bod  ten  jejím  bodem  dotyčným. 

Jest  tedy  rovina  tečná  T  plochy  kulové  v  libovolném  jejím 
bodě  T  kolmá  ku  průměru  jejímu  n,  bodem  T  vedenému. 

Všechny  roviny  tečné  koule  mají  od  středu  koule  8  stejnou 
vzdálenost,  a  paty  kolmic  k  nim  ze  středu  S  leží  na  kouli. 
Naopak  všechny  roviny,  které  mají  od  daného  bodu  8  stejnou 
vzdálenost  a,  jsou  rovinami  tečnými  plochy  kulové,  mající  S 
za  střed  a  poloměr  a.  Pravíme,  že  roviny  ty  plochu  kulovou 
obalují. 

Obr.  72.  —  Klademe-li  průměrem  n  libovolnou  rovinu,  protíná 
kouli  v  kružnici  největší  u  a  rovinu  tečnou  v  přímce,  která  se 
jí  v  bodě  T  dotýká,  poněvadž  je  kolmá  k  průměru  n.  To  má 
platnost  obecnou :  každá  rovina  Y  bodem  T  protíná  kouli  v  křivce 
kruhové  v  a  rovinu  T  v  tečně  t  kružnice  této  pro  bod  T.  Když 
položíme  totiž  středem  S  koule,  středem  V  kružnice  v  a  bodem 
T  rovinu,  jest  přímka  t  =  T.V  kolmá  k  rovině  této,  poněvadž 
ST±T,  SV ±  V,  a  je  tedy  též  přímka  t  kolmá  ku  přímce  TF; 
proto  se  kružnice  v  v  bodě  T  dotýká. 

Vysvítá  z  toho,  že  veškeré  přímky,  které  vedeme  v  rovině 
tečné  koule  jejím  bodem  dotyku,  dotýkají  se  koule,  t.  j.  dotý- 
kají se  v  bodě  tom  každého  rovinného  řezu  koule  jimi  polože- 
ného. Dotýká-li  se  tedy  přímka  plochy  kulové,  leží  v  rovině 
tečné,  a  bod  dotyčný  této  přímky  jest  zároveň  bodem  dotyčným 
roviny  tečné;  jest  patou  kolmice  na  rovinu  tečnou  a  tedy  také 
na  přímku  tečnou,  se  středu  koule  spuštěnou.  Tvoří  proto  tečny 
koule  s  průměry,  obsahujícími  jejich  body  dotyčné,  úhly  pravé. 

Otáčí-li  se  tedy  libovolně  v  prostoru  pravý  úhel  kolem 
pevného  bodu  ramene  jednoho,  dotýká  se  rameno  druhé  koule, 
již  zároveň  vrchol  úhlu  popisuje. 

Všechny  přímky,  mající  od  daného  bodu  stejnou  vzdálenost, 
dotýkají  se  koule,  obalujíce  ji. 

7* 
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Roviny  tečné  plochy  kulové,  stejnosměrné  s  danou  přímkou, 
mají  následkem  toho  od  průměru  s  koule  rovnoběžného  ku  přímce 
této  vzdálenost  a  a  obalují  proto  rotační  válec.  Body  dotyčné  rovin 
tečných  válce  toho  s  koulí  jsou  paty  kolmic  k  nim  z  bodu  8  vede- 
ných, tedy  koncové  body  poloměrů  ku  přímce  s  kolmých.  Polo- 
měry ty  leží  tedy  v  rovině,  středem  S  kolmo  ku  přímce  s  vedené. 
Z  toho  plyne,  že  plocha  válcová  dotýká  se  koule  podél  křivky 
kruhové  největší  v  rovině  normální  ke  směru  válce. 


Obr.  72. 

Válec  ten  obdržíme  též,  když  protneme  kouli  libovolnou 
rovinou,  průměrem  s  položenou,  což  se  děje  v  křivce  kruhové 
největSí.  Tečna  k  této  křivce  rovnoběžně  k  s  vedená  jest 
přímkou  povrchovou  válce  míněného;  otáčíme-li  ji  kolem  s, 
vytvoří  nám  opět  válec  ten. 

Je-li  dán  bod  V  mimo  kouli,  položme  průměrem  VS  libo- 
volnou rovinu ;  ta  protne  kouli  v  kružnici  největší  u.  Budiž  VB 
jedna  tečna  z  V  k  w,  B  její  bod  dotyčný.  Otočíme-li  kolem 
VS,  vytvoří  přímka  VB  kužel  rotační  V,  B  pak  kružnici  r  na 
kouli.  V  každé  poloze  VBx  přímky  VB  jest  rovina  tečná 
kužele  normální  k  rovině  VSRx  (49)  a  tedy  i  k  SB), ;  stotožňuje 
se  proto  s  rovinou  tečnou  koule  pro  bod  Bx  na  r. 

Kužel  V  má  s  koulí  kružnici  r  a  v  každém  jejím  bodě 
rovinu  tečnou  společnou;  pravíme,  že  se  jí  dotýká  podél 
křivky  r.  Položíme-li  —  obr.  73.  —  bodem  F  libovolnou  rovinu,  pro- 
tínající kouli  v  kružnici  ř,  pak  bod  dotyčný  L  každé  tečny  z  V 
ku  Z  vedené  leží  též  na  r;  značíme-li  totiž  písmenem  E  střed 
kružnice  /,  jest    VL  JL  EL,  a  poněvadž  jest  přímka  SE  kolmá 
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k  rovinS  kružnice  Z,  v  níž  VL  leží,  proto  jest  též  VL  ±  SE, 
následkem  čehož  je  přímka  VL  kolmá  k  rovině  SEL  a  tedy 
VL  ±  SL,  a  proto  je  VL  tečna  kružnice  největší  v  rovině  LVS 
obsažené ;  leží  tedy  bod  L  na  kružnici  r. 

Všechny  tečny  z  bodu  V  ke  kouli  dotýkají  se  jí  tedy 
v  bodech  křivky  kruhové  r,  jejíž  rovina  je  normální  ku  prů- 
měru VS;  délku  úseček  na  tečnách  těch  mezi  Far  nazjrváme 
délkou  tečen. 

Máme  tedy  větu  : 

Délky  tečen  z  libovolného  bodu  ke  kouli  vedených  se  sobě  rovnají. 

Některé  úlohy. 

69.  Úloha.  Sestrojiti  roviny  souměrnosti  U,  V  dané  roviny  R 
a  průmětny  Pí. 
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Obr.  74. 
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Obr.  74.  —  Roviny  hledané  procházejí  stopou  n  a  půlí  úhly, 
které  rovina  R  s  průmětnou  uzavírá.  Položme  rovinu  M  nor- 
mální k  stopě  r\ ;  ta  protíná  rovinu  R  v  přímce  spádu  m,  rovinu 
průmětnou  v  jejím  průmětu  m\  roviny  U,  V  v  přímkách  u  ±  v 
půlících  úhly  přímek  m,  m'.  Otočíme  rovinu  M  kolem  její 
přímky  distanční  do  polohy  MA  s  průmětnou  stejnosměrné. 
Naneseme-li  na  r\  od  bodu  M\  úsečku  M\MP  -=id,  obdržíme  prů- 
mět otočeného  bodu  stopního  Jfí,  jehož  spojnice  s  bodem  Mn 
jest  průmět  m&4  otočené  přímky  m.  Přímky  t*A',  #A'  procházejí 
bodem  Mp  a  každá  z  nich  jest  ku  přímkám  m&\  m*  stejně  na- 
kloněna.   Z  toho  plyne,    že  kružnice   kolem  bodu  M'n   jakožto 
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středu  opsaná  a  bodem  Jff '  procházející  protíná  m4  v  bodech 
U'm  Vn*  jimiž  procházejí  přímky  uén,  v'*  hledaným  rovinám 
příslušné,  kdežto  t*i  =  v\  =  r\. 

70.  Úlohy.  1.  Sestrojiti  roviny  souměrnosti  dvou  daných  rovin 
A,  B. 

2.  Sestrojiti  osy  kuželů  rotačních,  které  se  rovin  A,  B  a  prů- 
mětny dotýkají. 

Řešme  úlohy  ty  tímto  způsobem: 

1.  —  Obr.  75.  —  Máme  přímkou  průsečnous  rovin  A,  B  položiti 
roviny  S„  S2,  které  úhly  jejich  půlí.  Nejprve  sestrojíme  dle  pře- 
dešlého roviny  souměrnosti  aipn,  a\qn  pro  A  a  Pí  a  pak  roviny 
souměrnosti  fas^  h\tn  pro  B  a  Pí.  Roviny  hledané  obsahují 
přímky,  v  nichž  roviny  a\pm  a\qn  protínají  roviny  aiSn,  aitn,  a 
procházejíce  mimo  to  přímkou  s%  jsou  tím  stanoveny. 

Za  účelem  provedení  naznačené  konstrukce  sklopíme  ro- 
viny dané  A,  B.  Tu  si  vytkneme  na  s  bod  5*  =  a*. 6*  a  opišme 
jeho  křivku  kruhovou  distanční  ti,  t.  j.  kružnici  středu  S'jt  a 
poloměru  d.  Budiž  S'nL  poloměr  této  kružnice  k  s'  normální. 
Dále  veďme  bodem  Sn  v  rovině  A  přímku  m  normální  k  stopě 
ai  a  v  rovině  B  přímku  n  normální  k  fa.  Kružnice  středu  Si 
a  poloměru  SiL  protíná  ro'  v  bodech  (á£),  (S~),  které  jsou  sklo- 
penými polohami  bodu  Sn  při  sklopení  roviny  A  na  jednu  neb 
druhou  stranu  stopy  a\.  Obdobně  jsou  průseky  [S+],  [S^] 
přímky  n'  s  kružnicí  tou  sklopenými  polohami  bodu  5*  pro 
sklopení  roviny  B. 

Vedeme-li  v  rovině  distanční  P*  ku  a\  přímky  stejnosměrné 
Vn,  qn  tak,  že  p'n  H  Sfn  =  (Si)  H  au  q'n  H  8fn  —  OK)  H  <*i  a 
v  rovině  B  obdobně  přímky  sn,  tn  tak,  aby  ťn  H  S'x  =  [SÍ ]  H  fa, 
s'n  H  S'n  =  [Sň]  H  6i,  pak  rozpolují  roviny  aipn,  «ií*  úhly  mezi 
A  a  Pí  a  roviny  fatn,  fas^  úhly  mezi  B  a  Pí.  Sestrojení  přímek 
Ptt,  g;r,  £*,  s*  může  se  díti  ostatně  též  tím  způsobem,  že  opíšeme 
kolem  S'n  dvě  kružnice  pomocné,  jednu  poloměrem  Jřia,  druhou 
poloměrem  Nifi,  kde  značí  Mi,  -Wi  stopy  přímek  w,  n  a  «  bod 
průsečný  kružnice  w  s  ď^  /?  bod  průsečný  kružnice  u  s  6*. 
Přímky  p'*,  q4n  jsou  tečnami  ku  první,  přímky  ť„,  s'n  jsou  teč- 
nami k  druhé  z  těch  kružnic  pomocných;  jsou  tím  tedy  sta- 
noveny. Přímky  pn,  <ln,  tni  sn  tvoří  rovnoběžník  MNPQ  a  přímky 
Si-flí,  SíP  leží  v  rovině  S2,  půlící  jeden  úhel  rovin  A,  B,  kdežto 
přímky  SiN,  SiQ  leží   v  rovině  Sl?  půlící  úhel  vedlejší ;  tak  že 
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Obr.  75. 
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MP  jest  přímka  distanční  roviny  Sai  NQ  přímka  distanční  ro- 
viny Sn  tedy  s*i\\MP,  sn\\NQ. 

2.  —  Obr.  75.  —  Přímky  SiM,  SiN,  SíP,  SiQ  mají  tu  vlastnost, 
že  jejich  body  jsou  od  rovin  A,  B,  Pí  stejně  vzdáleny,  můžeme 
tedy  body  ty  považovati  za  středy  ploch  kulových,  těchto  tří 
rovin  se  dotýkajících,  a  přímky  SjM,  SiN,  SíP,  SiQ  jsou  osami 
kuželů  rotačních,  dotýkajících  se  týchž  tří  rovin. 

Průměty  těchto  os  lze  sestrojiti  též  úvahou  následující: 
Mějme  na  zřeteli  takovou  kouli  K,  která  by  měla  svůj 
střed  na  př.  na  SiN  a  dotýkala  se  rovin  A,  B,  Pí  v  bodech 
A,  U,  O';  bod  O'  jest  zároveň  průmětem  středu  O  koule  K; 
zvolili  jsme  O  =  N.  Délky  tečen  z  libovolného  bodu  v  prostoru 
ke  kouli  K  vedených  jsou  si  rovny,  proto  jest  A  —\ai  =  O'  H  ai, 
B  H  Ji  =  Oé  H  b\  a  S„A  =  SnB.  Z  toho  plyne,  že  můžeme 
roviny  A,  B  sklopiti  tak,  že  body  laípo  sklopení  splynou  s  O', 
a  poněvadž  se  délky  SnA,  SnB  při  sklápění  nemění,  přijde  bod  Sn 
při  těchto  sklopeních  v  našem  případě  do  poloh  (fi£),  [££"]  od 
O'  stejně  vzdálených.  Z  toho  plyne,  že  SiN*  ±  (S%)  [S£]. 

Obdobně  obdržíme  souvislost,  že  SjQ4  J_  (^)  [Sj],  při  čemž 
přímky  SiiV,  SiQ  jsou  v  téže  rovině  souměrnosti  Sj  a  dále,  že 
SiM*  ±  [53  TO,  SjP  ±  (flj)  [S„],  při  čemž  přímky  fttf,  ftP 
leží  v  rovině  Sr 

Známe-li  průměty  hledaných  os  kuželů,  obdržíme  body 
jejich  v  rovině  Pn  sestrojením  polohy  pro  jednu  stranu  rovno- 
běžníku MNPQ,  čímž  rovnoběžník  ten  jest  již  úplně  dán. 

Sestrojme  ještě  průměty  bodů  A,  B,  v  nichž  se  koule  K 
dotýká  rovin  A,  B.  Sklopíme-li  A  tak,  že  přijde  Sx  do  (fi£),  pak 
jest  A'  průmětem  bodu,  jehož  sklopení  splývá  s  O'.  Přímky 
O4  (fl£),  A'8'x  se  tedy  protínají  na  a\.  Jest  proto 

O'  H  ai :  A'0*  =  Mt(SÍ)  :  &*  (SÍ). 

Spojíme-li  (S*)  s  patou  kolmice  z  O'  na  ai  spuštěné,  pro- 
tneme pak  spojnici  tu  přímkou  MiO1  v  bodě  1  a  kolmici  z  O*  na 
a\  přímkou  S'nl  v  bodě  £,  obdržíme  úměru 

OHai:5HaI=  Jfi(S+) :  5'*0S£), 

proto  jest  O* A'  =  ai  H  5,  Čímž  jest  bod  4'  stanoven. 

Sklopíme-li  B  tak,  že  Sn  přijde  do  [S£],  pak  B*  přijde  do 
O'.  Spojíme  tedy  [fi£]  s  O'  a  průsek  spojnice  této  s  6i  spojíme 
s  £'jr,  čímž  obdržíme  jednu  přímku  obsahující  -8';  druhou  máme 
v  kolmici  z  O'  na  bj. 
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Kužel  rotační  dotýká  se  rovin  Pí,  A.  B,  v  přímkách  Si0't 
SiA,  SiB. 

Rovina  N  X  81N  bodem  N'  položená  seče  kužel  v  kružnici 
h.  roviny  Pí,  A,  B,  případně  v  přímkách  wi,  a,  6,  dotýkajících 
se  kružnice  h  v  bodech  N\  A,  B.  Přímka  ni  jest  kolmice  v  N* 
k  SiN'  vztyčená. 

Odvoďme  nejprve  přímku  distanční  n*  roviny  N.  K  tomu 
cíli  sklopme  rovinu  promítající  F  přímkou  SiO  položenou ;  obdr- 
žíme sklopení  (O)  bodu  O  na  »i,  učiníme-li  úsečku  (/(O)  rovnou 
distauci  d;  sklopení  přímky  distanční  pro  F  jest  (O) (iř,)  ||  SiO'; 
sklopení  přímky  F.N  jest  kolmice  0'íHJ  ku  přímce  $i(0),  tak 
že  společný  bod  obou  přímek  jest  sklopeni  (C)  středu  kružnice  k. 

Průmětem  přímky  nn  jest  tedy  rovnoběžka  k  n\  bodem  (J7X) 
vedená.  Přímka  k  wi  vzhledem  k  nén  souměrně  položená  seče 
přímku  k  oi  vzhledem  k  aV  souměrně  položenou  v  bodě  av 

Přímka  a1  obsahuje  patrně  body  A\  ax  a  §x  =  n!n.  a'n; 
přímka  V  spojuje  body  fti.ni,  &'«•*'*•  Obě  přímky  a,  b  prochá- 
zejí patrně  bodem,  v  němž  rovina  N  přímku  s  protíná,  kdežto 
wi,  a  protínají  se  na  aj. 

Promítneme-li  kružnici  h  a  kružnici  největší  na  kouli  K, 
která  leží  v  rovině  P*,  orthogonálně  do  roviny  F,  bude  ve 
sklopení  průmět  této  na  přímce  {0)(HX)<  průmět  oné  na  přímce 
0'(C).  Obě  kružnice  protínají  se  v  bodech  J6T,,  i?2,  jejichž  průmět 
do  Pí  leží  tudíž  na  nfn  ve  vzdálenosti  d  od  bodu  0\  rovnající 
se  poloměru  koule.  Roviny  tečné  v  bodech  -ffj,  //a  ke  kouli  jsou 
rovinami  promítajícími;  obsahují  zajisté  též  Si  a  tečny  ke  Je 
v  bodech  H19  JBTa;  jejich  průměty  SjHév  6W,  dotýkají  se  tudíž 
průmětu  k'  v  bodech  ffn  2ř'2,  tvoříce  obrys  kužele. 


Transformace  průmětny. 

71.  Přihlédněme  blíže  k  obecné  změně  průmětny,  jak  jsme 
ji  dříve  (63)  provedli. 

Máme  následkem  toho  obecnou  úlohu: 

Útvar  prostorový  jest  úplně  vyjádřen  průmětem  svým  v  soustavě 
rovin  Pí | IP*;  má  se  vyjádřiti  průmětem  v  libovolné  jiné  soustavě 
rovin  Rn||R?i  z  nichž  prvou  předpokládáme  za  průmětnu,  druhou 
za  novou  rovinu  distanční. 

Případ,  když  Rn||Pi,  neposkytuje  nic  nového;  proto  zde 
předpokládáme  rovinu  Rn  v  obecné  poloze  k  Pí  a  volíme,  čímž 
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všeobecnosti  v  ničem  nezadáme,  R<>  H  Rn  =  ¥n  H  Pí  =  d.  Přímku, 
v  níž  rovina  Rn  rovinu  Pí  protíná,  jmenujme  osou  základní 
a  označme  ji  symbolem  xt.%  aneb  kratčeji  xl2;  osa  ta  má  tu 
vlastnost,  že  průměty  každého  bodu  na  ní  ležícího  do  Pí  a  Rn 
s  bodem  samým  se  stotožňují. 

Průsek  rovin  R?,  ¥n  jest  stejnosměrný  s  xi& ;  označme  jej  t. 
Rovinu  xiut  označme  T  a  nazveme  ji  rovinou  totožnosti,  kdežto 
rovinu  přímkou  #i.a  k  ní  kolmo  položenou  označíme  S  a  nazveme 
ji  rovinou  souměrnosti. 

Abychom  průměty  do  Rn  vyjádřili  v  pravé  souvislosti, 
sklopíme  rovinu  tu  do  průmětny  Pí  a  označíme  průmět  takto 
sklopený  pro  libovolný  útvar,  když  ke  znaku  útvaru  připojíme 
nahoře  v  právo  dvě  čárky.  V  této  poloze  nazýváme  průměty  do 
Pí  a  Rn  sdruženými  vzhledem  k  ose  xim^  kterouž  nazýváme  též 
základnicí  sdružených  průmětů,  z  nichž  průmět  do  Pí  označu- 
jeme prvým  a  průmět  do  Rn  druhým  průmětem. 

Přímku,  která  spojuje  sdružené  průměty  téhož  bodu,  nazý- 
váme ordinálou  nebo  spojnicí  vůbec.  Z  dřívějšího  výkladu  (53) 
plyne,  že  veškeré  spojnice  jsou  kolmé  k  základně. 

72.  Transformace  bodů  ležících  v  rovině  normální  k  xl2. 

Obr.  76.  —  Nejprve  odvodíme  si  nové  průměty  bodů,  leží- 
cích v  některé  rovině  M  normální  k  xlm9.  Rovina  ta  nechf  protíná 
roviny  Pí,  Rn,  T,  S,  P*,  R*  příslušně  v  přímkách  m1,  w,  ti,  t?T 
mm  mQ*  přímky  #i.2,  t  v  bodech  ifi.ni  T  a  konečně  přímku  di- 
stanční rn  roviny  Rn  v  bodě  if*. 

Za  účelem  konstrukce  sklopíme  rovinu  M  do  polohy  (M). 
Naneseme-li  na  r'n  úsečku  M'n(M44n)  =  d,  jest  (m)  =  i/i.nCAf"*). 

Rovina  R?,  mající  vzdálenost  d  od  roviny  Rn,  není  tím  ještě 
jednoznačně  stanovena;  můžeme  ji  zvoliti  v  jedné  nebo  druhé 
části,  v  něž  Rn  dělí  prostor.  Podle  toho  vedeme  též  m?  na  jedné 
nebo  druhé  straně  přímky  (w)  ve  vzdálenosti  d  od  m*.  Jest  proto 
T  H  w'  =  T  — |  m.  Půlí  tedy  přímka  u  dva  úhly  vrcholové,  určené 
přímkami  w,  mé.  Proto  rovina  T  půlí  úhly  příslušné  rovin  Pí,  Rn, 
a  rovina  S  k  ní  normální  půlí  jejich  úhly  vedlejší. 

Pro  libovolný  bod  A  v  M  obdržíme  A",  když  s  {A)  spu- 
stíme kolmici  na  (m)  a  pak  opíšeme  kružnici  kolem  í/mi,  pro- 
cházející patou  (A")  vytčené  kolmice;  kružnice  protíná  m 
v  bodě  A".  V  prostoru  vedeme  každým  bodem  A  útvaru,  jejž 
promítáme,  kolmici  k  rovině  Rn,  a  bod  A44  je  poloha  paty  této 
kolmice,    kterou  obdržíme,   když  sklopíme  Rn  do  průmětny  Pí. 
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Z  možných  dvou  sklopení  volíme  vždy  určité,  které  obdržítfie, 
když  otočíme  Rn  kolem  xxa  ve  smyslu  takovém,  že  En  přijde 
při  otáčení  nejprve  do  polohy  roviny  T  a  pak  teprve  do  sklo- 
pené polohy  Pí.  Po  otočení  tedy  vždy  rovina  P*  a  otočená  poloha 
roviny  R?  jsou  stejnosměrné  a  ku  průmětně  Pí  souměrně  po- 
loženy. 


Obr.  76. 


Zvláštní  polohy  bodu. 

1.  Leží- li  bod  Bu  v  rovině  Rn,  druhý  průmět  jest  s  ním 
totožný,  a  uvedeme-li  jej  do  polohy  ku  prvnímu  průmětu  sdru- 
žené, pak  jest  totožný  s  příslušným  sklopením  bodu. 
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2.  Leží-li  bod  C\  v  rovině  Pí,  ustanovme  opět  patu  (C"i) 
kolmice  z  C\  na  (m)  a  sklopme  (C"i)  s  rovinou  Rn,  čímž  obdr- 
žíme 0\. 

Bod  C"i  lze  povahovati  též  za  průmět  orthogonální  do  Pí 
jistého  bodu  Z>n,  v  rovině  Rn  ležícího.  Přímky  m*  (m)  a  body 
C"h  (Ci)  Jsou  souměrně  položeny  vzhledem  k  (w);  proto  jsou 
též  přímky  C"i(Ai)  a  (č7"i)Cti,  následkem  čehož  i  body  (Z>n),  <?i 
souměrně  položeny  vzhledem  k  (w);  jest  tedy  Ci  sklopená  po- 
loha bodu  Du  na  w,  pročež  Z>n^  Cí.  Z  toho  plyne  věta: 

Každý  bod  roviny,  obsahující  dva  sdružené  průměty,  můžeme 
považovati  za  bod  C\  =  -Dn,  náležející  první  nebo  druhé  rovině  prů- 
mětné; v  obou  případech  přísluší  mu  týi  bod  sdružený  C"i  =  Z>'n. 

Platnost  má  tudíž  také  věta: 

Leží-li  nějaký  útvar  2  v  rovině  Pí,  obdržíme  jeho  průmět  druhý 
2",  když  považujeme  2  za  sklopení  jistého  útvaru,  náležejícího  ro- 
vině Rn,  #  vyhledáme  sklopení  tomu  příslušný  průmět  první. 

3.  Leží-li  bod  U  v  rovině  T,  jsou  body  U\  (P")  k  (u)  sou- 
měrně položeny,  a  tedy  jest  U"=  U'.  Společný  průmět  ten  značme 
krátce  U'/".  Platnost  má  tudíž  věta: 

Sdružené  průměty  libovolného  títvaru,  obsaženého  v  rovině  to- 
tožnosti,  se  stotožňují. 

Proto  právě  nazýváme  T  rovinou  totožnosti. 

4.  Leží-li  konečně  bod  V  v  rovině  S,  pak  jest  patrně 
Mi  n  V"  —  V 3fi.ii ;  proto  jsme  nazvali  S  rovinou  souměrnosti. 
Tím  dospíváme  k  větě : 

Průměty  sdružené  libovolného  útvaru,  obsaženého  v  rovině  sou- 
měrnosti, jsou  souměrně  položeny  vzhledem  k  základnici. 

73.  Transformace  rovin. 

Obr.  76.  —  Roviny  Pí,  Rn,  T  se  protínají  v  Xi,2. 

Roviny  P*,  R?,  T  protínají  se  v  přímce  t,  která  jest  přímkou 
distanční  roviny  T  pro  původní  i  nové  promítání,  tak  že  bychom 
ji  vzhledem  k  tomu  mohli  označiti  jak  t„,  tak  i  t <,  a  tedy  prů- 
mět její  buď  ť„  neb  ť\.  Pro  krátkost  budeme  společný  průmět 
ten  značiti  od  nynějška  tn*  a  společný  průmět  libovolného  bodu 
L  na  ní  ležícího  L**.  Přímku  tnf*  nazýváme  osou  totožnosti. 

Roviny  Pí,  R^  protínají  se  v  přímce  stopní  r\  roviny  R? 
do  Pí,  roviny  P^,  Rn  v  přímce  stopní  rn  roviny  Vn  do  Rn; 
naopak  jest  r\  přímkou  distanční  roviny  Pí  vzhledem  k  Rn  a  rn 
přímkou    distanční    roviny   Rn  vzhledem  k  Pí.    Poněvadž   jsou 
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body  -3/i.n,  (M"n\  T,  Mun  vrcholy  kosočtverce,  splývá  se  zře- 
telem na  72. 2.  průmět  přímky  jedné  se  sdruženým  průmětem 
přímky  druhé  a  naopak. 

Jest  tedy  v  prvém  průměte  rovina  Rn  vyjádřena  přímkami 
Si.**  *"'*,  rovina  R?  přímkami  n  =  r"„,  t71*;  v  druhém  průměte 
rovina  Pí  jest  vyjádřena  přímkami  xx^  v"i  =  r^,  rovina  P* 
přímkami  r"n  =  r'i,  P*. 

Mimo  to  jest  F*  -\r*„  =  r"n  H  zL2  a  t*<  -I  r^  =  r"i  H  ^.s. 

Protíná-li  konečně  rovina  S  roviny  P*,  R?  v  přímkách  sn, 
s<>,  jest  s'?  =  s"*,  s"?  =  s'*,  a  přímky  ty  jsou  souměrně  položeny 
vzhledem  k  X\.%. 

Značme  (S)  bod  (mn).(v);  z  pravoúhlého  trojúhelníka 
(S)Mi.n(T)  plyne  souvislost  průmětů  pro  roviny  Rn,  S,  T,  po 
případě  Pí,  S,  T,  jak  jsme  ji  již  při  jiné  příležitosti  seznali. 
Všechny  tři  roviny  mají  společnou  stopu  Xi.*.  Opíšeme-li  kruž- 
nici, mající  střed  na  r'n  a  vytínající  z  Xi.2  tětivu  délky  2d,  jest 
pro  kružnici  tuto  jedna  tečna  rovnoběžná  s  Xi.%  přímkou  ť1*, 
druhá  taková  tečna  přímkou  8'n=s4\,  tak  že  ť1*  H  r^rzr'*  H  s?n. 

Při  tom  jest  samo  o  sobě  lhostejno,  kterou  z  těch  tečen 
zvolíme  za  ť**9  kterou  za  s'n  =  s"?,  poněvadž  možno  sklopení 
provésti  v  jednom  nebo  druhém  smyslu,  tak  že  za  T  obdržíme 
jednu  nebo  druhou  rovinu,  půlící  úhly  rovin  Pí,  Rn  i  pak  ovšem 
musíme  rovinu  R    patřičně  zvoliti. 

V  dalších  úvahách  předpokládáme  vždy,  kdy  toho  třeba, 
vyjádření  přímek  těch  xuh  r'*,  r"*,  í**   s'n,  s"n. 

74.  Úloha.  Budit  dána  libovolná  rovina  A  stopou  a\  a  přímkou 
distanční  On  vzhledem  k  rovině  průmětné  Pí ;  má  se  vyjádřiti  ve 
sdruženém  průměte  jejím  přímka  stopní  au  a  přímka  distanční  a<>, 
čili  jinak  řečeno,  dána  jest  pro  rovinu  A  stopa  a  přímka  distanční 
prvá;  sestrojiti  se  má  její  stopa  a  přímka  distanční  druhá  nebo 
naopak. 

Obr.  77.  —  Protneme  rovinu  danou  rovinou  totožnosti  v  přímce 
u,  stanovené  body  Um  =  a?ia .  ai,  Un*  =  ť1* .  a'*.  Body  na  rn  le- 
žící mají  první  průměty  na  r'n,  průměty  druhé  na  r"n  a  leží 
v  průmětně  druhé :  naopak  body  v  průmětně  prvé  na  r"n  ležící 
mají  své  sdružené  průměty  druhé  na  r*n,  Z  toho  plyne 

1.  že  bod  An  —  an.rn,  mající  průmět  prvý  v  A'n  =  a'n.  r'n, 
má  svůj  průmět  sdružený  A"n  v  patě  kolmice  s  A*n  na  rétn  spu- 
štěné a  že  průmět  ten  náleží  stopě  an,  a  jest  tedy  spojnice  bodů 
řfi.n,  A"n  stopou  druhou  an  roviny  A; 
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2.  že  bod  B\  =  ai.r"*  má  svůj  sdružený  průmět  druhý, 
v  patě  B"i  kolmice  z  J?i  na  r'*  a  že  průmět  ten  náleží  průmětu 
přímky  distanční  a$. 

Význam  přímek  r'*,  r"^  pro  transformaci  vůbec  můžeme 
obecně  takto  vysloviti,  když  pro  sdružené  průměty  libovolného 
útvaru  -2*  značíme  2i,  2n  útvary  jeho  stopní  do  Pí  a  Rn,  kdežto 
2?m  ~'q  značíme  příslušné  průměty  jeho  prvků  distančních: 

Sdruíený  průmět  druhý,  příslušný  prvkům  společným  útvaru  2i 
a  přímce  r"^,  leží  na  iř„  a  ndleíí  útvaru  -£"?,  kdeito  sdruíený  průmět 
druhý,  příslušný  prvkům  společným  útvaru  2 'n  a  přímce  r*,  leží  na 
r"n  a  náleží  útvaru  2n  a  naopak. 


Obr.  77. 


Pro  rovinu  máme  tedy  následující  konstrukci: 

1.  Protneme  průmět  přímky  distanční  an  s  r*n  v  A*n  a 
s  bodu  toho  spustíme  kolmici  na  r"w.  Pata  A"n  této  kolmice 
leží  na  přímce  stopní  an,  která  mimo  to  prochází  bodem  ř/un 
přímka  a"    jest  rovnoběžka  bodem  U**  k  ní  vedená. 

2.  Protněme  přímku  stopní  a\  s  r"*  vftas  bodu  toho 
spustíme  kolmici  na  r'n ;  pata  Bu\  této  kolmice  leží  na  průměte 
druhém  přímky  distanční  a<>,  který  mimo  to  prochází  bodem  Un* ; 
přímka  au  jest  rovnoběžka  bodem  Í7i,n  k  ní  vedená. 
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Dále  jest  patrno,  že  druhé  průměty  přímek  ai,  an  jsou 
a"i=  Ui.nB%  a"7t=  V^Aé,„;  ty  procházejí  tedy  druhými  průměty 
bodů  An,  Bj,  tvoříce  s  au,  a"?  rovnoběžník;  průměty  prvé  pří- 
mek au,  a?  jsou  pak  a'n=  UrnA^,  «V  =  Un*Bi;  ty  procházejí 
průměty  prvými  bodů  -4*,  i?i  a  tvoří  s  <n,  a'^  rovnoběžník. 

Považujeme-li  ai  za  sklopení  přímky  v  Rn  ležící  do  Pí, 
jest  průmět  první  této  přímky  a%  a  považujeme-li  an  za  sklo- 
pení přímky  v  Rn  ležící  do  Pí,  jest  průmět  její  první  a'n- 

Zvolme  nyní  rovinu  B  tak,  aby  61  =  an,   b'n  =  aééq  a  hle- 
dejme pro  rovinu  tu  novou  přímku  stopní  bn  a  distanční  &p, 
Provedeme-li  konstrukci  právě   uvedenou,    seznáme,   že  místo 
bodů  prve  uvedených  A'n,  Aun,  B\,  JB"i  nastoupí  příslušně  body 
J3"i,  Bi,  A'%  A4n  a  že  tedy  bu  =  «i,  &"?  =  a'*. 


Obr.  78. 


Obr.  79. 


Můžeme  tedy  vysloviti  větu: 

PovaSujeme-li  v  rovině  dvou  sdružených  průmětů  jednu  z  libo- 
volných dvou  přímek  rovnoběžných  za  přímku  stopní,  druhou  za  průmět 
přímky  distanční  roviny,  buď  vzhledem  k  jedné,  nebo  vzhledem  k  druhé 
průmětně,  přísluší  přímkám  těm  v  obou  případech  tytéí  dvě  přímky \ 
jedna  jako  přímka   stopní,   druhá  jako  průmět   přímky   distanční. 

Když  tedy  dvě  rovnoběžky  v  rovině  sdružených  průmětů, 
jedna  jako  přímka  stopní,  druhá  jako  průmět  přímky  distanční, 
vyjadřují  dvě  roviny,  z  nichž  jedna  jest  vyjádřena  vzhledem 
k  Pí,  druhá  vzhledem  k  Rn,  jsou  roviny  ty  ve  sdružených  prů- 
mětech opět  společně  vyjádřeny  dvěma  přímkami.  Nazveme  stopy 
a  průměty  přímek  distančních  dvou  rovin  vzhledem  k  téže  prů- 
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metně  přímkami  souhlasnými,   vzhledem  k  různým  průmětnám 
přímkami  nesouhlasnými. 

Můžeme  tedy  vysloviti  větu: 

Mají-li  dvě  roviny  jednu  dvojici  nesouhlasných  stop  a  průmětů 
pHmék  distančních  společnou,  mají  téi  druhou  dvojici  přímek  takových 
společnou. 

Máme-li  tedy  z  daných  přímek  an,  a"ť  roviny  A  odvoditi 
přímky  ai,  án,  můžeme  postupovati  tak,  že  si  myslíme  rovinu  B 
dánu  přímkami  bi  =  an,  &„  =  á\  a  sestrojíme  pro  tuto  rovinu 
přímky  &n,  b"n;  pak  bude  ai  =  &n,  a'n=b"i*  Připomínáme  ještě, 
že  jest  též  a'n  =  6"i,  a' V  =  b'n.  Vyznačeným  postupem  vyjádřili 
jsme  v  obr.  78.  přímky  an,  an  pro  rovinu  A  promítající  do  prů- 
mětny prvé.  Totéž  vyjádření  máme  pro  rovinu  B  promítající 
do  průmětny  druhé,  když  B"  =  A'.  V  obr.  79.  jest  vyjádřena  ro- 
vina, jejíž  stopa  první  nebo  druhá  je  kolmá  k  X\*. 

75.  Obr.  80.  —  Vyjádřeme  dále  rovinu  A  položenou  ně- 
jakou přímkou  spádovou  h  roviny  souměrnosti  S. 

Ježto  #i.2-H$'?r=r"*r— |r'*r,  plyne  z  toho,  že  zde  A"„  =  Bii 
J3"i  =  Aěn.  Následkem  toho  bude  an  =  «i,  a"9  =  a'*.  Tedy : 

Pro  rovinu  stejnosměrnou  s  přímkami  spádovými  roviny  sou- 
měrnosti jak  stopy  ai,  an,  tak  průměty  a'*,  a"p  přímek  distančních 
se  stotoĚňujú 

Místo  a"f  =  a'n  pišme  jako  dříve  krátce  an(*  a  místo  an  =  ai 
pak  ai.ii. 

Vytkněme  si  znovu  rovinu  B  přímkami  &i,  b'„  a  stanovme 
její  přímky  bn,  &"?•  Rovina  ta  protne  rovinu  totožnosti  v  přímce 
u ;  veďme  přímkou  tou  rovinu  A,  rovnoběžnou  ku  přímkám  spá- 
dovým roviny  souměrnosti  S. 

Body  an*.  r*„,  ai.n  •  **kn  označme  opět  A'„  a  Bi.  Bod  r'n .  b'^ 
označme  Pn^  patu  kolmice  z  P„  na  r"n  čili  bod  ba  •  r"n  označme 
Fun  a  konečně  bod  b\.rnn  označme  E\. 

Trojúhelníky  A^P^U71^,  A,énEiUi.TL  jsou  podobně  položeny 
a  protože  mají  stejné  výšky,  jsou  shodné,  následkem  čehož  jest 
A'nFn  =  EtA"n,  ale  poněvadž  též  A'7tPn  =  A^P**,  proto  jest 
EiAiln  =  A"nF"n.    Z  toho  plyne : 

PoloMme-li  přímkou,  v  níž  daná  rovina  B  rovinu  totožnosti 
protíná,  rovinu  A  stejnosměrnou  s  přímkami  spádovými  roviny  sou- 
měrnosti, pro  niž  stopy  v  přímce  ai.n  a  průměty  přímek  distančních 
v  přímce  an*  se  stotožňují,  pák  jsou  úseky  na  libovolných  přímkách 
stejnosměrných  s  osou  x12)  omezeně  stopami  &i,  bu  roviny  B,  přímkou 
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oi.ii  rozpůleny,  jakož  rozpůleny  jsou  přímkou  a7**  i  obdobné  úseky, 
omezené  průměty  Vn,  b"Q  přímek  distančních  b„t  b9. 

Věta  tato  nám  poskytuje  dalSí  konstrukci  pro  přímky  &n, 
6f  roviny  B,  dané  přímkami  &i,  b„. 


Obr.  80. 

Vztyčíme  na  př.  v  bodě  #ui  =  $i.git  kolmici  A'  k  x12  a 
protneme  ji  přímkou  s'n  v  bodě  Efn ;  značí-li  I  průsek  6  V  s'*, 
tu  na  s'n  učiníme  H'nII=  IH*n,  pak  jest  přímka  ft"?  spojnicí 
bodu  II  s  bodem  TJ**. 

Dále,  značíme-li  Q'n  průsek  přímky  ai.n  s  přímkou  s'^, 
bod  III průsek  bi.s'n  a  učiníme-li  na  sfn  úsečku  GénIV=zIIIGénj 
obdržíme  ve  spojnici  bodů  IV,  Um  přímku  &n. 

76.  Transformace  přímek. 

Obr.  81.  —  Budiž  dána  přímka  p  bodem  stopním  Pj  a  bo- 
dem distančním  Tn.  Abychom  odvodili  z  průmětu  p'  průmět  sdru- 
žený pu9  položme  přímkou  rovinu  A.  Zde  jsme  ji  zvolili  tak, 
aby  byla  stopa  a\  J_  *u>  a  odvodili  jsme  si  z  přímek  a\y  a'n  zná- 
mým  způsobem  přímky  an,  a"?  a  pak  přímky  a%  a'?.  Přímka 

J.  Sobotka:   DetkrlptiTnl  geometrie.  8 
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a' n  protíná  přímku  p*  v  bodě  P*n,  přímka  ď9   v  bodě  PV    Body 
těmi  vedeme  ordinály,  které  protnou  a^ď^  v  bodech  Pn,  resp.  PV 


Obr.  81. 


Týž  počet  výkonů  by  nás  vedl  ke  konstrukci  přímky  p" 
a  bodů  J\i,  P"e,  kdybychom  byli  přímkou  p  položili  rovinu 
promítající  L  do  průmětny  prvé.  Volba  roviny  A  však  poskytuje 
o  jednu  kontrolu  více.  Přímky  p\  p"  se  protínají  na  průmětu 
přímky  totožnosti  u  =  Í7m  Un?  roviny  A  ve  společném  prů- 
mětu bodu  T  na  přímce  p  ležícího ;  tento  lze  v  případě  pomocné 
roviny  A  bezprostředně  vyjádřiti,  kdežto  v  případě  pomocné 
roviny  promítající  L  jest  u4  =  L'.  V  obou  případech  určiti  lze 
ještě  bod  S  v  rovině  souměrnosti  na  přímce  p.  Průsek  t?  =  A.S 
má  svůj  průmět  prvý  v*  v  přímce,  spojující  Z/m  s  bodem  «'*.$'* 
a  protínající  p*  v  S'.  Vyhledáme-li  k  a^.^n  souměrně  položený 
bod  vzhledem  k  xí2,  spojnicí  jeho  s  E7í.ii  bude  přímka  0",  protí- 
nající p"   v  bodě  £".    Úsečka  S'£"  musí  býti  kolmá  k  ose  xlt 
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a  musí  jí  býti  rozpůlena.  Provedení  této  konstrukce  jest  rovněž 
o  jeden  výkon  kratší  při  použití  roviny  A,  jejíž  stopa  a\  jest 
kolmá  k  £12,  nežli  při  použití  roviny  promítající,  tak  že  se  obecně 
spíše  doporučuje  použití  roviny  prvé  nežli  roviny  druhé. 

Uvažujme  dvě  přímky  p,  q,  pro  něž  Pí  =  Qu  a  ?»  =  Q"?, 
tak  že  průmět  prvý  přímky  p  stotožňuje  se  s  průmětem  druhým 
přímky  g,  a  položme  přímkou  p  libovolné  roviny,  přímkou  q  pří- 
slušné pak  roviny  takové,  aby  se  přímky  nesouhlasné  příslušných 
rovin  kryly,  tedy  jsou-li  na  př.  L,  M  dvě  takové  příslušné  ro- 
viny, pak  zvolíme  mu  =  Ji,  m"<>  ==  i'*,  což  jest  zde  možno ;  pak 
se  budou  dle  věty  poslední  v  (74)  též  přímky  druhé  nesouhlasné 
takových  příslušných  rovin  krýti,  tedy  m\  =  Zn>  m'ii  =  J'V 

Stopy  druhé  rovin  přímkou  p  položených  budou  se  protí- 
nati v  bodě  stopním  druhém  Pn  přímky  i>,  a  rovněž  průměty 
jejich  druhých  přímek  distančních  budou  se  protínati  v  bodě  P"? 
na  p".  Z  uvedené  souvislosti  plyne,  že  Qi==  Pn  a  Q4n  =  PV 
Máme  tedy  větu: 

Kryjí-li  se  dva  nesouhlasné  průměty  dvou  přímek,  kryjí  se  téé 
druhé  dva  jejich  průměty  k  nim  sdružené. 

Obdržíme  tedy  totéž  sdružené  vyjádření  přímky  dané  bodem 
stopním  a  průmětem  bodu  distančního,  af  již  vyjádření  to  pojí- 
máme za  průmět  první  či  druhý. 

77.— Obr.  82.— Klademe-li  přímkou  p  zvláště  rovinu  E  stejno- 
směrnou s  přímkami  spádovými  roviny  souměrnosti,  bude  ei  =  *n, 
e'n  =  e"?,  a  následkem  toho  přímky  ty  budou  se  stotožňovati 
s  přímkami  PiPn,  po  případě  Pn?"?-  Jest  tedy  vždy  pro  prft- 
mety  sdružené  dané  přímky  FnP"?  ||PiPn-  Souvislost  ta  plyne 
též  z  toho,  že  bod  T,  pro  nějž  T/"  =  p'.p",  jest  od  rovin  Pí,  Rn 
stejně  vzdálen,  a  že  tedy  27"PV  :  T/"Pn  =  V/"^  :  TpBi. 

Konečně  z  předcházející  konstrukce  plyne,  že  (obr.  81.)  troj- 
úhelníky Pií7ijiPn,  PxlPtjP**  jsou  podobně  položeny  pro  P/u 
jako  střed  podobnosti,  z  čehož  soudíme  opět,  že  PiPn||PVPV 

To    nás    vede  k  následujícímu  odvození  průmětu  pu  z  pě. 

Bodem  P*  veďme  kolmici  k  £)2  a  nanesme  na  ni  P^/Zi 
=  #i»  H  *n  =  **n  H  rVr,  pak  jest  Pifíi  stopou  společnou  1.  a  2. 
roviny  E,  a  přímka  bodem  P*  k  ní  stejnosměrně  vedená  sjedno- 
cuje nesouhlasné  průměty  jejich  přímek  distančních. 

Protneme  prvou  přímku  s  xlm%  v  ř/nj,  druhou  s  tn*  v  Un*% 
pak  přímka  DLnO**  protíná  přímku  p*  v  bodě  2*/11,  náležejícím 
též   přímce  p",  a  že  dále  rovina  E  rovinu  souměrnosti  protíná 

8* 


—  116  — 

v  přímce  spádové,  mající  bod  stopní  ř/Ln,  protíná  ordinála 
bodu  t/i.n  přímky  jp',  pu  v  průmětech  bodu  souměrnosti  S  le- 
žícího na  p\  proto  bude  /S'ř7in  =  ř7i.nS".  Následkem  toho  přímka 
*'/"=  UuiU71*  půlí  délku  ordinály  každého  bodu  na  p. 


Obr.  82. 


Protneme-li  tudíž  přímku  efj"  přímkou  PtjJh  v  bodě  1,  bude 
lP"n  =  Pni,  čímž  jest  stanoven  dalgí  bod  P"n  přímky  p".  Radu 
kontrol  a  body  P"i,  P^,  JPni  ^Pf  bychom  obdrželi,  kdybychom 
vyjádřili  pro  E  přímku  e"i  =  e'n<  spojující  Z7i.n  s  bodem  r** .  e^ 
a  přímku  eun  =  eft,  spojující  Vn(í  s  bodem  run.euu 

78.  —  Obr.  83.  —  Položme  přímkou  p  rovinu  A,  promítající 
do  Pí  a  rovinu  B,  promítající  do  Rn-  Označíme-li  průsečný 
bod  přímek  a"<>,  b'«  písmenem  Auq  aneb  B'n  a  průsečný  bod  pří- 
mek au,  bj  písmenem  Ajj  aneb  Bh  jsou  trojúhelníky  PiPnAn* 
p7tP"eA"e  položeny  podobně;  středem  podobnosti  jest  bod  Tju 
=  p' .p",  následkem  čehož  body  Au,  Auq  leží  na  přímce  prochá- 
zející bodem  2*/". 


"N 
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Myslíme- li  si  dále  rovinu  C  promítající  do  průmětny  prvé 
tak,  aby  O  se  stotožňovalo  s  p",  pak  víme  (74),  že  pro  rovinu 
tu  bude  cn  =  &i,  c"q  =  &'*.  Z  toho  soudíme,  že  přímka  a  vyjá- 
dřená body  Ajjy  A"^,  jest  průsečnou  přímkou  rovin  A,  C,  tedy 
přímkou  promítající  do  průmětny  prvé,  procházející  bodem  T, 
a  rovněž  tak  jest  přímka  6,  vyjádřená  body  J3i,  Bn  přímkou, 
promítající  do  průmětny  druhé,  procházející  též  bodem  T.  Proto 
jest  AjiAuq  J_  #12. 


Gt\a}   # 


Obr.  83. 


Tím  obdržíme  následující  odvození  průmětu  druhého  p" 
přímky  p  z  daného  průmětu  prvého.  Položíme  přímkou  p  ro- 
vinu promítající  A  do  Pí  a  vedeme  ordinálu  bodem  Pí  protí- 
nající an  v  bodě  Ou  a  a"q  v  bodě  6ř"e;  naneseme- li  na  ordi- 
nálu tu  PiWn  =  GuG"?,  jest  HnPn  přímkou  bn  a  rovnoběžka 
k  ní  bodem  Pí  vedená  přímkou  &i  roviny  B,  která  promítá 
přímku  p  do  Rn-  Jest  tedy  p"  spojnicí  bodu  bi.xn  s  bodem 
b'n .  P*.  Nebo  když  sestrojíme  přímku  HnPn  uvedeným  způsobem 
a  bod  její  průsečný  s  rn  promítneme  na  r"*,  obdržíme  jeden 
bod  přímky  jp",  druhý  bod  jest  průsekem  přímky  BfnPn  s  přím- 
kou ***. 

Můžeme  též  postupovati  tak,  že  vedeme  ordinálu  bodu  Pn,  jež 
seče  au  v  Zn,  a"?  v  L"?,  a  naneseme  na  ni  PtnK\  =  Lié^Ln ;  pak 
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jest  P\Ki  přímkou  stopní  bj,  jejíž  průsek  s  X\%  dává  již  jeden 
bod  přímky  p";  druhým  bodem  jest  průsečík  rovnoběžky  Vn 
k  b\  bodem  P*  vedené  s  P*  aneb  bod  na  r"*  prve  odvozený. 

Odvození  průmětu  p"  vychází  zde  na  to,  že  klademe  přímkou 
p  rovinu  kolmou  k  Rn  a  za  tím  účelem  vedeme  buď  bodem  Pí 
aneb  bodem  P*  přímku  promítající  do  Rn.  Obdobně  se  provede 
přechod  od  p"  ku  p'. 

79.  Transformace  libovolných  bodů. 

Obr.  84.  —  Je-li  nositelkou  bodu  L  rovina  A,  odvodíme  si 
z  průmětu  &  průmět  2/,  když  z  přímek  daných  «&  ďn  myslíme  si 
sestrojeny  známým  způsobem  přímky  an,  a'V  jimiž  nositelka  A 
v  novém  průměte  jest  vyjádřena ;  bodem  L  vedeme  pak  nějakou 


\ 


x>.    \ 


^r 


Obr.  84. 


přímku  g,  z  jejíhož  průmětu  prvního  odvodíme  známým  způsobem 
průmět  druhý,  tak  že  tu  jde  jenom  o  vhodnou  volbu  přímky  g. 
Vedeme  tedy  na  př.  <f  bodem  A'n  =  r'n .  cín  až  ku  průseku  s  prů- 
mětem a'/"  přímky,  v  níž  A  rovinu  totožnosti  protíná,  odtud  jde 
gu  k  bodu  A"n  =  r"n .  an.  Bod  L"  jest  průsek  přímky  g"  s  ordinálou 
L'LU.  Místo  přímky  g  mohli  jsme  zvoliti  přímku  gt  =  LBh  kde 
Bi  =  ai.r"*,  nebo  přímku  hlavní  první  g±  roviny  A,  pro  niž 
g"A\VuiB»ll  atd. 

Obr.  85.  —  Je-li  nositelem  bodu  J  přímka  p,  můžeme  si 
z  pé  odvoditi  pli,  čímž  jest  bod  J"  na  ordinále  příslušné  také 
stanoven.  Nebo  můžeme  přímku  p  nahraditi  jiným  nositelem, 
na  př.  stejnosměrným    s  přímkami   spádovými  roviny  souměr- 
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š? 


nosti.  Vedeme  tedy  bodem  Pí  kolmici  ku  X\%  a  naneseme  na  ni 
P1L,n  =  ťn  H  r"*,  pak  spojíme  Vn  s  V*n  přímkou  efn  a  vedeme 
k  této  bodem  Pí  stejnosměrku  e%. 
Kolmice  bodem  J'  ku  x\%  vedená 
protíná  přímku  e\  v  Hi,  přímku  e'* 
v  H'ni  a  přímka  h  určena  těmito 
body  jest  též  nositelkou  bodu  J; 
vzhledem  k  průmětné  druhé  jest  tu 
Hn=Hi  =  Hi.n,  &'<,  =  &„  =  &<«. 
Určíme  průsek  H  přímky  h  s  ro- 
vinou totožnosti  pomocí  přímky, 
v  níž  rovina  E  rovinu  totož- 
nosti protíná,  pak  na  h'  =  h"  pře- 
neseme J3T'/"  J"  =  ďH'/",  čímž 
obdržíme  průmět  druhý  J"  bodu 
J  ležícího  na  nositelce  A,  což 
vyplývá  již  z  toho,  že  přímka  h 
jest  k  oběma  průmětnám  stejně 
nakloněna  a  že  následkem  toho 
průměty  úsečky  JH  mají  stejné 
délky. 

Z  vět  v  (74  a  76)  plyne: 

Kryje-li  se  ve  dvou  sdružených 
průmětech  průmět  první  jednoho 
bodu  a  průmět  jeho  nositelky  (přímky 
aneb  roviny)  s  průmětem  druhým 
druhého  bodu  a  jeho  nositelky,  pak 

se  kryje  téi  průmět  druhý  bodu  prvního  a  jeho  nositelky  s  průmětem 
prvým  bodu  druhého  a  přináležející  mu  nositelky* 

80.  Transformace  útvarů  rovinných. 

Obr.  86.  —  Sdružený  průmět  druhý  útvaru  rovinného  jest 
v  jednoduché  poloze  vzhledem  ku  průmětu  jeho  prvému.  Sdru- 
žené průměty  A\  A"  téhož  bodu  leží  totiž  na  přímce  určitého 
směru  kolmého  k  xl2  a  sdružené  průměty  a\  a"  téže  přímky 
protínají  se  na  stálé  přímce,  společném  to  průmětu  přímky  prů- 
sečnó  u  roviny,  v  níž  útvar  leží,  s  rovinou  totožnosti.  Polohu  tu 
nazýváme  affinni  čili  příbuznou ;  s  ní  jsme  se  již  setkali  v  případě 
sklopení  rovin  (32.).  Je-li  na  př.  v  rovině  A  dané  přímkami  ai, 
afn  trojúhelník  ABC,  jehož  průmět  prvý  známe,  můžeme  při  od- 
vození průmětu   druhého  A"B"C"    pokračovati  takto.    K  bodu 


Obr.  86. 
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An  =  ťn.cín  hodí  se  bod  A"n  na  r"n\  ku  přímce  A&n  spojnice 
bodu  u'1'.A'A'*  s  Au*,  na  níž  pomocí  ordinály  obdržíme  A". 
Průsekem  přímky  A'Bé  s  u'/u  vedeme  přímku  k  bodu  A"  směřu- 


jící, na  níž  leží  bod  B"m  Sestrojíme  pak  ještě  průmět  druhý 
přímky  AC\  jest  to  spojnice  bodu  A'C .  t*'/11  s  bodem  A".  Spojnici 
tu  protíná  konečně  ordinála  bodu  C"  v  bodě  C". 


0  promítání  do  dvou  průměten. 

81.  Byl-li  dán  útvar  prostorový  průmětem  svým  pomocí 
promítání  s  rovinou  pomocnou  distanční,  odvodili  jsme  snadno 
jeho  libovolný  průmět  sdružený.  Můžeme  naopak  původně  již 
předpokládati  dvě  roviny  v  uhlu  co  k  sobě  nakloněné  Pí  a  Rn 
jz2l  roviny  průmětné,  odvozovati  průměty  orthogonální  útvarů 
v  prostoru  do  těchto  rovin  a  pak  sklopením  roviny  průmětné 
jedné  do  roviny  průmětné  druhé  kolem  jejich  přímky  průsečné 
&n  převésti  průměty  ty  do  poloh  sdružených.  Takovými  dvěma 
průměty  sdruženými  jest  útvar  prostorový  též  úplně  vyjádřen. 

Je-li  při  provádění  transformace  Rn  J.  Pí,  pak  jest  pro  li- 
bovolný bod  A  vzdálenost  bodu  A'\  na  ordinále  AA"  kolmé 
k  #i2  ležícího,  od  xx%  rovna  vzdálenosti  bodu  A  od  roviny  Pí 
a  vzdálenost  bodu  A4  od  xx%  rovna  vzdálenosti  bodu  A  od  ro- 
viny Rn.  To  jest  patrno  z  toho,  že  v  prostoru,  tedy  dokud  prů- 
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mety  nejsou  sdruženy,  rovina  AA'A"  seče  osu  %\%  v  bodě  A§ 
tak,  že  A^AA"  tvoří  obdélník  a  že  tedy  jest  A$ A4  =  A" A  a 
A^A"  =  A  A. 

Takovými  dvěma  sdruženými  průměty  do  rovin  Pí  X  Ru 
tudíž  poloha  každého  bodu  z  průmětů  jeho  bezprostředně  jest 
stanovena,  tak  že  užívání  určitých  rovin  distančních  by  zde  ne- 
mělo smyslu.  Z  toho  vyplývá  důležitost  této  methody  zobrazovací 
a  nezávislost  její  na  methodách  jiných.  Budeme  se  později  hlavně 
touto  methodou  zanášeti.  Je-li  však  m  úhel  libovolný,  pak  se 
mnohdy  konstrukce  ve  sdružených  těchto  průmětech  pohodlněji 
provádějí  přechodem  k  rovině  distanční,  stejnosměrné  s  jednou 
nebo  druhou  průmětnou.  Z  té  příčiny  poukážeme  zde  k  řešení 
několika   málo   úloh  pomocí   příslušných    průmětů  sdružených. 

82.  Úloha.  Dány  jsou  sdružené 
průměty  A't  A"  bodu  A ;  má  se  bod 
ten  vyjádřiti 

1.  průmětem  v  soustavě  Pí,  P*; 

2.  průmětem  v  soustavě Rn,  R(>. 

Obr.  87.  —  Zvolíme  za  no- 
sitelku bodu  v  prvém  případě  ro- 
vinu nějakou  A  promítající  do  Rn> 
v  druhém  případě  rovinu  nějakou 
B,  promítající  do  Pí.  Tím  pak 
jest  bod  A  dán  buď  průmětem 
svým  A*  a  rovinou  a\an  jakožto 
nositelkou  anebo  průmětem  A"  a 
rovinou  bufy  jakožto  nositelkou. 
Máme-li  bod  ten  vyjádřiti  pomocí 

nositelky  přímkové,  vedeme  v  prvém  případě  v  rovině  A, 
v  druhém  případě  v  rovině  B  bodem  A  libovolnou  přímku 
a  =  AiAn. 

83.  Úloha.  Dána  jest  rovina  A  svými  stopami  ai,  an  a  průmět 
jeden  přímky  p  v  ní  leiíci\    sestrojiti  má  se   průmět  její  sdruíený. 

Obr.  88.  —  Budiž  dán  průmět  p%  hledejme  p\  Odvoďme 
nejprve  průmět  druhý  P\  stopy  Pi=p'.a1  tím,  že  si  myslíme 
v  Pí  přímku  nějakou  bodem  Pí  a  odvodíme  druhý  její  průmět. 
To  se  stane,  když  přímku  tu  považujeme  za  sklopení  [Z]  do  Pí 
určité  přímky  v  Rn  ležící  a  odvodíme  příslušný  průmět  V  (72  2). 
Zvolíme  výhodně  [l]  ==#';  k  bodu  [l]  .r"n  jakožto  bodu  ve  sklo- 


Obr.  87. 
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pění  náleží  na  rn  bod  jakožto  průmět;  spojnice  bodá  tohoto 
s  bodem  x12.  [1]  jest  tedy  Z',  což  jest  zároveň  druhý  průmět  přímky 
zvolené.  Leží  proto  P"i  na  V. 

Dále  odvodili  jsme  stopu  Pn  přímky  tím,  že  jsme  kladli 
přímkou  p  rovinu  Q  promítající  do  Pí  a  odvodili  pro  rovinu  tu 
stopu  íii,  která  obsahuje  bod  p'. Xi%  a  bod  Q.r*,  jehož  první 
průmět  jest  p'.*Vr'  a  druhý  průmět  leží  na  r*",  čímž  je  stanovena. 


Obr.  88. 


Jest  tudíž  Pn  =  «n-2n  a  p"  =  P"iPn.  V  obrazci  vyjádřen 
ještě  bod  P přímky p  v  rovině  totožnosti.  Ordinála  bodem  ai-r*" 
vedená  seSe  rn  v  bodě,  jímž  prochází  a?"  ||an-  Rovina  A  seče 
rovinu  totožnosti  v  přímce  a,  jejíž  průmět  a'/"  spojuje  bod 
a^k.tn(í  s  bodem  ai.au  a  seče  p'  v  bodě  P'/",  jímž  též  prochází 
přímka  pu. 

Jinak  můžeme  postupovati  tak,  že  odvodíme  oMi,  a'n ;  je-li 
průmět  p'  dán,  pak  jest  Pí  =p'.  ai,  Pn  =  pi.a%  z  kterýchžto 
bodů  odvodíme  P"i  na  ai4i  a  Pn  na  au,   tedy  pu  =  P"iPn. 

Obdobně  odvodíme  p',  dán-li  jest  průmět  p". 

Úloha.  Rovina  A  jesl  dána  stopami  ai,  an  a  dán  jest  bod  A 
v  ní  ležící  průmětem  prvým  A' ;  má  se  sestrojiti  průmět  jeho  druhý  A". 

Obr.  89.  —  To  se  děje  jednoduše  buď  pomocí  průmětu  a", 
aneb  pomocí  průmětu  a'n  tím,  že  sestrojíme  bodem  A  bud  přímku 
h  stejnosměrnou  s  an  nebo  přímku  g  stejnosměrnou  s  a\. 

Vedeme  tedy  bodem  A'  buďA'||a'n  a  odvodíme  na  a'\ 
z  bodu  E\  —  ai.h'  průmět  druhý  H"h  jímž  vedeme  h"  ||  an  nebo 
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vedeme  bodem  A*  přímku  g*  ||  a\  a  odvodíme  z  bodu  G'n  =  g\  a'n 
průmět  drahý  Gu  na  au,  pak  tímto  průmětem  vedeme  stejno- 
směrku  g"  k  a% 


Obr.  89. 


Obdobně  bychom   sestrojili  A*  z  bodu  -4"  pomocí  přímek 
g  a  h. 

84.  Úloha.  Daným  bodem  A  vésti  přímku  a  rovnoběžnou  k  jedné 
průmětně^  dán-li  jest  jeden  její  průmět. 


Obr.  90. 

Obr.  90.  —  Bod  A  jest  dán  svými  průměty  A',  A".  Daný 
průmět  přímky  a  považujme  za  průmět  souhlasný  přímky  a,, 
v  příslušné  průmětně  ležící,  a  odvoďme  průmět  nesouhlasný. 
Průměty  přímky  a  obdržíme  z  toho,  že  jsou  se  souhlasnými 
průměty  přímky  a,  stejnosměrný. 
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Budiž  na  př.  a\\  Px.  Je-li  pro  přímku  tu  průmět  a'  dán,  jest 
a\  =  a4 ;  seče-li  průmět  ten  r"n  v  bodě  6ř',  leží  Gi4  na  ťn  a  a", 
jest  spojnice  bodů  G'\  a'vxi%.  Naopak  je-li  průmět  a"  dán, 
jest  ai\  =  a";  seče-li  průmět  ten  r'*  v  bodě  <?",  tu  leží  G4  na 
r"n  a  a\  spojuje  bod  a".#12  s  G4. 

85.  Úloha.  Rovina  A  /es£  stejnosměrná  s  osou  £1.2;  roa/í  se 
provésti  konstrukce  k  rovině  té  se  vztahující. 

Obr.  91.  —  Předpokládáme,  že  rovina  A  jest  dána  svými 
stopami  au  #h- 
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Obr.  91. 


Mohli  bychom  odvoditi  a\  jakož  i  a'n  a  přímek  těch  při 
konstrukci  použíti.  Pohodlnější  bude  však,  vyjádříme-li  si  ro- 
vinu tu  přímkami  ai  a  a*,  nebo  přímkami  au,  a«>  a  řešíme  úlohy 
pomocí  jednoho  nebo  druhého  průmětu.  Abychom  obdrželi  a*, 
vytkněme  si  v  A  libovolnou  přímku  h  průmětem  druhým  h"  a 
hledejme  prvý  její  průmět  hf.  Položme  přímkou  h  rovinu  pro- 
mítající E  do  Ku  a  odvoďme  pro  ni  známým  způsobem  přímky 
eu  e4n.  Bod  stopní  Hn  přímky  h  jest  průsečným  bodem  přímek 
A",  «n;  průmět  jeho  první  /Z'n  je  v  průseku  příslušné  ordinály 
s  přímkou  e'n,  spojující  body  xxt.e^  r'* .  <?'*.  Proto  jest  hf  = 
HiHlu\  přímka  tato  protíná  efn  v  bodě  iT*,  a  průmět  prvý 
přímky  distanční  au  prochází  bodem  Hn  a  je  stejnosměrný  s  aj. 

Vedeme-li  ve  sdružených  průmětech  bodem  ífn  rovnoběžku 
ku  přímce  iJífln,  protne  h"  v  bodě  Hue  (77),  jímž  jde  přímka 
a"(*  rovnoběžně  k  #i2. 


se 


86.  tlloha.  Dány  jsou  sdružené  průměty  A4,  A4'  hodu  A ;  máji 
sestrojiti  jeho  vzdálenosti  p<x,  ra  od  průměten  Pí.  Rn. 
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Obr.  92.  —  Abychom  určili  p<*,  položíme  výhodně  bodem 
A  takovou  rovinu  A,  promítající  do  průmětny  druhé,  aby  její 
přímky  ai,  aén  vy  tínaly  z  xM  délku  d.  Následkem  toho  přímky 
v  rovině  A,  jejichž  průměty  prvé  jsou  rovnoběžné  k  #ia,  mají 

k  Pí  sklon  —q,  takže  délka  průmětu  prvého  pro  libovolnou  úsečku 

na   přímce   takové   rovná   se   rozdílu    vzdálenosti  jejich  bodťt 
koncových  od  Pí. 


Obr.  99. 

Za  tím  účelem  vytkli  jsme  si  na  r'V  délku  1 2  =  d  a- 
spustili  jsme  s  jejího  jednoho  bodu  koncového  1  kolmici  na 
#12,  s  druhého  2  na  tn*  \  paty  1*,  2*  těch  kolmic  jsme  spojili 
přímkou,  která  nechť  protne  r"*  v  bodě  4;  pak  je  patrně  A'  ||  34, 
značí-li  3  patu  kolmice  z  1  na  rén.  O  správnosti  tvrzení  toho 
se  přesvědčíme,  když  považujeme  bod  4  za  střed  dvou  útvarů 
v  průmětně  podobně  položených,  v  nichž  body  1,  2  k  sobě  ná- 
ležejí ;  pak  jsou  patrně  též  body  1*,  2*,  následkem  toho  i  přímky 
#i«,  <**  sobě  příslušné  ve  vytčené  poloze,  a  proto  paprsek  3  4 
z  přímek  těch  vytíná  body  příslušné  5,  6.  tak  že  přímky  15,  2  6- 
jakožto  rovněž  sobě  příslušící  jsou  rovnoběžné.  Vedeme  pak 
bodem  A"  rovnoběžku  ke  3  4,  bodem  A'  rovnoběžku  k  1  5 ;  přímky 
tyto  vytínají  z  xl2  délku  p<*. 

Neboť  první  z  nich  jest  A"  a  když  protíná  xu  v  bodě  IT 
F?  v  bodě  3t,  pak  body  těmi  procházejí  přímky  «i,  ďn.  Druhk 
z  rovnoběžek  prve  uvedených,  protínající  X\%  v  bodě  jP«,  jest 
průmětem  přímky  k  stejnosměrné  s  cti.  Když  si  myslíme  v  ro- 
vině A  přímku,  jejíž  průmět  první  sestotožňuje  s  xl2:  seznáváme. 
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že  IP*a  rovná  se  vzdálenosti  bodu  Pa  a  tedy  i  bodu  A  od  Pí. 
Pokud  se  týče  smyslu,  třeba  jen  uvážiti,  na  které  straně  od  I 
by  proťala  přímka  ďn  osu  x12.  V  našem  případě  jest  bod  A  na 
téže  straně  průmětny  Pí,  jako  rovina  P*. 

Obdobně  určíme  r«,  když  vedeme  bodem  A!  rovnoběžku  ku 
přímce  34  a  bodem  A"  rovnoběžku  ku  přímce  16.  Obě  přímky 
vytínají  z  osy  xti  délku  ra  =  .B'aJJ.  Odůvodnění  konstrukce  této 
vychází  z  toho,  že  první  z  rovnoběžek  vedených  považujeme  za 
průmět  první  roviny  B  promítající  do  Pí,  druhá  pak  jest  rovno- 
běžná s  in-  Neboť  je-li  ve  sdružených  průmětech  B'||  A",  pak 
víme,  že  jest  též  &n||oi- 

Dejme  tomu,  že  přímka  B' 
protíná  xl2  v  bodě  R'*,  ***  v  bodě 
g.  Tu  smysl  délky  té  určíme  po- 
mocí bodů  2ř'a,  q  opět  jako  prve. 
V  našem  případě  se  nacházejí  bod 
A  a  rovina  R?  na  téže  straně 
roviny  Rnt  neboť  přímka  6"?  a 
druhá  z  rovnoběžek  prve  uve- 
dených by  zde  proťaly  Xn  na  téže 
straně  bodu  2ř'a. 

Bod  4  můžeme  vždy  přesně 
vyjádřiti  na  základě  úměry 

14:24  =  r"n  H  xn  :  r"n  H  f"*, 
jejíž  správnost  jest  z  uvažované  podobnosti  patrná. 

Obr.  93.  —Směry  přímek  34, 1 5  lze  též  jiným  způsobem  od- 
voditi. K  tomu  účelu  myslíme  si  přímku  a  nakloněnu  pod  úhlem  -^  o 

k  Pí,  jejíž  průmět  a*  jest  totožný  s  x^}  a  odvodíme  její  prů- 
mět a"  tím,  že  bodem  An  ležícím  v  P*,  jehož  průmět  prvý  jest 
na  tfi2,  položíme  rovinu  M  normální  k  #,2l  protínající  ť* 
v  L\  r"n  v  Z".  Rovinu  tu  sklopíme  do  průmětny  Px.  Bod  An 
bude  míti  své  sklopení  v  {An),  při  čemž  A'n(An)  =  d.  Budiž  Ai 
bod  k  (An)  souměrně  položený  vzhledem  k  A*n\  jest  to  patrně 
stopa  prvá  přímky  a.  Že  pak  AxA'n  —  d,  jest  sklopením 
A'n  (L)  přímky,  v  níž  M  rovinu  Rn  protíná,  stejnosměrka  k  A{L\ 
bodem  A'n  vedená.  Z  bodu  {An)  spustíme  kolmici  na  A'n  (L) ; 
její  pata  jest  patrně  sklopení  (A"n)  průmětu  druhého  pro  bod 
A„.  Naneseme-li  tedy  na  L'L"  v  příslušném  smyslu  délku  A'nA"n 
=  A4n  (A"n),  obdržíme  v  Ai A"n  průmět  druhý  a"  přímky  a. 
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Z  podobných  trojúhelníků    (A"„)  (An)  A'n,    A'nL4Ai    plyne 

úměra 

(An)A>n  :  A'n(A«J  =  AXV  :  A^Aj 

a  z  ní  pak,  protože  A\V  =  L"A'„,  úměra 

A  nA\  '.  A  nA  n  —  A  jih    :  \Aji)  A  n. 

Proto  jest  a"  X.L"  {An)  a  tedy  taktéž  pro  roviny  A,  B,  jichž 
jsme  prve  užili,  A"l_L"(J.,r)  a  B'±L"(AX).  Rovina  promítající 
do  Rh  položená  přímkou  a"  a  tedy  i  příslušná  rovina  promítající 
do  Pj  má  tu  vlastnost,  že  v  průmětu  sdruženém  stopa  její 
a  průmět  přímky  distanční  vytínají  z  X\%  délku  d.  Učiníme-li 
tedy  (obr.  92.)  v  patřičném  smyslu  <  1  3  U  roven  úhlu,  jejž 
uzavírá  Rh  s  Pí,  při  čemž  bod  U  budiž  na  x^,  pak  jest 
34  J_  1  U.  Bod  V  obdržíme  tedy  jakožto  jeden  bod  průsečný 
přímky  xx%  s  kružnicí  poloměru  3H^  a  středu  3.  Bod  5 
jest  patrně  bodem,  v  němž  se  výšky  trojúhelníka  1  3  U  protínají, 
a  proto  jest  1  5  J.  3  U. 

Budiž  ještě  podotčeno,  že  lze  přímku  15  považovati  buď 
za  přímku  h  v  rovině  Pí  ležící,  pak  jest  l"\  =  35  její  průmět 
druhý,  aneb  za  přímku  lu  v  rovině  Rn  ležící,  a  pak  jest  Z'n  =  35, 
její  průmět  první. 

87.  Úloha.  Dána  jest  přímka  svými  průmět//  sdruženými ;  mají 
se  určiti  její  body  stopní. 


Obr.  94. 


1.  řešení.  —  Obr.  94.  —  Položme  přímkou  danou  q  po  prvé 
rovinu  A,  promítající  do  Pí,  po  druhé  rovinu  B,  promítající  do 
Rn,   a  sestrojme    stopy   an  aii  známým  způsobem;    pak  jsou 
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Qi  =  bi*i\  Qii  —  011?"  hledanými  body  stopními.  Podotýkáme, 
že  podle  (78)  body  «n  •  &i  a  q* .  q"  leží  na  téže  ordinále. 

2.  řešeni.  —  Obr.  95.  —  Přímku  danou  jsme  zde  označili  a. 
Mějtež  1,  3,  U  týž  význam  jako  prve  (86). 


Obr.  95. 

Podle  úlohy  předcházející  vyhledáme  bod  A\  tak,  aby  pro 
něj  délka  p<*  rovnala  se  nulle,  tedy  tak,  aby  přímka  bodem  A\ 
kolmo  ku  přímce  V  Z  vedená  protínala  se  s  přímkou  bodem  A"\ 
kolmo  ku  přímce  Z71  vedenou  na  ose  xl2  v  bodě  ar  Obdobně 
ustanovíme  stopu  Au  tak,  aby  kolmice  na  US  s  bodu  Au  spu- 
štěná protínala  se  s  kolmicí  k  U 1  s  bodu  A'u  spuštěnou  v  bodě 
«2  na  #it. 

Zvolíme  si  nejprve  libovolný  bod  L  na  přímce  dané  ar 
pak  protneme  kolmici  Z,'  z  L1  ku  přímce  US  kolmicí  Z,"  z  L" 
ku  přímce  J71  v  bodě  L'/"l  a  dále  kolmicí  Za'  z  L'  k  Ul  kol- 
micí l\  z  Lu  ku  přímce  US  v  bodě  L'/V 

Pak  přímka  a'/",,  spojující  bod  Aé\*  =af.a"  s  I//Uv  seče 
osu  xn  v  bodě  aa,  a  rovnoběžka  bodem  tím  k  l\  vedená  pro- 
tíná a'  v  hledané  stopě  Az.  Přímka  a'/"a  =  4 '/"!,'/%  seče  osu 
#ia  v  bodě  «a,  a  rovnoběžka  bodem  aa  k  Z"9  vedená  seče  a" 
v  hledané  stopě  Au. 

Neboť  Z',,  Z%  vyjadřují  přímku  Zj  ;  rovina  alt  seče  rovinu 
totožnosti  v  přímce  a„  a  roviny  promítající  do  Pí  a  Rn  přímkou 
Zj  položené  vytínají  z  #i2  úsečku,  rovnající  se  vzdálenosti  bodu  L 
od  Pí-  To  má  platnost  pro  každý  bod  L  na  a.  Naopak  libovolným 
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bodem  na  at  vedená  přímka  rovnoběžná  s  Z,  protíná  a  v  určitém 
bodě  X,  a  roviny  promítající  do  Pí  a  Rn  této  přímky  vytínají 
z  Xn  délku,  rovnající  se  vzdálenosti  bodu  L  od  Pí.  Protože  jest 
lx  1 1  Pí  (86),  stopa  první  roviny  alr  jest  rovnoběžná  k  Vx  a  pro- 
chází bodem  ccl  =  ax  .#19;  ta  seče  a'  v  bodě  stopním  A\.  Obdobně 
stopa  druhá  roviny  ál2  prochází  bodem  «f  =  aa .  a?i2,  jest  rovno- 
běžná k  l'\  a  seče  a"  ve  stopě  Au- 

Konstrukce  tato  však  není  jednodušší,  nežli  řešení  před- 
cházející ;  jest  zde  pouze  zvláštním  případem  úlohy  následující. 

88.  Úloha.  THmka  a  dána  jest  svými  průměty  sdruženými  ; 
sestrojiti  máji  se  na  ní  takové  body,  které  od  práméten  mají  dané 
vzdálenosti. 


Obr.  96. 


Obr.  96.  —  Předpokládáme  vůbec,  že  veškeré  body,  ležící 
v  oné  části  prostoru  omezené  rovinami  Pí,  Rn,  v  niž  se  nachází 
rovina  distanční  P*  a  kterou  rovina  totožnosti  neprostupuje,  mají 
kladné  vzdálenosti  od  obou  rovin,  takže  všechny  body  v  prostoru, 
které  s  témito  body  leží  na  téže  straně  od  Pí,  po  případě  Rn» 
mají  kladné,  na  opačné  straně  záporné  vzdálenosti  od  této  roviny. 

Sestrojíme  nejprve  trojúhelník  15  3,  jako  se  stalo  v  (86). 
Abychom  sestrojili  na  př.  bod  B  na  přímce  a,  jehož  vzdálenost 
od  Pí  jest  kladná  a  rovná  se   dané  úsečce  n,   nanesme  na  X\* 

J.  Sobotka:  Deskriptirni  geometrie.  9 
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délku  bXz=n  v  příslušném  smyslu,  který  bychom  vyšetřili  tím 
způsobem,  že  si  myslíme  na  r*  bod,  jehož  průmět  první  jest 
bod  3,  průmět  druhý  tedy  bod  1;  myslíme-li  si  bodem  3  rov- 
noběžku k  15,  bodem  1  ke  35,  vytnou  nám  obě  na  x^  délku 
d  v  určitém  smyslu,  a  protože  n  jest  kladné,  naneseme  v  témže 
smyslu  51  =  n  na  %n. 

Veďme  pak  bodem  l  rovnoběžku  ku  přímce  35,    až  protne 
15   v  bodě  ft   jehož   účel   pro   další  konstrukci  ihned  seznáme. 


Obr.  97. 


Na  a  zvolíme  totiž  libovolný  bod  L,  vedeme  jím  přímku  lt 
pro  niž  Z'Jll.5,  Z"j||3  5  a  ustanovíme  průsečnici  at  roviny  álx 
s  rovinou  totožnosti.  Spojuje  tedy  a'/i\  bod  L'f"l=Vl.V%  s  bo- 
dem a',  a".  Vyhledáme-li  nyní  na  a'/",  takový  bod  2f'/"n  aby  rov- 
noběžky jím  k  15  a  35  vedené  vytínaly  z  a?j2  délku  i  co  do 
smyslu  rovnou  5  A,  budou  tyto  přímky  průměty  přímky  k  lx 
rovnoběžné,  která  přímku  a  v  žádaném  bodě  protne. 

Proto  vedeme  rovnoběžku  k  #J2  bodem  /?  a  ta  seče  a'/4\ 
v  bodě  Běf"u  tak  že  rovnoběžka  k  15  bodem  B'/Ul  vedená  pro- 
tíná a*  již  v  bodě  £'. 
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89.   Úloha.  Dány  jsou  body  A,  B  sdruženými  průměty)  určiti 
jest  pravou  délku  úsečky  AB  a  odchylku  její  q  od  průmětny  Rn. 

1.  řešení.  —  Obr.  97.  —  Položme  přímkou  n  =  AB  rovinu 
A,  promítající  do  průmětny  prvé.  Přímky  an,  a'V  určují  na  w" 
body  Nu,  N"q.  Sklopme  dále  do  průmětny  Rn  rovinu,  která  do  ní 
promítá  přímku  n.  Sestrojíme  tu  na  kolmici  k  w"  bodem  N"<> 
vedené  bod  (Nq)  ve  vzdálenosti  d  od  n",  čímž  obdržíme  v  Nn  (Afy) 
sklopení  (n)  přímky  n.  Kolmice  k  n"  v  A"  a  B"  protnou  (n) 
v  bodech  (A),  (B);  pak  jest  (A)(B)  pravou  délkou  úsečky  AB, 
a  <  (A)NnA"  jest  hledaný  úhel  q. 


ni   14 


Obr.  98. 


2.  řešení.  —  Obr.  98.  —  Jiné  řešení  záleží  v  tom,  že  si  sestro- 
jíme pravoúhlý  trojúhelník  A%C%D,  jehož  jedna  odvěsna  rovná 
se  jednomu  průmětu  úsečky  AB,  zde  Cjy—A^B",  druhá  od- 
věsna pak  se  rovná  rozdílu  vzdáleností  bodů  A,  B  od  souhlasné 
průmětny,  zde  tedy  od  Rn. 

Sestrojíme  nejprve  vzdálenost  bodu  A  od  Rn  podle  (86), 
že  vedeme  kolmici  k  3|2,  protínající  r'*  v  Aén,  r"n  v  Atén, 
a  F*  v  bodě  A**\  kolem  A* a  opíšeme  poloměrem  A1* A** 
kružnici,  již  protneme  osou  xiq  v  bodě  U.  Pak  vedeme  bodem 
A'  přímku  jť-á,  J_  4**17,  bodem  A"  přímku  A"A2  ±  A'„U. 
Sekon-li  přímky  ty  %\%  v  bodech  At,  -áa,  jest  AXA%  hledaná 
vzdálenost.  Dále  veďme  bodem  B  přímku  BC,  rovnoběžnou 
s  £is.  Vzdálenost  libovolného  bodu  C  na  této  přímce  od  Rn 
rovná  se  vzdálenosti  bodu  B  od  téže  roviny.  Nahradíme  tedy 
při  určení  této  vzdálenosti  bod  B  oním  bodem  C,  pro  nějž  C" 
leží  na  A'Al%  a  veďme  opět  body  C,  C"  příslušné  přímky  CCX, 
C'C2  rovnoběžné   k  A'AX    a  Al,A%,  protínající  Xu  v  bodech  Clf 

9* 
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C2.  Tu  patrně  prvá  z  nich  splyne  s  A'AV  Tím  obdržíme  v  AXC% 
vzdálenost  bodu  B  od  Rn,  a  úsečka  -4,(7,  podává  algebraický 
rozdíl  vzdáleností  A  H  Rn  a  S  H  Rn. 

Vztyčíme-li  tedy  v  (7a  kolmici  k  xi2  a  naneseme  na  ni 
CJ)  =  JŤB^  jest  A2Ď  pravou  délkou  úsečky  Zs  a  <  (?9^aD  =  ? 
žádaný  úhel. 

90*  Úloha.  Vyjádřiti  sdruženými  obrazy  vzdálenost  bodu  P  od 
roviny  H,  dané  stopami  h^  hn. 


Obr.  99. 


Obr.  99.  —  Nejprve  spustíme  normálu  s  bodu  P  na  rovinu  H; 
tu  jest  w'J_Ai,  n"±hii.  Dále  určíme  průsek  Q  přímky  n  s  rovinou  H; 
tu  položíme  přímkou  n  rovinu  A,  promítající  do  Pj ;  stopa  její 
au  protíná  7*n  v  bodě  stopním  J?n  přímky  e  =  H.A;  Ru  leží 
na  e'  =  rí.  Přímky  e,  n  leží  v  rovině  A,  jsou  k  sobě  normální 
a  protínají  se  v  bodě  Q.  Sklopme  tedy  rovinu  A  do  Pí,  uve- 
douce  ji  takto  do  polohy  (A).  To  můžeme  zde  provésti  tím  způ- 
sobem, že  určíme  sklopení  bodu  totožnosti  T  na  normále  n. 
Vedeme  body  T'/",  n*  .ť1*  kolmice  kw';  na  druhou  z  nich  na- 
neseme od    bodu  n' .  pv    délku  d   a  koncový    bod  její  spojíme 
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s  bodem  A^i=zri.  xxi.  Spojnice  (g)  jest  patrně  sklopením  přímky  g, 
v  níž  rovina  A  protíná  rovinu  totožnosti.  Kdyby  body  uvedené 
ležely  poměrně  příliš  blízko  sebe,  sklopíme  zvláště  bod  na  g, 
jehož  vzdálenost  od  Pí  jest  násobkem  délky  á.  Přímka  (g)  pro- 
tíná prvou  z  uvedených  kolmic  v  bodě  (T). 

Dále  sklopíme  přímku  e  tím.  že  sklopíme  bod  2?n;  sklo- 
pení jeho  bude  ležeti  na  kolmici  z  E'n  k  ri ;  pravá  vzdálenost 
bodu  Eu  od  bodu  A^  v  němž  rovina  A  protíná  osu  xli}  jest 
vyjádřena  na  stopě  druhé  její  úsečkou  A^En  v  pravé  délce;  opí- 
gerae-li  tedy  kolem  A$  kružnici  bodem  J5n  procházející,  protne 
nám  tato  kolmici  v  E\\  k  ri  vztyčenou  v  bodě  (Eu).  Jest  tedy 
(6)  =  £i(£n)>  při  čemž  2?i  =  e'.  Ai.  Sklopená  normála  (n)  jest 
kolmice,  z  bodu  (T)  k  přímce  (e)  vedená;  přímku  tuto  protíná 
v  bodě  (Q)  Odvodíme-li  si  na  (n)  ještě  sklopený  bod  (P),  úsečka 
(PXQ)  rovná  se  hledané  vzdálenosti  P  H  H.  Z  (Q)  odvodíme  Q1 
a  z  (?'pak  Q'\  čímž  jsou  stanoveny  též  průměty  vzdálenosti  hledané. 

Ostatně  mohli  jsme  sestrojivše  (é)>  odvoditi  sklopení  bodu 
P  bez  pomoci  bodu  T  známým  způsobem.  Seče-li  libovolná 
kolmice  k  xx%  přímky  rV,  r"n  v  bodech  3  a  1,  a  naneseme-li 
od  kolmice  té  na  xl%  délku  ď,  až  do  bodu  U  sahající,  pak  jest 
třeba  jen  vésti  bodem  i*  přímku  kolmou  k  f/3  a  bodem  P" 
přímku  kolmou  k_ř7l.  Sekou-li  přímky  ty  osu  xx%  v  bodech 
1,  f*,  jest  (P)P'=lu.  Tím  můžeme  bod  (P)  stanoviti  a  z  něho 
bod  Q  a  jeho  průměty  odvoditi. 

Přechod  od  průměten  Pí,  Rn  k  sobi  libovolná  nakloněných 

k  průmětnám  k  sobi  kolmým. 

91.  Zavedeme  novou  průmětnu  Pni  _L  #u  «  odvodíme 

1.  sdruSené  průměty  do  rovin  Pí,  Pni; 

2.  sdruiené  průměty  do  rovin  Rn,  Piu. 

1.  —  Obr.  100.  —  Je-lia?i3  průsečná  přímka  rovin  Pí,  Pm,  bude 
pro  libovolný  bod  A  průmět  AIU  do  Pm  sdružený  k  A*  na  kolmici 
z  A'  k  a?i8.  Mysleme  si  dále  bodem  A  rovinu  M,  stejnosměrnou 
8  Pm  a  protínající  rovinu  Pí  v  přímce  w,  rovinu  Rn  v  přímce  r, 
uzavírající  s  ní  úhel  w.  Pošineme  nyní  rovinu  M  ve  směru  osy 
s,2,  až  splyne  s  Pm,  a  pak  ji  sklopíme  do  Pí.  Značíme  O  bod 
společný  rovinám  Pí,  Rn,  Pm-  Kružnice  kolem  O  opsaná  a  přímky 
r"n  se  dotýkající  seče  r'*  v  bodech  (L,),  (La)  a  (r)  jest  spojnice 
bodu  0  s  jedním  nebo  s  druhým  z  nich  dle  toho,  na  kterou 
stranu  rovinu  Pm  sklopíme. 


-  134  — 

Naneseme  na  rameno  (r)  úhlu  (w)  v  příslušném  smyslu 
délku  O  (ii")  =  A"  H  Xn  ;  pak  jest  (A")  sklopený  průmět  druhý 
bodu  A  a  proto  kolmice  v  (A")  k  (r)  protiná  kolmici  z  Aé 
k  sis  v  bodě  A'". 
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Obr.  100. 


2.  —  Obr.  100.  —  Je-li  0:23  =  £24  průseěná  přímka  rovin  Ru,  Piii» 
myslíme  si  opět  bodem  A  položenou  rovinu  M,  kterou  jako  prve  po- 
šineme  do  polohy  splývající  s  Pm  a  pak  sklopíme  do  průmětny 
Rn.  Tu  přijde  m  do  polohy  [m] ;  naneseme  pak  na  [ní]  od  bodu  O 
úsečku  O  [A']  —  A*  -\  xx*  v  příslušném  smyslu,  a  pak  kolmice 
v  [A4]  k  [m]  protíná  kolmici  z  A"  k  x2$  v  bodě  A".  Bod  ten 
jest  opět  průmětem  AIV  bodu  A  do  Pin>  ale  tentokrát  jest  průmět 
ten  sdružen  s  průmětem  do  Rn.  Musí  tedy  býti  <  A,4lOAIV 
=  2q  —  oj,  když  jsme  v  obou  případech  sklopili  rovinu  Pm 
v  témže  smyslu.  Jinak  by  arci  ležel  průmět  bodu  A  sdružený 
k  A"  s  bodem  AIV  souměrně  vzhledem  k  x^. 

Tim  jsme  obdrželi  též  znovu  řešení  úlohy  v  86.,  podmíněné 
však  nutnou  transformací  průměten.  Způsobu  řešení  úlohy  tó 
dříve  uvedeného  můžeme  však  naopak  použíti  s  výhodou  v  našem 
případě.  Dáváť  následující  odvozeni   bodů  A'"  a  AIV, 
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Obr.  101.  —  Sestrojíme  trojúhelník  13ř/,  v  úloze  té  uve- 
dený, a  trojúhelník  IU&  k  němu  vzhledem  ku  přímce  13  sou- 
měrně položený. 

1.  Z  paty  A2  kolmice  s  A"  na  x^  spuštěné  vedeme  kol- 
mici klí/,  až  protne  xx%  a  odtud  kolmici  k  3Í/,  která  již 
protíná  kolmici  z  A1  k  Xn  vztyčenou  v  bodě  Aé". 
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Obr.  101. 


2.  Vedeme  bodem  A'  kolmici  k  xXt  a  z  paty  její  Ax  kol- 
mici k  1^  až  k  ose  X\%  a  odtud  pak  kolmici  k  3  Ul ;  ta  protne 
kolmici,  z  A1'  k  xu  vedenou  v  bodě  AIV.  Volba  směrů  vzhledem 
k  V  nebo  Ux  se  musí  provésti  tak,  aby  vyhovovala  žádanému 
sklopení  roviny  Pm  do  PIt  resp.  Rn.  V  případě  zde  vyjádřeném 
děje  se  volba  tak,  aby  pro  sdružení  vzhledem  k  základnici  xx* 
bod  D,  v  němž  se  roviny  Pm,  Ptt,  Rn  sekou,  byl  vyjádřen 
v  D"'  tak  ovšem,  že  DiD,,i  =  eř,  a  dále  aby  pro  sdružení  vzhledem 
k  základnici  #23  =  Xu  bod  E,  v  němž  se  roviny  Pni,  R«*  Pí 
sekou,  byl  vyjádřen  bodem  EIV,  k  bodu  D441  souměrně  polo- 
ženým vzhledem  k  E"  =  D\ 


Užití  transformace  průmětny  k  řešení  úloh  stereometrických. 

92.  Úloha.  Sestrojiti  odchylku  g>  dvou  rovin  R,  S,  daných 
stopami  ri,  s\  a  přímkami  r*,  sn. 

Obr.  102.  —  Považujme  R  za  novou  průmětnu  Rn,  odvoďme 
pro  ni  přímky  r"*,  tn*  a  vyjádřeme  rovinu  S  v  tomto  pr&mětě 
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druhém.  Spustíme  tedy  s  bodu  A*n*=.$fn.r'n  kolmici  na  r'V, 
pak  spojuje  přímka  sn  patu  A"*  této  kolmice  s  bodem  S\%  =  Jt  .n- 
Ježto  bod  £,  promítající  se  do  S'/"  =  s'n .  <*?,  leží  na  přímce  s  , 
jest  vzdálenost  jeho  od  Rn  rovna  d.  Přímka  spádu  n  roviny  S 
vzhledem  ku  Rn  vedená  bodem  S  promítá  se  do  R  v  kolmici 
s  £'/"  ku  stopě  su\  pata  SQ  kolmice  této  jest  stopou  druhou 
přímky  w.  Úhel  qp  rovná  se  tudíž  úhlu,  jejž  uzavírá  n  s  rovinou  prů- 
mětnou Rn.  Úhel  ten  sestrojí  se  pomocí  pravoúhlého  trojúhel- 
níka, jehož  jedna  odvěsna  jest  vyt&suá  vzdálenost  S'/é,S0,  druhá 
80Si  se  rovná  d;  úhel  g>  jest  v  trojúhelníku  tom  odvěsně  506\ 
protilehlý. 


Obr.  102. 


93.  Úloha.  Přímkou  danou  h  položiti  roviny  A,  B,  uzavírající 
s  rovinou  danou  R  daný  úhel  qp  (55.)* 

Obr.  103.  —  Zase  zvolíme  R  za  průmětnu  druhou  a  odvo- 
díme si  nejprve  průmět  druhý  přímky  A,  pročež  položíme 
přímkou  tou  rovinu  H,  pro  niž  fa  ±  xl2.  Pro  rovinu  tu  sestro- 
jíme přímky  An,  h"Q,  A'n,  h?  .  Body  Hn>  Hp  mají  své  průměty 
prvé  v  77'n  =  h' .  h'zh  2T'f  =  A' .  A'^  z  nichž  pomocí  spojnic  ob- 
držíme Hu  a  Hu  . 

Žádané  roviny,  jež  máme  klásti  přímkou  A,  uzavírají 
s  novou  průmětnou  též  úhel  qp. 

Sestrojíme-li  pravoúhlý  trojúhelník  U1%UV,  mající  délku 
á=  UÍ2U  za  jednu  odvěsnu  a  v  němž  úhel,  jejž  odvěsna  tato 
uzavírá  s  přeponou,  jest  1?  —  qc,  pak  druhá  odvěsna  Ul2V  jest 
poloměrem  kružnice  u  středu  2Z"  ,  v  níž  průmětna  R  protíná 
kužel,  který  má  svůj  vrchol  v  bodě  H  a  jehož  roviny  tečné 
s  průmětnou  touto  uzavírají  úhel  qp.  Stopní  přímky  druhé 
rovin   žádaných   jsou  tečny  an,  &n   z  bodu  Hn   ke   kružnici  w. 
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Rovnoběžky  a"  ,  V  bodem  H"  ku  přímkám  těm  jsou  průměty 
druhé  přímek  distančních  rovin  těchto  A,  B.  Konečně  sestrojíme 
pro  roviny  ty  stopy  a  průměty  přímek  distančních  v  průmětu 
původním.  Přímky  ai,  b\  spojují  H\  s  body  #ii.an,  Zn.bn;  přímky 
a'*,  Vn  spojují  H'n  s  body  P*.a"y  t*?.b"ť 

Tím  jsme  stanovili  pro  hledané  roviny  více,  než  bylo  ne- 
zbytně třeba,  čímž  přesnost  grafického  provedení  můžeme  kon- 
trolovati. 


Obr.  103. 


94.  Úloha.  V  dané  rovině  R  sestrojiti  přímku  k9  která  má  od 
daných  bodů  A,  By  ležících  mimo  R  na  přímce  f  =  AB,  předepsané 
vzdálenosti  a,  resp.  b. 

Sestrojíme  plochy  kulové  A,  B,  z  nichž  první  má  střed 
v  bodu  A  a  poloměr  a,  druhá  střed  v  bodu  B  a  poloměr  6. 
Přímka  hledaná  musí  se  dotýkati  obou  ploch  kulových  a  má 
ležeti  v  rovině  R,  proto  bude  společnou  tečnou  kružnic  wn,  vn, 
v  nichž  plochy  kulové  rovinu  R  protínají.  Poloměr  kružnice 
takové  rovná  se  odvěsně  trojúhelníka  pravoúhlého,  jehož  pře- 
pona jest  poloměr  koule  a  druhá  odvěsna  vzdálenost  středu 
koule  od  roviny  R. 
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1.  řešeni.  —  Obr.  104.  —  Odvodíme  si  k  průmětu  danému 
průmět  sdružený  do  roviny  Ru  =  R,  sklopice  ji  do  průmětny  Pí. 

Vedeme-li  ke  kružnici  c,  mající  střed  na  rV  a  vytínající  ze 
stopy  r\  =  xw  roviny  R  délku  2ď,  pak  jedna  tečna  stejnosměrně 
k  X\i  ke   kružnici  této  vedená  jest  průmětem  t**  přímky  di- 


/\  / 


Obr.  104. 


stanční  pro  rovinu  totožnosti,  druhá  s'n  pro  rovinu  souměrnosti. 
Paty  společné  kolmice  se  středu  a  této  kružnice  na  přímky 
#i2>  V*%  sfn  označili  jsme  vztažmo  čj,  t,  <t.  Stanovíme  průsečné 
body  T,  £  přímky  /  s  rovinou  totožnosti,  resp.  souměrnosti  po- 
mocí roviny  H  položené  přímkou  /  zde  tak,  aby  její  stopa  h\ 
byla  kolmá  k  Xi%.  Pak  prochází  f*  bodem  F/éé  a  bodem  S"  ku 
Sé  souměrně  položeným  vzhledem  k  základnici  X&  Určíme 
nyní  vzdálenosti  bodů  A,  B  od  roviny  R.  To  se  může  díti  způ- 
sobem dříve  odvozeným  (86).  S  výhodou  však  lze  užíti  též  násle- 
dující konstrukce.  Nejprve  si  určíme  vzdálenosti  bodů  T,  S 
od  roviny  R.  Vzdálenosti  bodů  Ty  S  od  R  rovnají  se  co  do 
délky  vzdálenostem  jejich  od  roviny  Pí.    Avšak  snadno  se  pře- 
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svědčíme,  když  body  ty  loží  na  téže  straně  roviny  Pí,  že,  leží 
po  různých  stranách  roviny  R  a  naopak.  Ustanovíme  tedy  délky 
THPi,  SHPi.  Za  tou  příčinou  sklopíme  rovinu  přímkou/,  kolmá 
k  průmětně  Pí  položenou,  do  této  průmětny.  Přeneseme  tedy  na 
kolmici  v  Fn  ku  /  délku  Fn(Fn)  =  d  =  gft  když  jest  p  prů- 
sečíkem kružnice  e  s  a?i2;  pak  jest  (f)  =  (řV)  Fj9  a  kolmice 
k  /'  v  bodech  T'/",  ff  vztyčené  protínají  (/)  v  bodech  (T),  (S), 
takže  ~T/"(T)  =  Z1  J_  Pi=71±  R  a  Š'(S)  =  S  H  Pi=  8 -\  R. 
Kdybychom  body  TV",  S"  vedli  dvě  stejnosměrky  a  nanesli  na 
ně  v  našem  případě,  ježto  Tí/,i  (T)  a  S'  (S)  mají  opačné  smysly, 
v  stejném  smyslu  délky  rovné  T/"(T),  resp.  £'(#)  a  koncové 
body  nanesených  těch  délek  spojili  přímkou/7,  pak  by  na  libovolné 
stejnosměrce  třetí  k  dvěma  prve  vytčeným  byla  stanovena  přím- 
kami /",  f*  úsečka,  rovnající  se  vzdálenosti  od  roviny  R  onoho 
bodu  na  /  jenž  má  svůj  průmět  druhý  v  průseku  této  stejno- 
směrky třetí  s  /'.  Následkem  úměrnosti  délek  na  f"  a  sdruže- 
ných délek  na  f  můžeme  vésti  místo  body  T/'\  S"  též  body 
27",  S4  dvě  stejnosměrky  a  nanésti  na  ně  příslušné  délky  T/"  (T)r 
S*  (S),  zde  tedy  ve  stejném  smyslu,  čímž  obdržíme  místo  přímky 
f  jinou  přímku  [y]  a  každá  třetí  stejnosměrka  protíná  /  a  [g] 
ve  dvou  bodech,  z  nichž  prvý  jest  průmětem  jistého  bodu  G 
na  f  a  má  od  druhého  vzdálenost,  rovnající  se  vzdálenosti  bodu 
O  od  roviny  R. 

Máme  tedy  následující  konstrukci  pro  vzdálenosti  bodu 
A,  B  od  roviny  R.  Na  kolmici  v  Fn  ku  /  vztyčenou  nane- 
seme od  Fn  na  obě  strany  délku  d;  koncové  body  (í*),  [F»] 
těchto  délek  spojíme  s  Fi  a  protneme  spojnice  ty  kolmicí  v  >S' 
ku  f  v  bodech  (S),  [S],  tak  že  (S)  leží  na  sklopení  (/).  Kolmice 
v  TI"  ku  /  protíná  (f)  v  bodě  (T).  Dále  vedeme  přímku  [g] 
=  (^)[^]í  kterou  protneme  v  [A]  a  [B]  kolmicemi  ku  /,  vede- 
nými body  A*  a  B\  Délky  A*  [A],  B*  [B]  podávají  nám  vzdálenosti 
bodů  A,  B  od  roviny  R. 

Dále  opíšeme  kolem  [A]  kružnici  poloměru  a;  budiž  Ax 
jeden  její  bod  průsečný  s  /*,  jakož  i  opíšeme  kolem  [B]  kruž- 
nici poloměru  6,  jejíž  jeden  průsečný  bod  s  f  budiž  Bx ;  pak 
jest  patrně  A'AÍ  poloměr  kružnice  uu,  B'Bl  poloměr  kružnice 
t>ii.  Středy  těchto  kružnic  jsou  A*\  resp.  JB".  Každá  tečna  k  spo- 
lečná kružnicím  wu,  vu  vyhovuje  úloze  naší,  a  jest  možnost  kon- 
strukce naší  podmíněna  možností  společných  tečen  kružnic  wn» 
t?n.  Přímka  k  leží  v  průmětně  R.  Odvodíme  si  ještě  prvý  její 
průmět.     Tu    na  př.  první   průmět   onoho    bodu  i"  na  kf  jehož 
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průmět  druhý  jest  bod/"=*.AV.  Spojili  jsme  bod  teu  s  Fi  přím- 
kou, již  považujeme  za  sklopenou  přímku  ve  sklopení  roviny  R 
do  průmětny  Pj.  Ku  přímce  té  náleží  průmět  první,  jdoucí  jejím 
bodem  průsečným  s  r\  a  bodem  F"i  a  protínající  Wn  v  bodě  /'. 
Jest   tedy    konečně  V  spojnice  bodu  T  s  bodem   stopním 


2.  řešeni.  —  Obr.  1 05.  —  Zavedeme  mimo  R  další  průmětnu 
Piu  jakožto  třetí  kolmou  k  Xi%  =  ri  a  sdružíme  průmět  do  ní 
odvozený  s  průmětem  původním  do  Pí  podle  osy  xiS  ±  x^. 
Průmětem  třetím  bodu  Fi  jest  pata  kolmice  z  Fj  na  x^  průmět 
třetí  Fun  bodu  Fn  a  průmět  třetí  přímky  r*  J_  Pra  mají  od  xi3 
vzdálenost  d,  leží  tudíž  na  přímce  p'"I|£ib  ve  vzdálenosti  d  od 
#i3  vedené.  Proto  leží  průměty  F4in,  r"'*  v  průseku  příslušných 
spojnic  s  přímkou  p"'.  Jest  tedy  /'"  =  F"'^'*  a  R'"  =  Oř*"*, 
když  O  značí  bod  Xn.Xu.  Na/"  odvodíme  pak  pomocí  příslušných 
spojnic  body  Am,  2?'".    S   bodů  A,  B  spustíme  kolmice   na  R: 
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paty  jejich  jsou  body  Aé\  B".  Obdržíme  průměty  třetí  těchto 
kolmic  v  kolmicích  i'"  (A'%  B"é  (£")  na  R'",  podávajících  zároveň 
vzdálenosti  bodů  A,  B  od  roviny  R.  Protneme- li  tedy  R'"  v  Ax 
kružnicí  poloměru  a  kolem  AiU  opsanou  a  v  Bt  kružnicí  polo- 
měru J^_kolem  BUi  opsanou,  jest  (A")Ai  poloměrem  kružnice 
uu  a  (-B'0-^i  poloměrem  kružnice  vn. 

Sklopíme-li  nyní  R  do  Pí,  budou  průměty  Au,  B"  bodů 
A,  B  do  R  sdružené  s  průměty  prvými  na  spojnicích  z  A\  B' 
vedených  a  B"  H  *,2  =  OtB77),  A"  H  xlf  =  O  {A"),  při  čemž 
body  -á",  B"  jsou  na  téže  straně  nebo  po  různých  stranách 
osy  au,  jsou-li  též  body  (Au\  (B")  tib.  R'"  na  téže  straně  nebo 
po  různých  stranách  bodu  O.  Body  A*\  Bié  jsou  středy  kružnic 
^n?  t?n,  čímž  tyto  jsou  stanoveny.  Každá  společná  tečna  k  kružnic 
wn»  i>u  vyhovuje  naší  úloze.  Budiž  ku  její  průmět  druhý.  Přímka 
k1  prochází  bodem  K\-=z  X\%.kf*\  ustanovme  některý  druhý  bod 
její  /'.  Přímka  bodem  B  v  R  vedená  stejnosměrně  s  X\*  protne 
k  v  bodě  J;  její  průmět  první  je  též  stejnosměrný  s  x^  a  prochází 
bodem  Bé;  ordinála  bodu  i*  protíná  jéj  v  7';  jest  tedy  k*  z=Ki.I^ 

95.  Osa  dvou  mimobézek  a,  b. 

Obr.  106.  —  Když  bodem 
libovolným  v  prostoru  vedeme 
ku  přímkám  a  a  b  rovnoběžky, 
určují  tyto  rovinu  L  rovnoběžnou 
s  oběma  přímkami  a,  b.  Pova- 
žujeme-li  rovinu  tuto  za  prů- 
mětnu, přímky  a,  b  promítají  se 
do  L  v  přímky  ax  ||  a,  bk\\b  k  sobě 
nakloněné.     Bod    ax .  bk    můžeme  obr.  106. 

považovati    za     průmět    přímky 

promítající  o,  která  nechť  protne  přímku  a  v  bodě  A,  přímka 
b  v  bodě  B.  Přímku  o  nazýváme  osou  a  délku  AB  vzdá- 
leností přímek  a,  b.  Spojíme-li  libovolné  dva  body  (7,  D 
na  přímkách  a,  6,  z  nichž  alespoň  jeden  nesplývá  s  bodem  Ar 
resp.  jB,  pak  jest  patrně  CD  >  AB.  Neboť  délka  CD  rovná  se 
přeponě  pravoúhlého  trojúhelníka,  jehož  jednou  odvěsnou  jest 
ClD\  druhou  odvěsnou  rozdíl  vzdáleností  bodů  C,  D  od  prů- 
mětny L,  tedy  délka  AB. 

Přímku  protínající  dvě  přímky  nazýváme  též  jejich  příčkou 
čili  transversálou  a  vzdálenost  jejich  bodů  průsečných  s  oběma 
přímkami    nazýváme   délkou    příčky.    Vzdáleností  dvou  mimo-; 
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l)ěžek  a,  6  jest  délka  jejich  osy;  ta  rovná  se  též  vzdálenosti 
rovin  k  sobě  rovnoběžných  a  mimosměrkami  těmi  položených. 
Roviny  ty  jsou  stejnosměrný  s  rovinou  L,  obsahující  přímky 
<ii,  6,  ku  přímkám  a,  b  rovnoběžné  a  libovolným  bodem  v  pro- 
storu procházející. 

Osa  dvou  mimosměrek  a,  b  má  tedy  následující  vlastnosti : 

1.  Jest  nejkratší  příčkou  jejich; 

2.  stojí  kolmo  k  nim  a  ke  každé  rovině  L  s  nimi  stejno- 
směrné ; 

3.  jest  stejnosměrná  s  průsečnicí  u  libovolných  dvou  rovin 
A,  B  k  nim  normálních; 

4.  jest  průsekem  rovin  jimi  kolmo  položených  k  rovině 
L  s  oběma  stejnosměrné. 

96.    Úloha.   Sestrojiti   osu  o    a  vzdálenost   v  mimoběiék   a,  b. 

Obr.  107.  —  Mimoběžky  ty  buďtež  dány  průměty  svými 
A\Aén,  BiB'71.  Bodem  An  vedeme  přímku  6,  stejnosměrnou  s  ft, 
pro  niž  tedy  B\n  =  A1^  A'nBu  =  B'nBi.  Přímky  a,  &,  určují 
rovinu,  kterou  považujeme  za  průmětnu  druhou  Rn.  Stopa  její 
•ria  =  BuAj  bude  osou  sdružení  průmětu  daného  jakožto  prvního 
a  průmětu  do  Rn  jakožto  druhého.  Sklopme  rovinu  Rn  do  prů- 
mětny Pí  známým  způsobem,  čímž  přijde  bod  A„  do  polohy  A"„. 
Průmět  t**  přímky  distanční  pro  rovinu  totožnosti  leží  na  téže 
straně  s  bodem  A'^  vzhledem  k  xíq  (73).  Je-li  tedy  na  základ- 
nici  Xn  bod  «  patou  kolmice  s  Aín  k  ní  spuštěné,  «/?  na  #ia 
rovno  distanci  d,  seče  kružnice  kolem  A'n  poloměrem  A*n$  opsaná 
pak  přímku  Aéna  v  bodě  y,  náležejícím  přímce  P1*,  a  jest  dle 
dřívějšího  a?™  H  A"n  =  A'n  H  tn*.  a"  jest  spojnicí  bodů  Aj,  A4,n. 

Abychom  stanovili  průmět  druhý  přímky  i,  určíme  průsak 
její  T  s  rovinou  totožnosti.  Za  tím  účelem  položme  přímkou  b 
rovinu  pomocnou  bbx  a  určeme  její  průsek  u  s  rovinou  totožnosti. 
Protíná-li  A%nVn  přímku  P*  v  bodě  U**,  pak  jest  u'/u  =  U**Bxl. 
Přímka  u  protíná  přímku  b  v  bodě  T  a  průmět  V  prochází 
bodem  TV  a  je  stejnosměrný  k  b'\  =  BnA"n.  Průmět  o"  osy  o 
jest  v  průsečíku  přímek  a",  b".  Průmět  hledaný  o'  prochází 
tedy  bodem  o"  a  jest  kolmý  k  a?l2.  Chceme-li  sestrojiti  pro  osu  o 
body  Oi  a  0m  veďme  bodem  A  =  a.o  rovnoběžku  bq  ku  6.  Poněvadž 
A  leží  v  průmětně  R,  leží  v  ní  též  62,  tak  že  b\  =  b" ;  jest 
tudíž  bod  stopní  první  Bn  přímky  6a  na  přímce  a?ltt,  tedy 
-B8i  =  b".xí%.    Přímky  b2,  b    a   o  leží    v  jedné  rovině   H,  jejíž 
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stopa  BuBi  seče  tudíž  o  v  bodě  Oj  a  jejíž  přímka  distanční  hn 
bodem  Bn  jdoucí  a  k  stopě  rovnoběžná  seče  o  v  bodě  0n. 


Obr.  107. 


Vzdálenost  v  přímek  a,  b  rovná  se  vzdálenosti  bodu  T  na 
b  od  roviny  Rn;  tato  vzdálenost  však  se  rovná  též  vzdálenosti 
bodu  T  od  průmětny  Pí.  Určíme  ji  pomocí  přímky  w,  na  níž 
leží  bod  Bn  v  průmětně  Pí  a  bod  Un  mající  od  této  vzdálenost  d. 
Naneseme  na  b\  délku  Bn  C/ď,  rovnou  distanci  ď  =  «£,  a  bodem 
Fl"  vedeme  rovnoběžku  k  přímce  Un*Ua.  Rovnoběžka  ta  protne 
*',  v  bodě  T*.   Patrně  jest  v  =  IhíW. 
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KAPITOLA  V. 


Promítání  kosoúhlé  na  jednu  průmětnu. 

97.  Mezi  průměty  parallelními  na  danou  rovinu  jest  průmět 
orthogonáiní  zvláštní,  poněvadž  promítání  orthogonální  jest 
bezprostředně  dáno,  jakmile  si  vytkneme  průmětnu;  každé  jiné 
promítání  se  pomocí  jeho  vyjadřuje.  Proto  přihlížíme  vždy 
k  souvislosti  průmětu  kosoúhlého  s  průmětem  pravoúhlým.  Jeli 
P*  průmět  pravoúhlý  a  Pff  průmět  Šikmý  bodu  P,  jest  PP  pa- 
prsek promítající  orthogonálně,  PF7  klinogonálně ;  přímku  PF* 
lze  považovati  buď  za  průmět  orthogonální  paprsku  kosoúhelnS 
promítajícího  PF7,  aneb  za  průmět  kosoúhelný  paprsku  ortho- 
gonálně promítajícího;  nazýváme  ji  ordinálou  bodu  P;  je-li  0 
vzdálenost  bodu  P  od  průmětny  a  a  úhel,  který  uzavírají  pa- 
prsky kosoúhelně  promítající  s  průmětnou,  pak  jest  zzzzPP*.  tg<rp 
jak  z  pravoúhlého  trojúhelníka  PPiPa    zřejmo;  jest  tedy  pro 

určité  promítání  kosoúhelnó  ^prpa  hodnota    stálá   pro    veškeré 

body  P  v  prostoru,  již  nazýváme  modulem  promítáni  kosoúhlého ; 
při  tom  si  vytkneme  na  ordinálách  oba  smysly  tak,  aby  ku  po- 
sitivnímu z  náležitá  úsečka  P*!*7  měla  též  smysl  positivní.  Vi- 
díme z  toho,  že  útvar  prostorový  Z  jest  průměty  2*,  2?  úplně 
vyjádřen,  jakmile  známe  modul  a  vytkneme  smysl,  v  němž  se 
přiřaďují   ordinály  positivním  souřadnicím  z  bodů  v  prostoru. 

Je-li    a  =  —  p,  rovná-li  se  tedy  modul  1,  pak  jest  oběma  prů- 

mety  bodu  jeho  souřadnice  z  bezprostředně  dána,  a  tím  jest  též  sou- 
vislost promítání  toho  s  promítáním  cyklickým  patrná.  Myslíme-li 
si  souhrn  všech  párů  bodových  v  průmětně,  ležících  na  přímkách 
stejnosměrných  s  ordinálami,  pak  vyjadřují  nám  veškeré  body 
v  prostoru;  pro  body  v  průmětně  ležící  oba  body  takového  páru 
splývají. 

Myslíme-li  si  všechny  možné  průměty  rovnoběžné  dvou 
bodů  A,  2?,  obdržíme  v  průmětně  dvě  soustavy  bodové  v  poloze 
podobné;  stopní  bod  í/í  přímky  u  =  AB  jest  středem  podob- 
nosti  soustav    těch,    v    nichž    k    sobě   vždy   náležejí    průměty 
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bodů  A,  B  na  základě  téhož  směru  promítání  odvozené.  Jsou  li 

*tv>  zp  vzdálenosti  bodů  A,  B  od  průmětny,  jest  —modulem po- 

dobnosti.  Každý  paprsek  podobnosti  z  L\  vycházející  jest  šikmým 
průmětem  přímky  u  pro  libovolný  směr,  obsažený  v  rovině  přímkou 
u  položené  a  průmětnu  v  paprsku  podobnosti  protínající.  Libo- 
volné dva  průměty  A1,  A*  bodu  A  a  příslušné  dva  průměty  JS*, 
B**  bodu  B  určují  dvě  k  sobě  patřící  úsečky  ve  vytčených  sou- 
stavách bodových,  pročež  jest  vždy  M*  ||  AlA»  a  l^JB* :  4*á*  = 

Je-li  pro  určité  promítání  kosoúhlé  směr  promítajících 
paprsků  úplně  vyjádřen,  pak  můžeme  útvary  prostorové  určovati 
jejich  průmětem  kosoúhlým  pomocí  roviny  distanční  obdobně, 
jak  se  to  dělo  při  promítání  orthogonálním.  Přímku  p  vyjádříme 
bodem  stopním  Pí  a  průmětem  P*^  bodu  Pn,  v  němž  protíná  rovinu 
distanční,  rovněž  tak  rovinu  R  přímkou  stopní  n  a  průmětem 
f^n  přímky  r*,  v  níž  protíná  rovinu  distanční.  Bod  pak  můžeme 
vyjádřiti  průmětem  a  nositelem. 

98.  Dva  útvary  neb  prvky,  z  nichž  jeden  jest  obsažen 
v  druhém  aneb  jeden  prochází  druhým,  nazýváme  incidentnírni  \  tak 
jsou  na  př.  dvě  přímky,  které  se  protínají,  incidentní  se  svým 
průsečíkem,  jakož  i  s  rovinou,  která  je  spojuje.  Rovněž  dva  útvary 
nebo  prvky,  které  jsou  s  týmže  třetím  incidentní,  nazýváme  též 
incidentnírni  vzhledem  k  němu. 

Sestrojování  a  provádění  úloh,  které  se  řeší  na  základě 
incidence  prvků  neb  útvarů,  tedy  tím  způsobem,  že  body,  přímky 
a  roviny  mezi  sebou  a  navzájem  buď  spojujeme  aneb  protínáme, 
jest  totožné  se  strojením  a  prováděním  obdobným  při  promítání 
orthogonálním.  Nazýváme  takové  konstrukce  konstrukcemi  polohy. 
Provedení  úloh  a  konstrukcí  má  tedy  platnost  nezměněně  i  při 
promítání  kosoúhlém.  Jinak  se  má  věc,  když  provádíme  kon- 
strukce, v  nichž  odvozujeme  délky  a  úhly,  jež  body,  přímky 
a  roviny  mezi  sebou  aneb  navzájem  určují.  Konstrukce  takové 
nazýváme  metrickými.  Konstrukce  ty  se  provádějí  alespoň  částečným 
přechodem  ku  průmětu  orthogonálnímu.  Proto  volíme  v  kon- 
strukcích takových  za  nositele  bodu  jeho  přímku  orthogonálně  pro- 
mítající, aneb  některou  rovinu  orthogonálně  promítající,  která 
jej  obsahuje,  aby  přechod  k  průmětu  orthogonálnímu  byl  co  nej- 
kratší. Průmět  nositele  libovolného  bodu  B  splývá  tedy  s  jeho 
ordinálou,   jeho  stopa  je  totožná  s  průmětem  orthogonálním  B' 

J.  Sobotka:   Detkrlptlmi  geometrie.  10 
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bodu.  Značí-li  z  přímka  orthogonáloě  promítající  bodem  B  polo- 
ženou, a  8p  vzdálenost  jeho  od  průmětny,  jest  tedy  j*ď/9  =  2ž'2řr 
a  poněvadž  rovina  Pí  a  rovina  distanční  P*  na  všech  přímkách 
orthogonálně  promítajících  utínají  úsečky  o  téže  délce  d,  budou 
průměty  úseček  těch  míti  též  stejnou  délku  da;  bude  tedy 
Z\ZPn  —  <P\  proto  není  třeba  bod  Bn  zvlášť  vyjadřovati,  nýbrž 

postačí,   když    bod  B  vyjádříme  jako 
yZÍ       prve  průměty  B\  B?.  Ale  za  to  vyjá- 
dříme  si  jednou  pro  vždy  libovolnou 
úsečku  Z\Zn  k  průmětně  kolmou,  ome- 
zenou průmětnou  a  rovinou  distanční, 
průmětem  ZiZ^n^zd/7;   úsečku  tu  lze 
považovati  též  za  ordinálu  D'Iř  libo- 
volného  bodu    D   v   rovině   distanční 
ležícího.  Délku  d  vyjádříme   kružnicí 
poloměru  d  (obr.  108.)  kolem  Z\  v  prů- 
mětně  opsanou.    Kružnici   tu  (ď)   nazýváme   hruínicl   distanční; 
jest   i  cyklickým  průmětem  libovolného  bodu  roviny  distanční. 
Postačí,  provedeme-li  zde  jenom  několik  úloh  základních, 
z  nichž  však  postup  při  jiných  úlohách  složitějších  jest  patrný. 


Obr.  108. 


Obr.  109 


99.  Vloha.  Čtyřmi  body  A,  B,  C,  D  v  prostoru  libovolně 
danými  poloíiti  čtyry  rovnoběžné  roviny  A,  B,  C,  D  tak,  aby 
poměr  B  H  A  :  C  H  B  :  D  — |  C měl  danou  hodnotu  mm:p. 

Obr.  109.  —  Mysleme  si  body  dané  spojeny  dvěma  přímkami 
u  a  v.   Roviny  hledané  budou  protínati  jak  u  tak  v  ve  čtyřech 
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bodech AXJ Bx *CUDU   popřípadě  A^,  1?2,  Ctt1  Z>a,  které  v  přede- 
psaném pořádku  stanoví  daný  poměr. 

Jest  tudíž  AXBX  :BXCX:  CxDt  —  A2B2  :  BqCq  :  C2D2  zzzminip. 
Na  každé  přímce  však  splývají  dva  z  těch  bodů  s  danými  dvěma 
body,  takže  pomocí  daného  poměru  stanovíme  snadno  zbývající 
dva  body.  Každá  z  rovin  hledaných  A,  B,  C,  D  obsahuje  pak 
příslušně  jednu  z  přímek  AXA27  BtB2i  CtC21  DXD2  a  jest  k  ostatním 
rovnoběžná.  Že  tomu  tak  jest,  vychází  z  následujícího :  Položme 
přímkou  AXA2  rovinu  A  rovnoběžnou  ku  BXB2;  k  rovině  té 
můžeme  položiti  tedy  též  rovinu  B  rovnoběžnou,  obsahující 
přímku  BXB2\  pak  rovina  C  bodem  Cx  rovnoběžně  k  A  položená 
seče  A2B2  v  bodě  0*tt,  tak  že  (^A2B2Gm2)  =  (AlBiCx);  bod  ten 
splývá  proto  s  C2J  pročež  skutečně  lze  položiti  přímkou  CXC2 
a  tedy  také  přímkou  DXD2  rovinu  rovnoběžnou  k  A. 

Dané  body  určují  čtyřstěn,  který  má  tři  páry  stran  w,  t; 
protilehlých,  tak  že  úloha  poskytuje  troje  řešení. 

V  obrazci  jest  vyjádřen  případ,  pro  nějž  B  H  A  =  C  —\  B 
=  D  — |  C  a  v  němž  za  u  zvolena  přímka  BD.  Dané  čtyři  body 
vyjádřeny  jsou  průměty  orthogonálními  A\  B\  C\  D*  a  klino- 
gonálními  A*,  BP,  C*  DG  do  Pí.  Zde  jest  u'  =  B4Di,  u*  =  B°D* 
a  Ui=zu'.uff  jest  bodem  stopním  přímky  u.  Rozpůlíme  BD 
v  bodě  C,,  učiníme  BAX=CXB  a  vedeme  přímky  c  =  CCXJ 
a  =  AAx;  bod  stopní  Cj  prvé  z  nich  jest  0(yx.OT0TlJ  bod 
stopní  A\  druhé  jest  AéA\  .APA?X.  Body  Au  -B,  D  vedeme  přímky 
rovnoběžné  ku  c;  jejich  body  stopní  Au,  Bi,  D\  leží  na  přímce 

Žádané  roviny  A,  B,  C,  D  procházejí  příslušně  body  AX1 
U,  Cj,  Db.  jsou  patrně  rovnoběžný  s  přímkami  a  a  c.  Stopa 
roviny  A  jest  tudíž  přímka  AiAn,  kdežto  stopy  rovin  B,  C,  D 
procházejí  body  2?i,  Ci,  D\  a  jsou  rovnoběžný  k  A1An.  Je-li  LP 
průmět  šikmý  bodu  Z,  pro  nějž  V  =  A\  a  úsečka  L'L  rovná  se 
distanci  d,  pak  rovnoběžka  bodem  La  ku  a'  seče  a?  v  bodě  Jřď, 
který  jest  patrně  šikmým  průmětem  bodu  M  na  a,  ležícího  v  ro- 
vině distanční,  tak  že  bodem  M?  prochází  průmět  aPn  přímky 
distanční  pro  rovinu  A ;  tím  jest  vyjádření  všech  ostatních  rovin 
též  dáno. 

100.  Úloha.  Dány  jsou  body  A,  B  svými  průměty  A*,  A';  BP,  B'; 
určiti  jest  jejich  vzdálenost,  odchylku  a  přímky  AB  od  průmětny  a 
na  úsečce  AB  vytknouti  bod  E,  jehoé  vzdálenost  q  od  bodu  B  jest 
dána* 

10* 
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Obr.  110.  —  Veďme  bodem  A'  rovnoběžku  A'BTl  ku  A^B*. 
Je-li  B*l  průsek  její  s  ordinálou  BPB\  pak  jest  patrně  B°XB' 
průmětem  kosoúhlým  kolmice  k  průmětně,  jejíž  délka  rovná 
se  algebraickému  rozdílu  vzdálenosti  zp,  sa  bodů  JB,  A  od  prů- 
mětny. Pravou  délku  zp— za  této  kolmice  naneseme  na  kolmici 
ku  AW  do  B*  (-B).  Bod  (2ř)  je  tu  snadno  sestrojiti.  Poněvadž 
totiž  pro  body  Zni  Z\  jest  rozdíl  souřadnic  í,  vedeme,  abychom 
obdrželi  zp— *«,bodem  Z\  kolmici  ku  A'B';  budiž  L  jeden  její  bod, 
průsečný  s  kružnicí  (d);  bod  (B)  obdržíme,  sestrojíme-li  troj- 
úhelník B'BPX(B)  podobně  položený  k  trojúhelníku  ZiZFnL,  ve- 
deme proto  bodem  B6l  rovnoběžku  ku  2Fn^  která  již  kolmici  v  B' 
ku  A'B'  v  bodě  (B)  protíná.  V  trojúhelníku  pravoúhlém  AB\B) 


Obr.  110. 


jest  pak  jednou  odvěsnou  délka  průmětu  úsečky  AB,  druhou  jest 
*p—za,  proto  jest  A*(B)  pravou  délkou  úsečky  AB  a  <  B'A'(B)  =  a. 
Učiníme-li  (B)(C)  =  q,  jest  pata  C  kolmice  z  (Í7)na-d.'i*'  prů- 
mětem orthogonálním  a  průsečík  rovnoběžky  bodem  O  ku  B*B? 
vedené  s  přímkou  AGBF  průmětem  kosoúhlým  C°  bodu  hleda- 
ného C.  Kratčeji  obdržíme  Ca  z  bodu  ((7),  když  jím  vedeme  rovno- 
běžku k  (JB)  Iř5",  jak  z  podobnosti  ihned  patrno. 

101.  Průměty  parallelní  v  různých  směrech. 

Promítněme  útvar  dvakráte  do  průmětny  Pí,  jednou  ve 
směru  i,  po  druhé  ve  směru  m.  Průměty  Aly  A*  libovolného  bodu 
-4,  odvozené  první  pomocí  směru  ř,  druhý  pomocí  směru  m, 
leží  na  přímce  stálého   směru,  rovnoběžné  s  přímkami  P\  ml. 
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Průměty  a\  ď  libovolné  přímky  protínají  se  ve  stopě  A\  přímky  a. 
Z  toho  poznáváme,  že  dva  kosoúhlé  průměty  útvaru  rovinného 
jsou  útvary  příbuzně  položené;  osou  příbuznosti  jest  stopa  r\ 
roviny  R,  oba  útvary  obsahující,  kdežto  směr  příbuznosti  jest 
dán  přímkami  Z",  mx. 


Obr.  lil. 

Sklopení  roviny. 

Obr.  111.  —  Jedná- li  se  o  sklopení  nějaké  roviny  R  ku 
průmětně  nakloněné,  mysleme  si  ještě  roviny  stopou  n,  které 
rozpolují  úhly,  jež  R  s  průmětnou  uzavírá,  tedy  roviny  souměr- 
nosti S,  T  rovin  R,  Pí.  Libovolný  bod  L  v  rovině  R  přijdiž  po 
sklopení  buď  do  polohy  (L)  nebo  do  polohy  [£»];  při  sklápění 
bod  ten  opisuje  kružnici  l  v  rovině  L,  normální  ku  přímce  r^ 
Protiná-li  rovina  L  roviny  S,  T  po  případě  v  přímkách  s,  tf,  jest 
spojnice  L  (L)  kolmá  k  jedné  z  nich,  dejme  tomu  ks;  pak 
jest  L[L]  _L  '•  Poněvadž  jest  též  přímka  n  kolmá  k  přímkám 
L(L\  L[L],  proto  jest  L(L)±S,  L[L]  J.T.  Z  toho  plyne,  pro- 
mítneme-li  rovinu  R  parallelně  ve  směru  kolmém  k  jedné  neb 
druhé  rovině  souměrnosti  rovin  R,  Pí,  že  takto  obdržený  průmět 
kosoúhlý  jest  totožný  s  příslušným  sklopením  roviny.  Z  té  pří- 
činy nazýváme  sklopení  roviny  též  jejím  průmětem  shodným, 
a  to  buď  souhlasně  nebo  souměrně  shodným  (32)  a  označujeme 
mnohdy  též  sklopení  obdobnými  znaky  jako  průmět  šikmý.  Ná- 
sledkem toho  leží  průmět  parallelní  roviny  s  jejím  sklopením 
v  poloze  příbuznosti.  Pro  průmět  orthogonální  jest  spojnice  každých 
dvou  příslušných  bodů,  to  jest  průmětu  bodu  a  jeho  sklopení, 
kolmá  ke  stopě  roviny,  pro  průmět  kosoúhlý  má  spojnice  ta 
též  stálý  směr,  ale  jest  ke  stopě  roviny  obecně  nakloněna  a  jenom 
tenkráte  kolmá,  když  směr  promítání  jest  kolmý  ke  stopě  roviny. 

Obr.  112.  —  Abychom  sestrojili  sklopení  R°  roviny  R,  vy- 
jádřené přímkami  *%  r^,   proveďme  nejprv  sklopení  některého 
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bodu  L  na  přímce  distanční  rn.  Vedeme  IP  V  =  ZPn  Z\.  Bod  If 
jest  orthogonální  průmět  bodu  Z,  a  vzdálenost  jeho  od  průmětny 
jest  d.  Obdržíme  tedy  sklopení  L°  bodu  L  na  kolmici  z  V  na 
n;  je-li  Zi  pata  této  kolmice,  dále  L'(L)\\ri  a  L'(i)=:d,  pak 
jest  LiL°=Li(L),  čímž  jest  sklopený  bod  L°  stanoven.  LL\  je 
přímka  spádová  v  rovině  R;  průmětem  jejím  kosoúhlým  jest£*Xi. 
V  příbuznosti  mezi  průmětem  kosoúhlým  roviny  R  a  jejím 
sklopením  R°  jest  L°Lff  směrem. 


Abychom  tedy  odvodili  sklopení  M°  libovolného  dalšího 
bodu  M  naší  roviny,  veďme  bodem  Mff  přímku  MaM>  rovno- 
běžnou ku  IPL0;  pak  spojíme  M  s  L  přímkou.  Stopou  této  přímky 
jest  bod  n.  IPM*1  a  spojnice  toho  bodu  s  L°  jest  sklopení  LQM* 
přímky  LM.  Jest  tedy  ffi  bodem  pruseeným  přímky  L°M°  s  prve 
vedenou  přímkou  MffM°.  Mohli  jsme  též  vésti  bodem  M  přímku 
spádovou  m,  jejíž  průmět  MaM\  jest  stejnosměrný  s  IP  Li  a  jejíž 
sklopení  jde  bodem  M\  kolmo  ke  stopě  t\  a  protíná  přímku  3FM° 
opět  v  bodě  3/°. 

102.  Úloha.  Sestrojiti  úhel  dvou  přímek  a,  b. 
Obr.  113.  —  Bodem  Zn  vedeme  stejnosměrky  ZnA\\%  ZnBn^ 
ku   přímkám   daným  a,  b.   Dále  myslíme   si  sklopenou    rovinu 
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AnBnZm  mající  přímku  AaBn  za  stopu,   a  odvodíme   sklopení 
Z°„  bodu  Zn\  <AxlpnB\\  jest  úhel  žádaný. 


103.  Úloha.  Sestrojiti  úhel  cp  rovin  A,  B. 

Obr.  114.  —  Určíme  průsečnicip  obou  rovin  a  klademe  jejím 
bodem  distančním  Pn  rovinu  N  normální  ku  p  a  protínající 
roviny  dané  v  přímkách  a,  &,  pak  rovinu  tu  sklopíme  do  (N). 
Sklopení  (a),  (&)  přímek  a,  b  uzavírají  žádaný  úhel. 


Obr.  114. 


Průsečnice  p  je  stanovena  body  Pi  =  ai.6i,  P*  =  <**.&*; 
uCinime-li  P**!**  =  Z^nZi,  obdržíme  vp'  =  PiF*  průmět  ortho- 
gonální  přímky  p.  Sestrojíme-li  pravoúhlý  trojúhelník  ftP*{P»} 
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s  pravým  úhlem  při  P*,  v  němž  Pn  {P*}  =  d,  pak  kol- 
mice z  [Pn)  na  Pi{Ptt}   protne  P\Pn  v  bodS  Nh  jímž  prochází 

stopa  «i  roviny  N,  kolmá  ku  PiPn  a  {P*}  Ni  jest  délka  přímky 

spádové  v  N  bodem  Pn  vedené.  Bude  proto  N\  (P*)  =  Ni{Pn}. 
Přímka  (a)  spojuje  bod  (P^)  s  bodem  stopním  Aiz=ai.ni,  a 
přímka  (6)  týž  bod  (P*)  s  bodem  Pí  =  61 .  m. 

104.  Otočení  roviny  R  X;oZem  přímky  p  v  ní  ležící. 

Obr.  115.  —  Budiž  RA  rovina  ta  v  poloze  otočené.  Abychom 
provedli  otočení  libovolného  útvaru  Z  v  R  do  polohy  -2^,  pro- 
vedeme nejprv  otočení  některého  jelio  bodu  L,  což  možno  učiniti 
následujícím   způsobem:    S    bodu  L   spustíme  kolmici  na  R&y 


Obr.  115. 

ustanovíme  patu  Lx  této  kolmice,  pak  vedeme  v  R^  kolmici 
z  L%  na  osu  otáčení  p  a  ustanovíme  rovněž  patu  L0  této  kolmice. 
Pak  jest  rovina  LLXL^  kolmá  kuj),  v  ni  se  proto  otáčení  bodu  L 
děje  a  L0L  jest  poloměrem  otáčení.  Naneseme-li  proto  na  LL* 
délku  LqL^=z L0L  v  příslušném  smyslu,  bude  L&  otočená  po- 
loha bodu  L. 

Poněvadž  jest  přímka  LL^  v  rovině  normální  ku  přímce 
p,  lze  přímkou  p  položiti  rovinu  L  kolmou  ku  přímce  LL&; 
rovina  L  půlí  dva  vrcholové  úhly  rovin  R,  RA,  tak  že  pro  všecky 
body  L  v  R  mají  přímky  LL&  stálý  směr,  jsouce  kolmé  k  L. 
Libovolná  přímka  l  v  2  a  její  otočení  ř^  se  sekou  na  ose  otá- 
čení nebo  jsou  k  ní  rovnoběžné. 

Průměty  -2*  2VA  rovnoběžné  útvaru  -T,  2&  do  libovolné 
roviny  průmětné  mají  tu  vlastnost,  že  průměty  IPlP^  přímek 
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LL&  rovnoběžných  jsou  taktéž  rovnoběžné,  a  průměty  V7,  V*^ 
přímky  l  a  jejího  otočení  se  protínají  na  průmětu  přímky  p7 
aneb  jsou  k  němu  rovnoběžný.  Buďtež  Z^,  Jí*  průměty  dvou 
bodů  v2'a  Lff0,  M°0,  průsečíky  přímek  I/TL(rA  WW^*  s  p*. 
Poněvadž  přímky  IPM?%  LP&Mg^,  pff  se  sbíhají  v  jediném  bodě 
nebo  jsou  rovnoběžné,  proto  platnost  má  úměra 


L°L° 


M*M** 


Má  tudíž  poměr 


LP±L\  -  M^M\  • 


L*L° 


o 


pro  veškeré  páry   bodů  IP%   IP^  hodnotu  stálou;   průměty  2°y 
2 ?£  jsou  v  poloze  affinní,  jejíž  osou  jest  pG. 


105.  Otočeni  roviny  R  kolem  některé  její  přímky  hlavní  do 
polohy  R^  rovnoběiné  s  průmětnou. 

Obr.  116.  —  Budiž  rovina  R  opět  určena  přímkami  ri,  rn. 
Průmět  2?&  bude  patrně  shodný  s  útvarem  -FA  a  tudíž  i  s  útva- 
rem 2. 

Provedeme  si  nejprv  způsobem  právě  odvozeným  otočení 
bodu  -fli,  ležícího  na  přímce  stopní  ri.  Bodem  tím  vedeme 
H\Ran  =  ZiZcn ;  tím  jest  vyjádřena  kolmice  h  z  Hj  na  R^J 
určíme  její  průsek  Hx  s  R^;  za  tím  účelem  vedeme  bodem  HL 
libovolnou  přímku  a  v  rovině  R  protínající  přímku  p  v  bodě  A0. 
Přímky  h,  a  určují  rovinu,  která  protíná  R^  v  přímce^,  procházející 
bodem  A0  a  rovnoběžné  s  přímkou  distanční  AnHn.  Přímka  g  pro- 
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tíná  h  v  Ht.  Nyní  stanovíme  vzdálenost  bodu  E\  od  roviny  R^; 
vzdálenost  ta  rovná  se  vzdálenosti  bodu  Ht  od  průmětny.  Tuto  mů- 
žeme snadno  na  stejnosměrce  BPl  2  bodem  Hfka  r\  vedené  odvo- 
diti. Vedeme  IP „l  ||  t\  tak,  aby  Han\  =r  d,  pak  protíná  spojnice  H{í 
přímku  22^,2  v  bodě  2,  a  úsečka  IFX2  rovná  se  hledané  vzdále- 
nosti. Nyní  spustíme  s  H%  kolmici  na  j»,  jejíž  průmět  též  jest 
kolmý  k  p°\  je -li  HQ  pata  této  kolmice,  pak  vysvítá  z  pravo- 
úhlého trojúhelníka  Hff9IFt29  že  12^2  rovná  se  poloměru j>táčení 
pro  bod  EL  Naneseme-li  tudíž  na  přímku  ^íFo  délku  B?~B?&  = 
Ha02  obdržíme  v  H?&  průmět  bodu  JBi  v  poloze  po  otočení  do 
roviny  RA. 

Abychom  obdrželi  otočenou  polohu  B&  libovolného  bodu 
JB,  vedeme  spojnici  BE\\  průsek  A0  spojnice  této  s  p  náleží  též 
přímce  otočené,  tak  že  BffA  leží  na  přímce  IF^AďQ  a  mimo  to 
jest  B°B<rA\\  B?ilPň,  čímž  jest  stanoven  bod  fl*A.  Opět  jsou  IP, 
™A  v  poloze  affinní;  osou  affinity  jest  průmět  osy  otáčení  p. 
Na  základě  tom  zobrazeno  zde  otočení  A^B^C^  trojúhelníka 
ABC  v  rovině  R  položeného;  konstrukce  tu  provedené  jsou 
z  obrazce  patrný. 

106.  Úloha.  Určiti  vzdálenost  bodu  B  od  přímky  p. 

Obr.  117.  —  Bod  B  budiž  dán  průměty  B*  Bé.  Položíme 
bodem  Ba  přímkou  p  rovinu  R,  v  níž  vedeme  bodem  B  přímku  q. 
rovnoběžnou  se  stopou  rjy  potom  rovinu  kolem  q  otočíme  do 
polohy  RA  stejnosměrné  s  průmětnou,  v  kteréžto  poloze  můžeme 
hledanou  vzdálenost  bezprostředně   vyjádřiti. 

Abychom  sestrojení  provedli,  vyhledejme  nejprv  bod  P, 
v  němž  jest  přímka  p  proťata  osou  otáčení  q.  Vedeme  P^^u 
=  ZcnZi  a  ZxiZF  =  BUF.  Tím  jsme  určili  rovinu  orthogonálně 
promítající  přímky  p;  bod  Z,  v  rovině  té  položený,  má  od  prů- 
mětny touž  vzdálenost  jako  bod  B;  rovnoběžka  bodem  Z  ku 
^ii  Pí  vedená  leží  ve  vytčené  rovině  orthogonálně  promítající  a 
protíná  přímku  p  v  bodě  P,  majícím  taktéž  s  bodem  B  stejnou 
vzdálenost  od  průmětny.  Následkem  toho  jest  přímka  BP  přím- 
kou hlavní  q  roviny  R,  kolem  níž  rovinu  tu  otočíme.  Proveďme 
nejprv  otočení  bodu  Pn\  kolmice  z  bodu  toho  na  R^  má  svou 
patu  v  bodě  Z\  dále  stanovíme  t;  =  P^HRA;  vzdálenost  ta 
rovná  se  vzdálenosti  bodu  Z  od  roviny  distanční.  Ze  pak  má 
bod  Z\\  od  roviny  distanční  vzdálenost  rf,  obdržíme  v  tím,  že 
bodem  Z1T  vedeme  úsečku  Znl  =  d  a  spojíme  Pff7T  s  bodem  1. 
JSpojnice  ta  protíná  rovnoběžku  k  Zxl\  bodem  Z?  vedenou  v  bodě  2 
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a  0  =  ^*2.  Přímky  Zul,  2P2  lze  klásti  v  libovolném  směru; 
my  jsme  je  vedli  kolmo  ku  přímce  ZPl**,  tak  že  trojúhelník 
F°Z?2  jest  při  ZP  pravoúhlý;  odvěsna  P^ZP  vyjadřuje  orthogo- 
nální  průmět  úsečky  PPn  do  RA ;  následkem  toho  přepona  Pff2 
podává  pravou  délku  úsečky  PPn\  proto  bude  též  PffPff&=P(T2. 
Průmět  P° A  bodu  Pn  po  otočení  bude  ležeti  dále  na  kolmici 
ze  ZP  na  <f  —  B^P0;  jest  to  tedy  bod  průsečný  kolmice  této 
s  kružnicí,  bodem  2  kolem  Pff  vedenou.  Podle  toho,  v  kterém 
smyslu  otočení  roviny  R  provádíme,  zvolíme  jeden  nebo  druhý 


f   //  ^ 

li 


\ 


\ 


N 


\ 


Obr.  117. 


z  bodů  průsečných  za  P*A.  Pak  jestj^  =  P*^  a  ^A  =  J3*7. 
Jest  proto  vzdálenost  hledaná  rovna  vzdálenosti  BPQP^  bodu  2?* 
od  přímky  f>*A.  Rovnoběžka  bodem  (^  ku  i*7*?17^  vedená 
protne  j/7  v  průmětu  Qa  bodu  Q,  a  fl^Q*7  jest  průmět  přímky 
bodem  B  vedené  a  danou  přímku  orthogonálně  protínající. 

107.  Úloha.  Sestrojiti  vzdálenost  bodu  P  daného  průměty  I*7,  P1 
od  dané  roviny  R. 

1.  řešení.  —  Obr.  118.  —  Odvodíme  si  průmět  orthogonální  Bkn 
libovolného  bodu  Rn  na  rn  ležícího  tím,  že  učiníme  PPnP,ln  = 
Z?nZ\,  potom  vztyčíme  v  bodě  Rn  normálu  r  k  rovině  R.  Prů- 
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metem  jejím  orthogonálním  jest  kolmice  z  R?n  na  **.  Je-li  L\ 
patou  této  kolmice,  sestrojíme  trojúhelník  při  B!n  pravoúhlý 
LíRn  (R)  tak,  aby  odvěsna  JB'*  (R)  rovnala  se  d,  a  vztyčíme 
kolmici  v  (Jí)  ku  Zi(ií),  která  protne  £ijR*  v  bodě  stopním  JBi 
normály  r,  tak  že  normála  r  jest  body  R\t  R?n  úplně  vyjádřena* 


Obr.  118. 


Abychom  dále  danou  úlohu  rozřešili,  vedeme  bodem  P 
normálu  n  k  E  a  určíme  její  průsek  Q  s  rovinou  R.  Hledaná 
vzdálenost  jest  pak  PQ.  Především  jest  n^Hr*.  Stopou  roviny 
orthogonálně  promítající,  přímkou  n  položené,  jest  kolmice  k  rj 
bodem  P  vedená,  která  protíná  na  v  bodě  stopním  N\  normály  n. 
Položíme-li  přímkou  n  rovinu  nr,  stopou  její  jest  g\  =  AŤiRi* 
Přímka  průsečná  roviny  této  s  rovinou  R  spojuje  body  *i .  g^ 
Rn  a  protíná  n  v  bodě  Q.  Jde  ještě  o  pravou  délku  úsečky  PQ. 
Pravou  délkou  normály  RiRn  jest  Ri(R);  naneseme-li  tedy 
Bil  =  ptQP  na  RiR?n  a  vedeme  bodem  1  stejnosměrku  ku 
R?n(R)  až  protne  Ri(R)  v  bodě  (Q),  pak  jest  patrně  Ri(Q)  =  PQ. 

2.  řešent.  Obr.  119.  —  Bodem  P  klademe  rovinu  L,  ortho- 
gonálně promítající,  kolmou  k  r*.  Stopa  h  prochází  bodem  P 
a  je  též  k  n  kolmá.  Učiníme-li  PP7*  =  Z^n,  leží  bod  P7* 
na  lff7f  Průsečná  přímka  s  =  SiS^  rovin  R,  L  jest  přímkou 
spádovou  roviny  R ;  kolmice  k  ní  bodem  P  v  rovině  L  vedená 
je  normálou  z  P  na  R,  tak  že  značí-li  Q  patu  této  kolmice,  jest 
QP  hledanou  vzdáleností.    Pro  její  sestrojení  vedeme  bodem  P 
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přímku  hlavní  v  rovině  L,  protínající  s  v  bodě  H,  a  "otočíme  L 
kolem  PH  do  polohy  LA  rovnoběžné  s  průmětnou.  Otočíme 
nejprv  bod  Sn  do  polohy  £A ;  vedeme  fi^Š'*  =  Z?nZi.  Přímka 
SPn&n  protíná  průmět  osy  PH  v  bodě  S^,.  Naneseme-li  na  kol- 
mici v  SfT1  ku  P^H*  vztyčenou  délku  S*7,  S^,  rovnající  se  vzdá- 
lenosti S^S,  bodu  Sn  od  roviny  L^,  obdržíme  průmět  bodu  S&. 
Za  tím  účelem  vedeme  bodem  &„  kolmici  ku  P°H?,  na  niž 
naneseme  délku  £'^1  =  ď,  pak  prochází  spojnice  S<Tn\  též  bodem 
S*^  čímž  jest  také  stanoven.  Jest  tedy  sP&  =  H^SP^.  Vzdálenost 
^Q^A  bodu  P0"  =  P°"A  od  sP^  jest  vzdáleností  hledanou.  Vede- 
me-li  ještě  bodem  Q?&  rovnoběžku  k  S^S**,  protne  s*  v  bodě 
<y,  a  pfQ*  jest  průmětem  hledané  vzdálenosti. 


Obr.  119. 


108.  Vraťme  se  ještě  k  otočení  roviny  A  kolem  libovolné 
přímky  p  v  ní  položené  (104)  o  určitý  úhel  do  polohy  AA  a 
ukažme,  jak  lze  konstrukce  příslušné  jednoduše  provésti.  Vy- 
tkněme si  nejprve  úlohu: 

Dány  jsou  přímky  ah  an  roviny  A ;  sestrojiti  příslušné  přímky 
'Au  rA*  noviny  AA. 

Přejdeme  ku  průmětu  orthogonálnímu,  čímž  se  řešení  pře- 
vede na  (54.). 
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Obr.  120.  —  Ke  konstrukcím  těm  připojíme  ještě  tyto: 
Můžeme  totiž  s  výhodou  konstrukci  provésti  tak,  jak  byla  pro 
otočení  libovolného  bodu  L  odvozena,  a  to  tím,  že  vyjádříme 
příslušný,  vhodně  zvolený  trojúhelník  LLXL0.  Za  tím  účelem 
mysleme  si,  že  bod  L  leží  v  rovině  hledané  AA,  kterou  bychom 
měli  kolem  p  otočiti  o  úhel  <jp  tak,  aby  splynula  s  rovinou  danou 
A.  Zvolíme  nejprve  Lx  v  rovině  A,  zde  jakožto  stopu  přímky 
spádové  roviny  A  procházející   bodem  Pn  dané  přímky  p;   od- 


Obr.  120. 


vodíme-li  tedy  z  F7*  bod  Fn,  jest  Lx  patou  kolmice  z  bodá 
toho  na  a\.  Dále  odvodíme  délku  úsečky  LXL.  V  pravoúhlém 
trojúhelníku,  jehož  jedna  odvěsna  jest  LxPn)  druhá  Fn(Pn)  pak 
se  rovná  cř,  přepona  Lx  (Pn)  podává  délku  úsečky  LxPn  na  přímce 
spádové;  přeneseme-li  délku  tu  od  Lx  na  LxPn  do  LxP°n,  ob- 
držíme bod  P°ni  s  kterým  splyne  Pn  po  příslušném  sklopení 
roviny  A,  tak  že  P\P\  jest  sklopením  p°  přímky  p.  Vzdálenost 
LXL*  bodu  Lx  od  p°  rovná  se  jedné  odvěsně  trojúhelníka  LLXL0. 
Sestrojíme-li  tedy  trojúhelník  LXL\X  při  L°0  pravoúhlý,  jehož 
úhel  při  L,  rovná  se  qp,  pak  podává  L°0l  délku  LXL.  Vztyčíme-li 
tedy  v  bodě  Lx  kolmici  k  A  a  naneseme  na  ni  ve  smyslu  příslušném 
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otočení  roviny  A  kolem  p  délku  LtL  =.  L%  pak  jest  Lp  hle- 
danou rovinou  A^.  Myslíme-li  si  rovinu  promítající  přímkjr 
TnL\  sklopenu  tak,  že  sklopení  přímky  té  jest  {Pn)L{,  obdržíme 
sklopení  (L)  bodu  L,  když  naneseme  na  kolmici  v  Lx  ^Lx{Pn) 
v  příslušném  smyslu  délku  ~Lt  (£)  =  L\h 

Přímka  g  =  LPn  leží  v  rovině  hledané  EA;  stopu  G\  přímky 
té  obdržíme  jakožto  průsečík  přímky  (Pn)  (L)  s  přímkou  PtnL\* 
Jest    tudíž  aAi  =  Pí 6It   kdežto  a^n\\a^i   prochází    bodem    Pn* 

Pro  cp  =  1*  jest  L0  v  nekonečnu,  a  P„L  přejde  v  normálu 
k  A,  bodem  Pn  vedenou. 


'4/ 


Obr.  121. 


109.  Úloha.  Dán  budiž  průmět  1G  útvaru  -£  v  dané  rovině  A  leží- 
cího ;  sestrojiti  jest  průmět  2ď^  útvaru  toho  po  otočení  v  určitém 
smyslu  o  úhel  qp  kolem  dané  přímky  p,  leiící  v  rovině  A. 

1.  řešeni.  —  Obr.  121.  —Vyjdeme  nejprv  od  úlohy  předchá- 
zející, jejíž  řešení  provedeme  pomocí  roviny  N,  bodem  Pn  kolmo 
k  p  položené  (54).  Sestrojíme  tedy  F'ny  pak  trojúhelník  při  Pn 
pravoúhlý  PiP,7lP°7t,  v  němž  P*~^P\  =  d;  pak  kolmice  v  P°„  ku 
PiP0*  vztyčená  seče  PiP*  v  bodě  Nu  ležícím  na  stopě  ni  ro- 
viny N,  při  čemž  bod  N\  jest  stopou  přímky  spádové  PnN\  ro- 
viny N. 
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Útvary  v  rovině  N  ležící  při  otáčení  v  této  rovině  zůstá- 
vají. Přijde-li  přímka  a  =  N.A  otočením  v  úloze  vyznačeným 
ůo  polohy  aA,  bude  též  ve  sklopení  (N)  roviny  N  úhel  (a)(aA) 
rovnati  se  g>  a  míti  smysl,  příslušný  danému  otáčení.  Proveďme 
nejprv  otočení  bodu  Ai  =  ni.a\  do  polohy  A\A\  sklopení  (^4^) 
obdržíme  v  příslušném  bodě  prňsečném  přímky  (aA)  s  kružnicí 
kolem  (Pn)  opsanou  a  bodem  A\  procházející. 

Průměty  2Py  2PA  jsou  v  poloze  affinní  pro  $P  jakožto  osu; 
směr  affinity  jest  patrně  průmětem  šikmým  přímek,  spojujících 
příslušné  sobě  body  před  otočením  a  po  otočení,  tedy  přímek 
rovnoběžných  s  A\A\A.  Vedli  jsme  bodem  Pn  přímku  JIMi^ia? 
jest  tedy  (l)  rovnoběžka  k  Al  (A^)  bodem  (Pn)  vedená;  seče-li 
mi  v  bodě  Zfi,Jest  V  spojnicí  bodu  L\  s  P0"*.  Přímka  lc  podává 
hledaný  směr  affinity.  Sklopení  libovolného  útvaru  v  N  ležícího 
a  jeho  průmětu  šikmého  leží  též  affinně  pro  n\  jakožto  osu  a 
(Pn)  Pffn  jakožto  směr  affinity.  Pomocí  této  affinní  polohy  sestrojili 
jsme  AalA.  Bod  ten  leží  jednak  ua  rovnoběžce  k  la  bodem  A\ 
vedené,  jednak  na  rovnoběžce  ku  {P7í)Pa7t  bodem  (Aj^)  vedené 
a  jest  proto  průsečíkem  obou.  Nyní  jest  již  přechod  od  2?  ku 
2?A  aneb  naopak  úplně  dán.  V  obrazci  jsme  odvodili  nejprv  k  IP 
bod  //ďAa  pak  k  trojúhelníku  GffH°Kff  trojúhelník  C?ffA/FAJFA  tím, 
že  jsme  sestrojili  ku  přímce  A\H  přímku  příslušnou,  jejíž  průmět 
spojujebod  Aa\A  s  bodem  AifiP.p*7,  a  pak  spojnici  tu  protíná  rovno- 
běžka k  V  bodem  íf*  vedená  v  bodě  řPA.  Přímka  //ťrA(rďA  spo- 
juje bod  HaA  s  bodem  HffGff  .  p°,  a  spojnice  G^G0"  jest  rovnoběžná 
k  la\  takovým  postupem  sestrojí  se  celý  trojúhelník  GffAH(TAK(TA. 
Mimo  to  v  obrazci  sestrojeny  též  přímky  aAi,  aA7r  roviny  oto- 
čené; prvou  z  nich  pomocí  toho,  že  prochází  bodem  ,<lAl=fii.(aA). 

2.  řešení.  —  Obr.  122.  —  Vedle  dalšího  řešení  úlohy  právě 
projednané  chceme  zde  ještě  také  předpokládati,  že  jest  útvar 
2  v  pravém  tvaru  dán,  že  tedy  můžeme  bezprostředně  jeho 
sklopení   2*  vyjádřiti,  a  bude  se  nám  jednati   pak  o  2?  a  -i^. 

Půjdeme  zde  cestou  dříve  vyznačenou  (104)  a  zachováme 
též  příslušné  označeni. 

Sestrojíme  jako  tam  trojúhelník  LtL0L  a  přímku  a^;  vo- 
líme však  zde  pro  vrchol  £,  poněvadž  leží  v  rovině  AA,  označení 
ZA,  kdežto  písmenem  L  značíme  onen  bod  v  rovině  A,  jenž  po 
otočeni  předepsaném  splyne  s  £A.  Naneseme-li  délku  Z,  A  na 
L\LX  do  LIL0,  obdržíme  určité  sklopeni  L°  bodu  nyní  L  označeného. 

Šikmý  průmět  LeA  bodu  ZrA  leží  na  přímce  £*  která  spojuje 
bod  Gj  =  (g) .  Lt  P*  s  bodem  P**,  a  protože  sklopeni  roviny  gP*x 
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a  její  průmět  Šikmý  leží  affinně,  při  čemž  (P„)  !*„  podává  směr 
affinity,  proto  obdržíme  LG^  jakožto  průsečík  přímky  ga  s  rovno- 
běžkou ku  {Pn)  I*7*  bodem  (L&)  vedenou. 
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Obr.  122. 


a)  Kdy  se  nám  jedná  o  odvození  útvaru  2P&  z  2?  aneb 
naopak,  odvodíme  ještě  průmět  IP  bodu  L  ze  souvislosti  útvarů 
-£°,  2ď;  zobrazíme  třeba  přímku  LP„;  sklopení  její  jest  Z0-?0*, 

J.  8 o  b o  t k a :  Deskriptivní  geometrie.  1 1 
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při  čemž  ZjP0*  =  Lx  (P*),  a  šikmý  průmět  její  spojuje  bod  P^ 
se  stopou  ai .  L*P\  přímky  LPn.  Rovnoběžka  bodem  L°  ku 
P^nP^n  vedená  seče  právě  řečenou  spojnici  v  bodě  Lff. 

Poněvadž  -2°",  2PA  leží  affinně  pro  pď  jakožto  osu  affinity, 
při  čemž  známe  dva  sdružené  body  i0",  LffA  a  tedy  i  směr 
affinity  LffLa^  můžeme  z  útvaru  jednoho  útvar  druhý  odvoditi 
známou  cestou. 

b)  Útvary  -£,  -1A  jsou  shodné,  proto  budou  i  příslušné 
útvary  sklopené  2°,  2^^  shodné.  Oba  útvary  mají  bod  Pí  společný, 
ježto  Pí  =  Pia;  následkem  toho  libovolné  dvě  přímky  v  JS° 
bodem  Pí  a  příslušné  přímky  v  -!*£,  které  ovšem  týmž  bodem 
procházejí,  uzavírají  týž  úhel.  Bude  tudíž  v  jednom  případě  poloha 
útvarů  2°,  27" A  taková,  že  otočením  kolem  P\  lze  převésti  každý 
z  nich  do  polohy  druhého;  v  druhém  případě  pak  taková,  že 
lze  sestrojiti  přímku  o  bodem  Pí  jdoucí,  vzhledem  k  níž  obá 
útvary  2°,  2*  A  leží  souměrně. 

Ku  provedení  konstrukce  bude  pohodlnější  sklopení  druhé 
útvaru  -TAt  tedy  sklopení  to,  pro  něž  jest  <  P^nPjL^^  =  — 
<  P°nPiLx\  V  případě  našeho  obrazce  úhel  P°^PiL°  má  týž 
smysl  jako  úhel  P^PiZ^,  a  proto  musí  míti  úhel  Pw^PiLwA 
smysl  opačný  úhlu  PGnP\L<7A\  proto  nutno  zde  provésti  podle 
toho  sklopení  roviny  AA  v  záporném  smyslu.  Odvodíme-li  tedy 
P"'*  tím,  že  kolmici  z  P*n  k  a^  protneme  příslušně  kružnicí 
kolem  Pí  opsanou  a  jdoucí  bodem  P°nj  pak  jest  o  kolmicí  ku 
F°7tP*'n  s  bodu  Pí  spuštěnou.  Jest  pak  útvar  2MA  k  2°  vzhledem 
k  o  souměrně  položen,  a  z  2m&  odvodíme  2P&  na  základě  affinní 
polohy,  mající  aAi  za  osu  a  PfyinPan  za  směr  příbuznosti,  kdežto 
přechod  mezi  2?  2PA  jest  prostředkován  affinní  polohou,  mající 
pa  za  osu,  L?  IPA  za  dvojici  příslušných  bodů.  Tím  jest  vyjá- 
dřena vzájemná  souvislost  útvarů  2°,  -1*A,  -lď,  2?^  V  obrazci 
jest  2  čtverec  LQRS  daný  ve  sklopení  2°,  a  odvozeny  jsou  útvary 

&<?&&,   L0iAQ' "aSwa<S*a>  ^Wa^a^a;  pochod  pomocí  uve- 
dených vztahů  je  známý  a  z  obrazce  patrný. 
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KAPITOLA  VI. 

Základní  prvky  a  útvary;   některé  způsoby 

určování  prvků. 

Základní  prvky  a  základní  útvary  geometrické. 

110.  Každý  útvar  prostorový  skládá  se  z  určitého  neb  neurči- 
tého počtu  jistých  prvků  v  počtu  konečném  neb  nekonečně  velkém. 
Jsou-li  ve  dvou  útvarech  prostorových  prvky  jednoho  v  jakémsi 
zákonitém  vztahu  ku  prvkům  útvaru  druhého,  nazýváme  útvary 
ty  geometricky  příbuznými ;  vytčený  vztah  nazýváme  geometrickou 
příbuzností;  více  takových  navzájem  přibuzných  útvarů  tvoří 
řetěz  příbuzností  geometrických.  K  jednoduchým  takovým  pří- 
buznostem geometrickým  vedou  nás  elementární  způsoby  pro- 
mítání, jak  již  z  toho  patrno,  o  čem  jsme  dosud  jednali.  Na  zá- 
kladě příbuzností  geometrických  lze  z  vlastností  útvaru  jednoho 
odvoditi  vlastnosti  útvaru  druhého.  Nás  zajímati  budou  v  prvé 
řadě  ony  vlastnosti,  které  se  promítáním  nemění,  čili,  jak  pra- 
víme, které  při  promítání  zůstávají  invariantní. 

Základními  prvky  prostorovými  jsou:  bod,  přímka,  rovina. 
Nejjednodušší  vztah  pro  polohu  dvou  základních  nestejných 
prvků  jest  ten,  že  jest  jeden  v  druhém  obsažen  a  tedy  naopak, 
že  tento  prochází  oním;  o  dvou  takových  prvcích  pravíme,  že 
jsou  incidentní  (98).  Takový  vztah  může  se  tedy  vyskytnouti  buď 
mezi  bodem  a  přímkou,  nebo  bodem  a  rovinou,  aneb  konečně 
mezi  přímkou  a  rovinou,  kdežto  dvě  přímky  nazýváme  incident- 
ní mi  tenkráte,  když  jsou  obě  s  týmž  bodem  a  zároveň  s  touž 
rovinou  incidentní,  to  jest  když  se  protínají.  Z  těchto  prvků 
skládáme  základní  útvary  prostorové  pomocí  polohy  incidentní. 

I.  Především  dospíváme  k  základním  útvarům  prvého  řádu. 
Jsou  to  tyto: 

1.  Přímá  řada  bodová  aneb  krátce  řada  bodová  jest  souhrn 
všech  bodů  na  přímce;  body  jsou  prvky,  přímka  sluje  osou  aneb 
nositelkou  řady. 

2.  Svazek  přímkový  čili  paprskový  aneb  krátce  svazek  jest 
souhrn  všech  přímek,  pevným  bodem  procházejících  a  v  jediné 

11* 
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rovině  obsažených.  Pevný  bod  nazýváme  středem  aneb  vrcholem 
svazku,  jednotlivé  přímky  jsou  prvky  svazku. 

3.  Svazek  rovin  osový  aneb  krátce  svazek  rovin  jest  souhrn 
všech  rovin  pevnou  přímkou  položených;  roviny  ty  jsou  prvky 
a  přímka  osou  čili  nositelkou  svazku. 

Vyznačujeme  souhrn  bodu  na  přímce  jako  jednoduché  ne- 
konečné množství;  když  jde  tedy  o  vztahy  pr&mětné.  pak  ná- 
sledkem toho  jest  souhrn  přímek  ve  svazku  přímkovém,  jakož 
i  souhrn  rovin  ve  svazku  rovin  též  jednoduché  nekonečné 
množství,  které  značíme  symbolem  oo  ,.  Neboť  promítáme-li  na 
př.  řadu  bodovou  z  libovolného  bodu  jakožto  středu  promítání, 
obdržíme  svazek  přímek  promítajících,  z  nichž  každá  promítá 
jeden  bod;  naopak  každým  bodem  prochází  jediná  přímka  pro- 
mítající. A  konečně  když  promítáme  svazek  z  libovolného  bodu 
jakožto  středu  promítání,  obdržíme  svazek  rovin,  tak  že  každou 
přímkou  svazku  prochází  jediná  rovina  ve  svazku  rovin,  a  každá 
rovina  v  tomto  obsahuje  jedinou  přímku  v  onom. 

II.  Dále  dospíváme  k  základním  útvarům  druhého  řádu. 

Tu  rozeznáváme  dva  útvary,  jichž  nositelkou  jest  roviua,  a 
dva,  jichž  nositelem  čili  středem  jest  bod;  jsou  to  útvary  ná- 
sledující: 

1.  rovinné  pole  bodové  jakožto  souhrn  všech  bodů  v  rovině 
ležících, 

2.  rovinné  pole  přímkové  jakožto  souhrn  všech  přímek  v  rovině 
ležících, 

3.  prostorový  svazek  paprskový  jakožto  souhrn  všech  přímek 
v  prostoru,  procházejících  jedním  bodem, 

4.  prostorový  svazek  rovin  jakožto  souhrn  všech  rovin,  pro- 
cházejících jedním  bodem. 

Souhrn  všech  základních  prvků  a  souhrn  všech  základních 
útvarů  1.  řádu,  t.  j.  řad  bodových  a  svazků  přímek  v  dané 
rovině,  nazývá  se  soustava  rovinná.  Soustava  rovinná  má  dva 
druhy  prvků,  totiž  prvky  základní  a  útvary  prvořadé  v  ní  ob- 
sažené. O  útvarech,  jež  vytvořeny  jsou  prvky  soustavy  rovinné, 
pravíme,  že  jsou  v  ní  obsaženy. 

Souhrn  všech  prvků  základních,  vedených  jedním  bodem, 
nazvaným  středem,  jakož  i  všech  útvarů  prvořadých,  jehož  prvky 
středem  tím  procházejí,  nazýváme  soustavou  svazkovou  aneb  svazkem 
prostorovým  vůbec.  Tedy  obsahuje  svazek  prostorový  všechny 
přímky   a  všechny  roviny  středem  procházející,   všecky  svazky 
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přímek  s  ním  soustředné  v  rovinách  těchto  ležící,  jakož  i  všechny 
svazky  rovin,  jejichž  osy  středem  procházejí  jakožto  prvky  různé 
mocnosti.  Má  tedy  též  svazek  prostorový  rovněž  dva  druhy 
prvku,  totiž  prvky  základní  a  základní  útvary  prvořadé.  O  útva- 
rech, které  prvky  svazku  prostorového  jsou  vytvořeny,  pravíme, 
že  též  ve  svazku  tom  jsou  obsaženy. 

Vidíme,  že  soustava  rovinná  a  svazek  prostorový  jsou 
vskutku  útvary  vyššího  řádu  než  dříve  uvedené  útvary  prvo- 
řadé. Při  promětném  vztahování  útvarů  k  sobě  můžeme  říci,  že 
útvary  druhého  řádu  obsahují  nekonečné  množství  druhého 
stupně,  tedy  oo2  základních  prvků.  V  dané  rovině  máme  kolem 
daného  bodu  oo1  paprsků,  pojímajících  veškeré  body  roviny.  Po- 
něvadž na  každém  paprsku  jest  oo1  bodů,  proto  máme  všech 
bodů  množství  oo2.  Rovněž  kdybychom  si  vytkli  svazky  v  ro- 
vině, jejichž  středy  tvoří  řadu  bodovou,  vystihli  bychom  všechny 
přímky  pole  rovinného;  zase  máme  oo1  svazků  a  v  každém 
z  nich   oo l  přímek. 

Spojíme-li  pole  bodové  nebo  pole  přímkové  s  libovolným 
bodem,  obdržíme  svazek  prostorový,  mající  tolik  přímek,  kolik 
má  pole  bodů,  a  tolik  rovin,  kolik  pole  obsahuje  přímek;  v  obou 
případech  tedy  oo2. 

III.  Postupujeme-li  takto  dále,  přicházíme  konečně  na, soustavu 
jyrostorovou,  jakožto  souhrn  všech  prvků  základních  a  všech 
útvarů  jimi  vytvořených.  Soustava  prostorová  obsahuje  jakožto 
prvky  též  nekonečné  množství  útvarů  prvořadých  a  druhořa- 
dých a  vede  nás  k  novým  útvarům  základním  vyššího  řádu,  které 
rovněž  obsahuje.  Vztahujeme-li  totiž  opět  prvky  základní  na 
základě  promětnosti  k  sobě,  soustava  prostorová  obsahuje  oo3 
bodů,  rovněž  tolik  rovin,  ale  oo4  přímek.  Na  př.  libovolný  svazek 
prostorový  obsahuje  oo2  přímek,  z  nichž  každá  má  oo1  bodů,  čímž 
jsou  body  v  prostoru  vystiženy ;  nebo  v  libovolné  rovině  máme 
oc2  přímek,  z  nichž  každou  prochází  oo1  rovin.  Tím  shledáváme 
pro  body  a  roviny  množství  oo3.  Kdybychom  poslední  úvahu 
provedli  obráceně,  shledáme,  že  libovolnou  přímkou  prochází  oo1 
rovin,  a  v  každé  obsaženo  jest  oo2  přímek ;  z  toho  plyne,  že  jest 
v  prostoru  oo3  přímek,  které  danou  přímku  protínají ;  souhrn 
těchto  přímek  můžeme  nazvati  shlukem  přímek,  kdežto  souhrn  oo2 
přímek,  které  libovolně  dvě  přímky  obecně  mimoběžné  současně 
protínají,  nazvati  můžeme  spletivem  přímek.  Všech  přímek  v  pro- 
storu obdržíme  takto  oo4;  neboť  můžeme  je  vyčerpati,  když  si 
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vytkneme  dvě  pole  bodová    a  spojíme  každý  bod  pole  jednoho 
s  každým  bodem  pole  druhého. 

Boztřídíme-li  tyto  útvary,   obdržíme  výsledek: 

Soustava  prostorová  obsahuje,   nepřihlížíme-li  k   útvarům 
přímkovým,  dva  útvary  základní  třetího  řádu,  totiž : 

1. prostor  bodový,  jakožto  souhrn  veškerých  bodů  v  prostoru, 
2.prostor  rovinový,  jakožto  souhrn  veškerých  rovin  v  prostor u. 

Prostor    bodový   obsahuje   jakožto   prvky   různých    druhů 

body,  řady  bodové  přímé  a  rovinná  pole  bodová,  a  to:  množství 

oo3  bodu,  množství  oc4  řad  bodových  a  množství  oo3  polí  rovinných. 

Prostor  rovinový  obsahuje  jakožto  prvky  různých  druhů  ro- 
viny, osové  svazky  rovin  a  prostorové  svazky  rovin,  a  to :  množství 
oo3  rovin,  množství  oo4  svazků  osových  a  množství  oo3  svazku 
prostorových. 

Prostorová  soustava  obsahuje  konečně  jeden  útvar  základní 
čtvrtého  řádu,  totiž  prostor  přímkový,  jakožto  souhrn  veškerých 
přímek  v  prostoru.  Prostor  přímkový  obsahuje  jakožto  prvky 
různých  druhů:  1.  přímky  jakožto  prvky  základní,  2.  ro- 
vinné svazky  přímek  jakožto  útvary  základní  prvého  řádu, 
3.  přímková  pole  a  prostorové  svazky  přímek  jakožto  základní 
útvary  druhého  řádu,  konečně  shluky  přímek  jakožto  základní 
útvary  třetího  řádu,  a  to :  množství  oo*  přímek,  množství  <x6  rovin- 
ných svazků,  poněvadž  v  každém  z  množství  oo3  rovin  leží 
množství  oc2  svazků,  množství  <x3  polí  přímkových  a  prostorových 
svazků  přímkových  a  konečně  množství  oc4  shluků  přímkových. 

Smysl  úseček  a  úhlů. 

111.  Dva  body  A,  B  na  přímce  určují  úsečku,  již  značíme 
tak,  aby  z  označení  byl  již  i  smysl  její  patrný;  označujeme 
tedy  úsečku  tu  AB,  když  ji  vytvořujeme  ve  smyslu  od  A  ku  B 
a  BA,  když  jí  přikládáme  smysl  opačný.  Z  toho  plyne 

AB  =  —  BA,     AB  +  BA  =  0. 

Pro  tři  body  A,  B,  C  na  přímce  platí 

AB  +  BC  =  AC, 

ať  již  vzájemná  poloha  jejich  jest  jakákoliv.  Neboť  leží-li  B 
mezi  -4  a  C,  vyjadřuje  rovnost  ta  pojem  sčítání  úseček.  Leží-li 
C  mezi  A  a  B,  jest  dle  pojmu  toho  AC  +  GB  =  AB,  tak  že 
AC  +  GB  +  BC  =  AB  +  BC  a  jelikož  CB  +  BC  =  0,  přicházíme 
zase   k  vytřené    rovnosti.    Leží-li   konečně  A   mezi  5aC,  jest 
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dle  pojmu  sčítání  úseček  BA  +  AC  —  BC,  tedy  AB  +  BA  +  AC 
z=z  AB  +  BC,  čímž  opět  nabýváme  hořejší  rovnosti,  Rovnost  tu 
můžeme  též  psáti 

AB+BC+CA  =  0. 

Pro  libovolný  počet  bodů  -á,  B,  C...L,  M  na  přímce  ob- 
držíme z  toho  pomocí  dokonalé  indukce  relací 

AB  +  BC  +  .  . .  +  LM  +  MA  —  0 
aneb 

AM—  AB  +  BC  +  . .  .  +  LM. 

Dvě  přímky  a,  6  daným  bodem  jdoucí  určují  dva  páry 
úhlů  vrcholových;  takové  dva  úhly  vrcholové  slučujeme  v  jedno, 
nazývajíce  je  úhlem  úplným;  přímky  a,  6  určují  tedy  dva  úhly 
úplné.  Není-li  však  vytčen  smysl  otáčení  kolem  daného  bodu, 
jejž  nazýváme  též  orientací  roviny  úhlu,  může  áb  zrovna  jako 
ba  znamenati  každý  z  obou  úplných  úhlů. 

Abychom  zde  nabyli  určitosti  v  označování,  mysleme  si, 
i  když  máme  více  přímek  a,  i,  c, . . .  h  m,  bodem  daným  pro- 
cházejících, přímku  mimo  daný  bod  jdoucí  tak,  aby  všechny  ře- 
čené přímky  protínala  v  konečnu,  v  bodech  A,  B,  C,  ...  £,  M; 
pak  nám  vyznačuje  áb  onen  úhel,  v  němž  leží  úsečka  ABy  a  úhlu 
tomu  přisuzujeme  týž  smysl,  který  přísluší  úsečce  AB.  To  lze 
říci  obdobně  pro  všechny  úhly  úplné,  uzavřené  přímkami  vy- 
tčenými. Na  základě  tohoto  určení  mají  platnost  tedy  také  zde 
relace 

áb  =  —  fta,      áb  +  ba  =  0 
a  dále 

am  =  áb  +  bc  +  . . .  +  íw,      ob  +  bc  +  . . .  +  Im  -+-  ma  =  0. 

Obdobně  slučujeme  vrcholové  úhly  dvěma  rovinami  uza- 
vřené v  jedno  pod  jménem  úplného  úhlu  plošného,  a  vyjádříme 
je  zase  co  do  smyslu  pomocí  nějaké  přímky,  která  osu  svazku 
neprotíná,  a  již  volíme  kolmo  k  ose  té,  způsobem  obdobným 
onomu,  jímž  jsme  vyznačovali  úhly  přímek  ve  svazku,  čímž 
přijdeme  též  k  relacím  obdobným  oněm,  jež  jsme  právě  vytkli. 

Ježto  libovolný  úhel  ab  dvou  přímek  v  rovině  takto  sta- 
novený s  příslušnou  úsečkou  AB,  smysl  jeho  stanovící,  tvoří 
trojúhelník,  vychází  z  toho,  že  při  našem  určování  absolutní 
hodnoty  úhlů  jsou  menší  nežli  úhel  přímý  a  že  tedy  sinus 
každého  úhlu  má  totéž  znamení  jako  úhel  sám.  Totéž  má  platnost 
i  pro  úhly  dvou  rovin. 
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Dělícf  čili  určující  poměr. 

112.  Základní  útvar  prvořadý  dán  jest  libovolnými  dvěma 
svými  prvky ;  stanovme  polohu  libovolného  prvku  dalšího  vzhle- 
dem k  těmto  dvěma  prvkům  pomocí  tak  zvaného  poměru  dělícího. 

Obr.  123.  —  Je-li  základní  útvar  ten  řadou  bodovou  na 
přímce  p  ležící,  vytkneme  si  tedy  dva  pevné  body  A,  B,  nazveme 
body  tyto  počátečními  nebo  základními  a  úsečku  jimi  stano- 
venou  úsečkou   základní    řady.    Libovolný    bod  C  na  p  určuje 

AC 
úsečky  AC,    BC,   jejichž  poměr   -^rT  nazýváme  dělícím  poměrem 

neboli  modulem  bodu  C  vzhledem    k  bodům    základním    A,  B. 
Dělící  poměr  ten  označujeme  též  symbolem  (ABC). 

Dělící  poměr  libovolného  bodu  na  úsečce  AB  jest  záporný; 
pravíme  též,  že  bod  ten  dělí  úsečku  dle  poměru  vnitřního;  dě- 
lící poměr  libovolného  bodu  na  p  mimo  úsečku  AB  jest  kladný; 
pravíme  pak,  že  bod  ten  dělí  úsečku  dle  vnějšího  poměru. 
Označme  hodnotu  poměru  dělícího  písmenem  X.  Pro  bod  C\ 
půlící  úsečku  AB%  jest  X  =  —  1,  pro  C=A  jest  A  =  0,  pro 
C  =  B  jest  *=  +  oo;  tedy  pohybuje-li  se  bod  C  od  A  ku  B, 
dělící  poměr  jeho  klesá  ustavičně  pod  nullou,  až  dosáhne  ve  středu 
lísečky  hodnotu  —  1  a  dostoupí  v  B  hodnoty  —  oo ;  překročí-li 
bod  C  přes  B,  skočí  X  z  —  oo  na  +oo,  a  odtud  dále  hodnoty 
poměru  dělícího  nepřetržitě  ubývá;  pro  lim  BC=  +  oo  jest  ježto 

AC _  AB  +  BC  _         AB 

BC~         BC        ~~     ^BČ' 
patrně 

..      AC  AB 

hm  BČ  =     +     nBČ' 
a  tedy 

lim  BČ  =  "*"  lm 
Bliží-li  se  pak  C  z  nekonečna  s  druhé  strany,  od  polohy,  pro 
niž  lim  BC—  —  oo,  bodu  A,  jest*  ryzí  zlomek  kladný,  který  se 
ustavičně  zmenšuje,  až  opět  pro  C=A  dosáhne  hodnoty  0.  Z  toho 
poznáváme,  že  hodnota  dělícího  poměru  se  blíží  +  1,  ať  už  se 
bod  C  vzdaluje  do  nekonečna  ve  smyslu  AB  aneb  ve  smyslu 
opačném  BA. 

Jsou-li  délky  AC,  BC  směrné,  tu  lze  beze  všeho  vyjádřiti 
dělící  poměr  X  číselnou  hodnotou;  není-li  tomu  tak,  lze  poměr 
ten  uzavříti  mezi  dvě  čísla,  jichž  rozdíl  můžeme  učiniti  libo- 
volně malým. 
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113.  Abychom  naopak  mohli  bez  výjimečně  každé  hodnotě 
dělícího  poměru  přisuzovati  jediný  bod,  zavedeme  do  všech  úvah 
našich  Euklidův  axiom  o  rovnoběžkách,  jehož  jsme  již  v  před- 
cházejícím mlčky  používali  v  tom  znění,  že  v  rovině  lze  daným 
bodem  S  k  dané  přímce  p  vésti  vždy  jednu  a  jedinou  přímku  pl7 
která  p  neprotíná.  Přímku  tu  p,  nazýváme  rovnoběžkou  aneb 
stejnosměrkou  přímky  dané  p,  daným  bodem  vedenou.  Můžeme 
vztahovati  v  rovině  řadu  bodovou  na  přímce  p  ležící  ke  svazku 
přímek  kolem  pevného  bodu  S  mimop  ležícího  tak,  že  každému 
bodu  na  p  přísluší  jedna  jediná  přímka  ve  svazku,  totiž  spojnice 
jeho  s  S  a  naopak,  že  každé  přímce  svazku  přísluší  prňsečný 
její  bod  s  přímkou  p.  Z  přiřadění  toho  však  jest  dle  vytčeného 
axiomu  jediná  přímka  px  svazku,  stejnosměrná  ku  p,  vyňata, 
ježto  přímky  p  neprotíná.  V  geometrii,  která  zkoumá  útvary 
prometne,  výjimku  tuto  odklidíme  rčením,  že  přímka  p,  protíná  p 
v  bodě  nekonečně  vzdáleném.  Tím  přisuzujeme  každé  přímce 
jeden  a  jediný  bod  nekonečně  vzdálený.  Každý  bod  8  mimo  p 
lze  spojiti  s  libovolným  bodem  nap  přímkou.  Ježto  dle  úmluvy 
právě  uvedené  bodem  S  jediná  rovnoběžka  k  p  je  možná,  proto 
můžeme  též  bod  S  spojiti  s  nekonečně  vzdáleným  bodem  na 
přímce.  Všechny  přímky  k  sobě  rovnoběžné  mají  společný  týž 
bod  nekonečně  vzdálený. 

K  nekonečně  vzdálenému  bodu  přímky  p  dospějeme,  když 
otáčíme  přímku  Z,  protínající  p  kolem  pevného  bodu  mimo  p. 
Při  tom  bod  průsečný  l.p  pohybuje  se  nap  a  v  určitém  smyslu 
od  polohy  počáteční  se  neustále  vzdaluje,  až  se  stane  přímka 
Z  rovnoběžnou  kup,  procházejíc  dle  umluveného  rčení  nekonečně 
vzdáleným  bodem  přímky  p.  Při  dalším  otáčení  bod  l.p  pře- 
chází na  druhou  stranu  přímky  p  vzhledem  k  poloze  počáteční, 
jíž  se  pak  bez  ustání  blíži.  Z  toho  soudíme,  že  jest  si  nekonečně 
vzdálený  bod  mysliti  položen  na  jedné  i  druhé  straně  vzhledem 
k  bodu  přímky  libovolnG  vytčenému.  Tím  pojímáme  řadu  bo- 
dovou na  přímce  za  útvar  nepřetržitě  spojitý;  libovolné  její 
dva  body  A,  B  dělí  přímku  tu  ve  dvě  části,  jedna  z  nich,  úsečka 
AB  jest  v  konečnu;   zbytek  pak  souvisí   bodem   v   nekonečnu. 

Abychom  bod  nekonečně  vzdálený  rozeznávali  od  ostatních 
bodů,  čili  bodů  v  konečnu,  připojujeme  ke  znaku  jeho  často 
značku  oo  jakožto  příponu. 

114.  Následkem  našeho  ujednání  obyčejná  geometrie,  jež 
jest  zbudována  pomocí  axiomu  řečeného,  z  použití  v  úvahách 
našich  se  nevylučuje.  Právě  naopak  jsou  úvahy  ty  na  ní  založeny. 
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Obr.  123.  —  Proto  můžeme  též  veškeré  hodnoty  k  poměra 
dělícího  na  libovolné  přímce  a  bodem  A  vedené  snadné  znázorniti. 
Na  přímce  té  volme  bod  A  za  počátečný  a  vytkněme  si  na  ní 
jeden  smysl  základný;  veďme  dále  bodem  B  rovnoběžku  6  ku  a 
ananesme  na  ní  v  positivním  smyslu  přímky  a  úsečku  BS=  1  (15  1), 
čímž  obdržíme  bod  8.  Spojíme-li  libovolný  bod  C  přímky  p 
s  bodem  S,  spojnice  protne  přímku  a  v  bodě  G\  a  číslo  vyja- 
dřující úsečku  AC  pomocí  délky  SB  jakožto  jednotky  jest 
hodnota  *,  jak  to  z  podobných  trojúhelníků  ACC,  BSC  ihned 
plyne. 
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Obr.  123. 

Přísluší  tedy  každému  bodu  na  přímce  jp  určitý  poměr 
dělící.  Protíná-li  pt\\p  přímku  a  v  bodě  C*%  jest  AC*  =  BS  =  1. 
Má  tedy  nekonečně   vzdálený  bod  Coo  dělící   poměr  hodnoty  1. 

Naopak,  je-li  hodnota  l  dělícího  poměru  dána,  plyne  z  vý- 

AC  AB 

rázu    l  =  -jTp  2ili  *  =  1  +  ŤjTT  pro  BC  hodnota 


a  pro  AC  hodnota 


BCz^—^-AB 


AC  =  -i-  •  AB. 


Každému  číslu  *,  pro  něž  lze  výraz  první  nebo  druhý  se- 
strojiti, přísluší  tedy  jediný  určitý  bod  na  přímce  p  o  modulu  X, 
jejž  lze  též  sestrojiti. 

Můžeme  též  souditi  jako  prve:  Každé  reálné  číslo  l  lze 
buďto  přesně  vystihnouti  určitou  délkou  AC  na  a;  pak  přísluší 
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číslu  tomu  jediný  bod  C"  na  A  a  tedy  jediný  bod  na  p,  totiž 
průsečík  přímky  p  s  přímkou  C'C;  aneb  můžeme  určiti  na  a 
úsečku  C\(j%  tak,  aby  číslo  X  bylo  větší  než  číslo,  vyjádřené 
úsečkou  A'C\,  a  menší  než  číslo,  vyjádřené  úsečkou  AC'2%  při 
čemž  můžeme  úsečku  C\0^  učiniti  libovolně  malou.  Jsou-li 
pak  Cu  CtI  průsečíky  přímek  5C,,  5C*a  s  přímkou  p,  musí  bod, 
jehož  dělící  poměr  jest  *,  ležeti  na  úsečce  CXC^  již  můžeme 
tedy  také  učiniti  libovolně  malou,  což  nás  vede  k  té  hypothesi, 
abychom  každému  číslu  přisuzovali  jediný  bod  na  přímce  p.  Tím 
způsobem  můžeme  tedy  sestrojovati  naopak  body,  jimž  příslušejí 
dané  poměry  dělící. 


A 


K  ■ 


a 


\ 


\ 


\ 


A 


\ 


l 


\ 
\ 


~Ť^         W 


\ 


i 


Obr.  124. 

115.  —  Obr.  124.   —  Je-li  hodnota  l  určena  buď  kladným 
neb  záporným  poměrem  dvou  daných  délek  a,  6,  tedy  je-li  buď 

ACt        ,    a  .    ACm  a 

_=+_  aneb  W=-T< 

sestrojíme  bod  C,  tím,  že  vedeme  body  A,  B  dvě  rovnoběžky 
a  naneseme  na  ně  v  témž  smyslu  délky  AAl  =  a,  J5B,  =  6; 
pak  přímka  AlBl  protíná  přímku  AB  v  bodě  O, ;  ale  učiníme-li 
na  rovnoběžkách  těch  AAt  =a  a  BB,2z=z  —  6,  pak  přímka  AjB% 
protíná  přímku  AB  v  bodě  Ca.  O  dvou  bodech  <?,,  Ca  které  ur- 
čují dělící  poměry  téže  číselné  hodnoty,  ale  různého  znamení, 
pravíme,  že  jsou  harmonickými  k  bodům  základním  A,  B.  Body 
A„  Bv  Cl}  C2  ve  vytčeném  uspořádání  nazýváme  harmonickou  sku- 
pinou bodů  (43). 

116.  Obdobně    stanovíme    polohu    libovolné     přímky    ve 

svazku  pomocí  dvou  přímek  a,  b  jej  určujících  na  základě  dělícího 

sin  ctc 
poměru  (abc)  čili  modulu,  jímž  vyrozumíváme  hodnotu     .    ,   - 

szn  oc 
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Číselně  jest  hodnota  pro  sinus  úhlů,  které  dvě  přímky 
spolu  uzavírají,  stejná;  jest  tedy  přímkami  a,  ft,  c  číselná  hod- 
nota modulu  (abc)  vytčeným  výrazem  určitě  stanovena;  co  se 
však  týče  znamení,  souhlasí  dle  naší  úmluvy  (111)  se  znamením 
dělícího  poměru  (ABC),  v  němž  určitá  přímka  přímky  a,  6,  e 
protíná;  znamení  to  může  býti  tedy  jak  kladné,  tak  záporné 
podle  polohy  přímky  sečné;  v  každém  případě  dělící  poměry 
různých  přímek  ve  svazku,  určeném  přímkami  a,  R,  mají  stejná 
znamení,  leží-li  v  témž  úhlu  úplném,  znamení  různá,  pakli 
leží  v  různých  úhlech  úplných,  přímkami  a,  h  stanovených. 


Obr.  125. 

Mohli  bychom  provésti  obdobné  úvahy  a  konstrukce  o  dě- 
lících poměrech  ve  svazku,  jak  jsme  to  učinili  pro  dělící  po- 
měry v  řadě  bodové.  Vytkněme  si  zde  nejprv  úlohu  následující* 

Ve  svazku  sestrojiti  přímku  c,  jez  s  přímkami  základními  a,  b 
určuje  daný  poměr  dělící  X. 

Budiž  X  dáno  poměrem  úseček  daných  m,  w.  Má  tedy  býti 

sinac m 

sin  bc        n 

Obr.  125.  —  Naneseme  na  a  délku  SAl  =  n,  na  b  délku 
SBl=zm;  rovnoběžku  bodem  -4,  k  b  protneme  rovnoběžkou 
bodem  Z?,  k  a  vedenou  v  bodě  C,,  a  tu  patrně  přímka  c  =  SCt 
určuje  s  a,   b  dělící   poměr  A,  což  vychází  ihned,  když  užijeme 


—  173  — 

v  trojúhelníku  fi^C,  v  Sty  sinusové.  Poněvadž  můžeme  přenášeti 
délku  m  v  obou  smyslech  do  SA ,,  nebo  do  SA2  na  a,  rovněž 
tak  délku  n  do  SBl  nebo  SBq  na  ft,  obdržíme  takto  dvě  přímky 
c  a  rf,  z  nichž  jedna  jest  v  jednom,  druhá  v  druhém  úhlu  úplném, 
přímkami  a,  ft  utvořeném;  následkem  toho  jsou  dělící  poměry 
(aftc),  (abd)  číselně  stejné,  rovnajíce  se  1,  ale  znamení  opačného. 
Chceme-li  sestrojiti  určitou  z  přímek  c,  d,  jež  tedy  leží  v  jednom 
z  úplných  úhlů,  daných  přímkami  a,  &,  nutno  délky  n,  m  na- 
nášeti na  ramena  jednoho  z  úhlů  vrcholových,  ve  vytčeném  úhlu 
úplném  obsažených.  Konstrukce  nás  vede  k  rovnoběžníku 
€XDXC^D^  jehož  strany  procházejí  body  Au  Aq%  J?„  B„  jsouce 
k  a  a  b  stejnosměrné.  Přímky  c.  d  jsou  úhlopříčnami  tohoto 
rovnoběžníka.  Tím  docházíme  ve  svazku  k  jednoduchému  stáno- 

veui  dělícího  poměru  l  =    .    .     přímky  c  vzhledem  k  daným 

přímkám  a,  b.  Vedeme  totiž  (obr.  126.)  k  c  libovolnou  rovnoběžku, 
která  seče  a  v  bodě  -á,  b  v  bodě  B,  čímž  obdržíme  absolutní  hod- 

notu  *  vyjádřenou  poměrem  — o~TT~' 

Obr.  126.  —  Máme-li  naopak  ve 
svazku  stanoviti  přímku  c,  která 
s  přímkami  a,  6  určuje  daný  poměr 
dělící  l  a  prochází  určitým  úhlem 
úplným  přímek  a,  6,  naneseme  na 
ramena  některého  z  úhlů  stanove- 
ných přímkami  a,  6,  který  ve  vy- 
tčeném úhlu  úplném  není  obsažen,  obr.  126. 
od  vrcholu  délky  SB,  SA  tak,   aby 


poměr      !  q     1    rovnal  se  absolutní  hodnotě  poměru  A,  pak  jest 


SA 
c\\AB. 

117.  Určování  dělících  poměrů  a  vztahů  jejich  ve  svazku 
rovin  přeneseme  jednoduše  na  svazek  přímek,  když  protneme 
svazek  rovin  libovolnou  rovinou  k  ose  svazku  normální. 

Je-li  p  osa  svazku  rovin,  a  jsou-li  A,  B,  C  tři  jeho  prvky, 
pak  jest 

Rp   sin  AC sin  ac 

sin  BC       sin  bc1 

značí-li  a,  ft,  c  přímky  průsečné  rovin  těch  s  některou  rovinou 
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Harmonické  prvky  v  útvarech  prvního  řádu. 

118.  Je-li  ABCjCq  harmonickou  skupinou  bodů,  přímek 
nebo  rovin,  tvoří  tyto  čtyři  prvky  také  v  následujících  uspořá- 
dáních harmonické  skupiny: 

BACXC^  ABC2CU  BAC^CU  CXC*AB<  C&AB,  C&BA,  C&BA. 
Tak  plyne  z  rovnosti  poměrů  dělících  ve  skupině  ABCYC^ 

totiž  -rTTr-  = 57s-    na  př.  též  rovnost   7^--  =  —  7?-^ ,    z   níž 

poznáváme,  že  C2CtAB  jest  harmonickou  skupinou,  atd. 

Máme-li  skupinu  bodů  harmonickou  ABCD,  pravíme  též,  že 

jsou  body  C,  D  harmonicky  sdruženy  s  body  i,£a  naopak,  anebo 

též  body  A,  B  jsou  harmonicky  sdruženy  s  přímkami  a  rovinami 

body  (7,  D  procházejícími,  a  naopak;  dále  pravíme,  že  úsečka  AB 

jest  body  C,  D  harmonicky  rozdělena. 

AC  AD 

Vyjádříme-li  v  relaci  -^  =  —  ^j} ,  platící  pro  body  A,  B,  C,  Dy 

všecky  úsečky  úsečkami,  vycházejícími  od  téhož  bodu,  na  př.  Ay 
obdržíme  rovnost 

BA  +  AC  _       BA  +  AD 


z  níž  plyne 


AC       ~  AD 

2    _    1  1 

—  Tri     1" 


AB~ AC    '  AD' 
tedy: 

Je-li  úsečka  AB  body  C,  D  harmonicky  rozdělena,  jestjeji  wratná 
hodnota  arithmetickým  středem  evratných  hodnot  délek  AC,  AD. 

119.  Úloha.  Na  dané  přímce  sestrojiti  k  daným  bodům  A,  JB 
bod  Cv   který  leží   k  nim   s  bodem  Cx  rovněí    daným   harmonicky. 

Obr.  124.  —  Vedeme  body  A,  B  rovnoběžky  a  protneme  je 
libovolnou  příčkou  z  bodu  Ct  v  bodech  Axy  Bx.  Naneseme-li  na 
BBt  délku  BBtlz=. — BBt9  protne  B2At  přímku  danou  v  hledaném 
bodě  Cr  Aneb  naneseme-li  na  A Ax  délku  AAq  =  —  AAU  protne 
A<lB1  přímku  danou  rovněž  v  Ca. 

Z  konstrukce  té  plyne:  Střed  úsečky  a  nekonečně  vzdá- 
lený bod  přímky,  na  němž  leží,  dělí  úsečku  tu  harmonicky, 
což  plyne  již  z  toho,  že  bod  půlící  má  dělící  poměr  —  1,  ne- 
konečně vzdálený  bod  dělící  poměr  +  1.  Dále  plyne  věta: 

Spojíme-li  koncové  body  dvou  daných  úseček  rovnoběžných* 
spojnice  protínají  se  ve  dvou  dalších  bodech,  které  jsou  harmonické 
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ku  průsečíkům  jejich  spojnice  s  danými  úsečkami ;  průsečíky  ty  půlí 
dané  úsečky. 

Obr.    127.    —    Jsou-li   dané  úsečky 

EF,  EXFXJ   a  označíme-li  bod  EEX  .  FFX  /* 

písmenem  -d,    bod    EFX  .  EXF  písmenem  /\\ 

B,   dále  body,    v  nichž  AB   protíná   EF  j  \  \ 

a  ElFJ,   písmeny  C,   resp.  A  pak  z  po-  /    |    \ 

dobných  trojúhelníků  AEF,  AEtFt  plyne  /     í      \ 

ACiAD—  EFiExFx    a   z    trojúhelníků  /      /       \ 

BEF,  BFtEx  plyne  BC:BD  =  EF:  FXEX,  EJL & — ^ 

tedy  vskutku  (CDA)  =  —  (CDB).  /    \J/  \ 

Z    provedení    konstrukce    bodu   JB,  /     /''£\       \ 

s  bodem  A  harmonického  ku  6  a  Z),  plyne  //"'       /        x\\ 

pak,  že  body  C,  D  půlí    úsečky  dané.  ^ ^ /> 

120.  O  dvou  paprscích  c,  d  ve  svazku,  obr.  127. 

jimž  příslušejí  stejné  hodnoty  číselné  dě- 
lícího poměru  vzhledem  k  paprskům  základním  a,  b  svazku, 
jež  však  leží  v  různých  úhlech  úplných,  stanovených  paprsky 
těmi,  pravíme  obdobně,  že  jsou  s  nimi  harmonické,  anebo  též 
že  dělí  harmonicky  úhly  jimi  stanovené.  Jest  tu  podle  tohor 
jak  jsme  stanovili  znamení  dělícího  poměru  ve  svazku,  vždy 
(abc)  =  —  {abd).  Z  této  konstrukce  vychází  na  jevo,  že  (obr.  125.) 
přímky  c,  d  jsou  harmonické  s  přímkami  a,  6,  čímž  dospíváme 
k  větě: 

V  rovnoběžníku  jsou  úhlopřičny  harmonické  s  přímkami  stře- 
dovými a  naopak. 

Že  opak  věty  má  platnost,  vysvítá  též  z  toho,  že  přímky 
středové  v  rovnoběžníku  CXDXC^D^  jsou  úhlopříčnami  ^ rovno- 
běžníku AXBXA^B^  v  němž  přímky  středové  jsou  naopak  úhlo- 
příčnami rovnoběžníka  C^D^^D^. 

A  tu  můžeme  snadno  řešiti  úlohu: 

Ve  svazku  přímek  sestrojiti  přímku  ď,  která  s  přímkou  danou 
c  jest  harmonická  vzhledem  k  přímkám  a,  b  rovněž  daným. 

Obr.  128.  —  Zvolíme  na  c  libovolný  bod  a  vedeme  jím 
stejnosměrky  k  ai  b;  protíná-li  prvá  přímku  b  v  bodě  B,  druhá 
přímku  a  v  bodě  A,  pak  jest  hledaná  přímka  d  stejnosměrná  s  AB. 

Obr.  129.  —  Anebo  vedeme  stejnosměrku  k  a,  protínající  c 
v  bodě  Cx,   b  v  bodě  Bx.    Naneseme   na  stejnosměrku  tu  BlDl 
—  CiBu  pak   spojuje  d  bod   S=a.b    s  bodem   Dt.    Obdobně 
mohli  jsme  vésti  stejnosměrku  k  b  a  na  ni  nanésti  délku  AXD^ 
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=  CXAU  znamenají-li  C,,  Ax  její  průsečíky  s  přímkou  c  resp.  a; 
pak  d  spojuje  též  S  s  D^  Z  toho  plyne: 

Vedeme-li  rovnoběžku  k  jedné  ze  čtyř  přímek  harmonickýcJi 
ve  svazku,  sdružená  k  ní  přímka  půlí  úsečku  vytnutou  z  rovno- 
běžky té  ostatními  dvěma  přímkami. 


Obr.  128.  Obr.  129. 

Zvlášt  pak: 

Dvě  přímky  a,  b  a  jejich  symmetrály  tvoří  skupinu  harmonickou. 

Z  této  vety  plyne: 

Když  ve  svazku  dvě  přímky  c,  d  harmonické  s  přímkami  a,  b 
jsou  na  sobě  kolmé,  pak  půlí  úhly  uzavřené  přímkami  a,  b. 

O  tom  se  ihned  přesvědčíme,  když  protneme  svazek  rovno- 
běžkou k  c. 

121.  Snadno  plyne  z  toho  správnost  těchto  vět: 

1 .  Libovolná  přímka  p  v  rovině  svazku  protíná  skupinu  harmo- 
nických přímek  abcd  svazku  toho  ve  čtyřech  bodech  A,  B,  Cy  Df 
které  tvoří  rovněž  skupinu  harmonickou  (45). 

2.  Spojíme-li  harmonickou  skupinu  ABCD  bodů  na  přímce 
p  s  libovolným  bodem  S,  mimo  přímku  ležícím,  obdržíme  skupinu 
abcd  přímek  harmonických. 

Obr.  130.  —  Na  důkaz  vět  těch  veďme  na  př.  bodem 
C=zp.c  rovnoběžky  ku  přímkám  a  a  b,  které  protneme  přímkou 
d  v  bodech  C7„  resp.  Ca;  tím  jsme  vedeni  k  úměrám 

CA__C1S  GB  _  CqS 

DA  ~  DS'  DB~  DS'  W 

První  věta  předpokládá,  že  abcd  tvoří  harmonickou  sku- 
pinu přímek,  proto  dle  konstrukce  prve  uvedené  (obr.  125.)  jest 
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C2S  =  —  CtS,  a  tedy 


CA 


CB 


DA  DB 

následkem  čehož  tvoří  CDAB  a  ovšem  také  ABCD  harmonickou 
skupinu. 


Obr.  130. 

Druhá  věta  předpokládá,  že  jest  ABCD  a  tedy  i  CDAB 
harmonickou  skupinou,  že  tedy 

CA_      CB 
DA~      DB' 

vzbledem  ktomu  plyne  z  rovností  (1),  že  CXS=—  C^S,  a  proto 
též  přímky  a,  ft,  c,  d  tvoří  harmonickou  skupinu. 

Tím  shledáváme,  že  pojem  harmonické  skupiny  přímek 
zde  odvozený  se  kryje  s  oním,  jejž  jsme  dříve  (45)  byli  vytkli. 

Ve  zvláštním  případě  střed  S  svazku  může  býti  v  nekonečnu ; 
svazek  se  skládá  tehdy  z  přímek  rovnoběžných.  Vety  a  konstrukce 
uvedené   však  nepozbývají   ani  tu  platnosti.  Vyjádříme-li  dělící 

poměr  (abc)  tří  přímek  ve  svazku  poměrem     .    ,  ,  hodnota  toho 

poměru  stává  se  neurčitou,  když 

a  ||  b  ||  c  a  tedy  <  ac  =  <  bc  =  0; 

sin  ac 
ale  ta  neurčitost  zmizí,  jakmile  nahradíme  poměr    .    ,  i  rovna- 

SZŤl  oc 

jícím  se  jemu  poměrem  vzdáleností  libovolného  bodu  na  přímce 
c  od   přímek  a  a  6,    z  čehož   plyne   pro   případ   rovnoběžných 

J.   Sobotka:  Degkrlptivni  geometrie.  i 2 
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přímek  a,  ft,  c,  že  (abc)  se  rovná  dělícímu  poměru  bodů  A,  B,  (7, 
v  nichž  příslušně  libovolná,  ku  přímkám  svazku  kolmá  přímka 
a  následkem  toho  i  přímka  p  libovolně  k  nim  nakloněná  přímky 
a,  6,  c  protíná. 

Z  toho  plyne,  máme-li  svazek  harmonických  přímek  rovno- 
běžných a.  5,  c%  d,  že  každá  transversála  protíná  přímky  ty  ve 
skupině  bodů  harmonických  a  naopak,  že  libovolné  čtyry  přímky 
k  sobě  rovnoběžné,  vedené  čtyřmi  harmonickými  body  na  přímce 
jsou  též  harmonické. 

Obr.  181.  —  Máme-li  sestrojiti  přímku  d  harmonickou  s  přím- 
kou c  ku  přímkám  a}  6,  předpokládajíce,  ie  přímky  ty  jsou  rovnoběžné, 
vedeme  libovolným  bodem  C  na  c  libovolné  dvě  přímky ;  pro- 
tíná-li  jedna  z  nich  a  v  bodě  A,  b  v  bodě  B,  druhá  pak  a  v  bodě  Axy 
b  v  bodě  Bv  pak  přímka  d  prochází  bodem  Z),  v  němž  se  přímky 
ABV  AXB  protínají;  neboť  víme  dle  věty  v  119,  že  přímka  CD 
seče  a  i  6  v  bodech  k  C  i  D  harmonických. 


Obr.  131. 

122.  Věta  (121  1)  vede  dále  k  obecnějšímu  způsobu  sestro- 
jováni harmonických  bodů  a  harmonických  přímek. 

Obr.  132.  —  Máme-li  na  přímce  p  sestrojiti  bod  Z>,  jenž 
s  daným  bodem  C  jest  harmonický  k  daným  bodům  A,  2?,  zvolme 
na  libovolné  přímce  bodem  (■  vedené  dva  body  S,  S, ;  veďme 
přímky  SA,SB;  S.A,  S,B  a  spojme  body  B,  =  SA  .S}B,Al=SB.8,A 
přímkou  p„  která  nechť  jest  proťata  přímkou  SS^  v  bodě  £7 
Protíná-li  spojnice  hledaného  bodu  D  s  bodem  S  přímku  p,  v  bodě 
Dx  a  spojnice  DSÍ  v  bodě  D^  máme  ve  svazku,  jehož  středem 
jest  bod  S,  přímky  SGt  SD,  jež  jsou  harmonické  ku  přímkám 
SA%  SB;  následkem  toho  jsou  průsečíky  spx  oněch  přímek,  totiž 


-  179  — 

6\,  7),  harmonické  k  průsečíkům  Bl9  Ax  těchto  přímek;  čili 
bod  D,  je  harmonicky  sdružen  k  bodu  C\  vzhledem  k  bodům 
Au  Bx.  Ve  svazku  o  středu  Sl  máme  přímky  5,(7,  SXD  harmo- 
nické k  přímkám  StAt  S^;  proto  jsou  na  px  táž  průsečíky  Cly 
D2  oněch  přímek  harmonické  k  průsečíkům  Av  JB,  na  těchto 
přímkách ;  čili  bod  Z>2  je  taktéž  harmonicky  sdružen  k  bodu  Ct 
vzhledem  k  bodům  Al%  Bx.  Proto  musí  býti  Z>g  =  D1%  následkem 
čehož  body  průsečné  přímek  SD,  #,£>  od  sebe  různých  s  přímkou 


Obr.  182. 


P\  splývají  v  jediný ;  nemůže  to  proto  býti  jiný  bod  než  bod  D 
sám;  prochází  tedy  přímka  p,  bodem  Ds  bodem  C harmonickým 
ku  A  a  B. 


Obr.  133. 


Z  toho  plyne  následující  konstrukce  bodu  Ds  s  bodem  C  ku 
bodům  A,  B  harmonického. 

Obr.  133.  —  Vedeme  bodem  C  libovolnou  přímku  a  na  ní 
zvolíme  dva  body  S,   St;   body   ty  spojíme  s  body  Ay  B,  čímž 

12* 
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obdržíme  čtyři  přímky,  které  se  mimo  vytčené  body  protínají 
v  nových  dvou  bodech  Al9  J?n  jejichž  spojnice  protíná  přímku 
AB  v  hledaném  bodě. 

Obdobně  má  platnost  ve   svazku  tato   konstrukce  přímky  d 
s  přímkou  c  harmonické  ku  přímkám  a,  b. 


Obr.  134. 


Obr.  134.  ~  Na  c  zvolíme  bod,  jímž  vedeme  libovolné  dvě 
přímky  5,  slf  které  obě  protneme  přímkami  a,  6;  tak  obdržíme 
čtyry  body,  které  lze  mimo  vytčené  přímky  spojiti  novými  dvěma 
přímkami  an  bx.  Bod  průsečný  Px  přímek  a„  bx  leží  již  na  hle- 
dané přímce  d.  To  je  patrno  z  toho,  že  na  př.  na  přímce  bx  bod  Px 
jest  dle  konstrukce  právě  provedené  s  bodem  c.bx  harmonicky 
sdružen  vzhledem  k  bodům  a.6,,  b.bx. 

123.  —  Obr.  135.  —  Čtyři  roviny  A,  B,  C.  D  ve  svazku 
osovém  tvoří  harmonickou  skupinu  ABCD,  když 

sin  AC  sin  AD 


sin  BC 


sin  BD 


Libovolná  rovina  S  seče  roviny  ty  ve  čtyřech  přímkách 
«<7,  ba,  c^  dff  svazku,  tvořících  rovněž  harmonickou  skupinu. 
Středem  toho  svazku  jest  bod  £=  S  .p.  Seče-li  totiž  rovina  R,  nor- 
mální ku  p  a  bodem  S  neprocházející,  roviny  ty  v  přímkách 
a,  ft,  c,  d,  tyto  tvoří  harmonickou  skupinu  přímek,  ježto 
(abc)  =  (ABC),  (abd)  =  ( ABD).  Body  A  =  a .  a*  B  =  b .  řď,  C = c .  c*, 
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D  =  d .  d(j  leží  na  přímce  u,  průsečnici  toroviu  R,  S  a  ježto  aftcá 
jest  harmonickou  skupinou,  tu  tvoří  též  body  A,  B,  C,  Z),  v  nichž 
přímka  u  přímky  a,  ř,  c,  d  protíná,  harmonickou  skupinu,  a  ná- 
sledkem toho  tvoří  též  přímky  spojující  tyto  body  s  bodem  8 
skupinu  harmonickou.  Totéž  lze  říci,  když  S  ||  p.  Libovolná  přímka 
g,  která  není  k  p  rovnoběžná,  protíná  roviny  ABCD  taktéž  ve 
skupině  harmonických  bodů  AxB*C*Dx,  poněvadž  body  ty  jsou 
body  průsečné  přímek  ve  svazku,  v  němž  rovina,  spojující  libo- 
volný  bod  na  p  s  přímkou  q*  roviny  ty  protíná. 


Obr.  135. 


Jsou-li  roviny  A,  B,  C  rovnoběžné,  pak  jest  obdobně  dří- 
vějšímu poměr  dělící  (ABC)  roven  poměru  dělícímu  bodů,  v  nichž 
libovolná  přímka  k  rovinám  nakloněná  je  protíná.  Shrneme-li 
vše,  obdržíme  přímo  tyto  věty: 

Skupina  harmonických  rovin  ve  svazku  jest  protata  1.  libo- 
volnou rovinou,  která  neprochází  osou  svazku  ve  čtyřech  přímkách 
tvořících  taktéž  harmonickou  skupinu,  2.  libovolnou  přímkou,  která 
íieprotíná  osy  svazku  ve  čtyřech  bodech  tvořících  rovnéi  harmonickou 
skupinu. 

Zvlášť  pak  čtyři  rovnoběžné  roviny,  tvořící  harmonickou 
skupinu,  jsou  proťaty  libovolnou   rovinou  nebo  přímkou,  která 
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není  k  nim  rovnoběžná  ve  čtyřech  přímkách  resp.  bodech,  tvo- 
řících harmonickou  skupinu. 

Spojíme-li  prvky  v  harmonické  skupině  abcd  přímek  ve 
svazku  s  bodem,  mimo  rovinu  svazku  ležícím,  obdržíme  harmo- 
nickou skupinu  rovin  ve  svazku,  jehož  osa  spojuje  vytčený 
bod  se  středem  svazku  přímek,  a  spojíme-li  prvky  harmonické 
skupiny  bodů  na  přímce  dané  u  s  přímkou  p  k  u  mimoběžnou 
rovinami,  obdržíme  rovněž  harmonickou  skupinu  rovin  ve  svazku, 
majícím  za  osu  u. 

Úloha.  Ve  svazku  rovin  jsou  dány  roviny  A,  B,  C ;  sestrojme 
rovinu  D,  harmonickou  s  C  k  rovinám  A,  B. 

Protneme  dané  roviny  ve  svazku  buď  libovolnou  rovinou 
v  přímkách  a,  ft,  c  a  sestrojíme  v  rovině  té  přímku  d  s  c  har- 
monickou k  a  i  i;  žádaná  rovina  D  prochází  přímkou  d  a  jest 
tudíž  stanovena.  Nebo  protneme  roviny  řečené  libovolnou 
přímkou  v  bodech  -4,  B,  C\  na  přímce  té  stanovíme  bod  D 
s  C  harmonický  k  bodům  -4,  B\  hledaná  rovina  prochází  bodem 
D  a  jest  již  stanovena. 

121  —  Obr.  136.  -  Jsou-li  dva  trojúhelníky  AXB,CV 
A^B^C^  v  takové  poloze,  že  vrcholy  prvého  leží  na  stranách 
druhého,  čímž  naopak  strany  druhého  procházejí  vrcholy  troj- 
úhelníka prvého,  pravíme,  že  první  trojúhelník  jest  ve  druhý 
vepsán  a  druhý  o  prvý  opsán.  Dva  takové  trojúhelníky  mohou 
ležeti  perspektivně.  Na  základě  věty  o  perspektivních  trojúhel- 
nících (63)  soudíme:  Protínají-li  se  příslušné  k  sobě  strany 
trojúhelníků  -d^G',,  A2BqC2  v  dalších  třech  bodech  A,  2?,  C  na 
téže  přímce  s,  pak  spojnice  příslušných  vrcholů  jejich  a,  6,  c 
procházejí  týmž  bodem  S. 

Značíme-li  v  trojúhelníku,  jak  zvykem,  va  stranu  protilehlou 
jeho  vrcholu  označenému  P«,  pak  jest 

A  =  ax .  a2,  B  =  bl.  6tt,  C  =  c, .  c<2 

a  obdobně 

a  =  AxA^y  b  —  BXB21  c  =  CXC^. 

Z  konstrukcí  v  122  je  patrno,  že  přímky  a%  b,  c  a  strany 
trojúhelníka  A^B2Cq  dělí  harmonicky  jak  strany,  tak  i  úhly 
v  trojúhelníku  A.Bfi,;  rovněž  dělí  body  A,  B,  C  a  vrcholy 
trojúhelníku  A lBlCl  harmonicky  jak  strany,  tak  i  úhly  v  troj- 
úhelníku AqBaC^. 

Tak  jsou  na  př.  body  c.c17  Cf,  harmonicky  sdruženy  vzhledem 
k  vrcholům  A„  £,,   a  tedy   přímky  c,  c2  harmonicky  sdruženy 
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vzhledem  ke  stranám  al%  &,,  jak  z  konstrukce  v  obr.  133.  patrno, 
již  zde  provedeme  tak,  že  za  pomocnou  přímku  bodem  c.cx 
zvolíme  e  a  za  pomocné  body  na  ní  body  Sa  C2. 

Rovněž  tak  soudíme,  že  na  př.  body  C\  Cx  jsou  har- 
monicky sdruženy  vzhledem  k  vrcholům  A%,  B2  a  následkem 
toho  že  i  přímky  C2C,  C%C1  jsou  harmonicky  sdruženy  vzhledem 
ke  stranám  a2,  br 


v*vf 


Obr.  136. 

Z  uvedené  souvislosti  plyne  beze  všeho  tato  věta: 

Protneme-li  strany  trojúhelníka  přímkou  s  a  hledáme  ke  každému 
bodu  prúsečnému  harmonicky  sdruiený  bod  vzhledem  k  vrcholům 
na  téie  stravě  leiicím,  spojnice  bodů  takto  sestrojených  s  proti- 
lehlými  vrcholy  protínají  se  v  jedinétn  bodě  8. 

JSaopak  promítneme-li  z  bodu  S  v  rovině  daného  trojúhelníka 
vrcholy  jeho  na  protilehlé  strany  a  k  hodům  takto  získaným  vyhle- 
dáme harmonicky  sdružené  body  vzhledem  ku  příslušným  vrcholům 
trojúhelníka,  leží  body  ty  na  jediné  přímce  s. 

Vzájemnou  polohu  přímky  s  a  bodu  8  vzhledem  k  troj- 
úhelníku AyB1C1  nebo  A^BtC2  nazýváme  polohou  harmonikálníy 
přímku  s  harmonikálon  bodu  S  a  bod  S  bodem  harmonikálním 
čili  polem  harmonickým  přímky  *  vzhledem  k  jednomu  neb 
druhému  z  uvedených  trojúhelníků  AxBxCl%  AiB2C^ 
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125.  Odvozené  vztahy  harmonických  skupin  bodových  a  přím- 
kových vedou  nás  k  dalSí  význačné  relaci  mezi  oběma  dvoji- 
cemi bodů  AB,  CD  na  přímce  p,  z  nichž  body  dvojice  jedné 
oddělují  harmonicky  body  dvojice  druhé. 


Obr.  137. 


Obr.  137.  —  Opišme  nad  úsečkou,  omezenou  jednou  dvo- 
jicí na  př.  AB,  jakožto  průměrem,  kružnici  s  a  druhou  dvojicí  CD 
položme  kružnici  libovolnou  sx.  Střed  prvé  označme  S,  drulié  Sr1. 
Kružnice  ty  budou  se  vždy  protínati.  Budiž  P  jeden  jejich  bod 
prňsečný.  Spojme  jej  s  body  A,  B,  C.  D;  přímky  PC\  PD  budou 
harmonicky  odděleny  přímkami  PA>  PB;  poněvadž  přímky  FA9 
PB  jsou  k  sobě  normální,  půlí  úhly  druhými  dvěma  přím- 
kami uzavřené  (120).  Ježto  úhly  ty  jsou  též  obvodové  úhly 
v  kružnici  sx  nad  oblouky  mezi  C  a  Z>,  v  něž  přímka  p  kruž- 
nici s,  dělí,  a  z  nichž  jeden  obsahuje  bod  P,  druhý  ho  neobsa- 
huje, budou  následkem  toho  přímky  PA,  PB  oblouky  ty  půliti. 
Z  toho  plyne,  že  druhé  průsečíky  A„  Bx  přímek  PA,  PB  s  kruž- 
nicí 5j  leží  na  jejím  průměru  AlB1  kolmém  ku  p.  Vznikají  tu 
pravoúhlé  trojúhelníky  APB,  BXPA^  které  jsou  podobny  a 
jejichž  stejnolehlé  strany  jsou  k  sobě  normální.  Vytkneme-li 
si  tedy  v  jednom  z  nich  libovolnou  příčku  a  sestrojíme  k  ní 
příčku  stejnolehlou  v  trojúhelníku  druhém,  příčky  ty  budou  též 
k  sobě  normální.  Poněvadž  středy  S,  Sí  stran  AB,  BlA1  jsou 
též  stejnolehlé,  plyne  z  toho,  že  S,P  JL  SP->  proto  polomčr  bodu 
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P  v  jedné  kružnici  dotýká  se  druhé,  čili  kružnice  ty  se  pod 
pravým  úhlem  protínají;  o  takových  dvou  kružnicích  pravíme, 
že  jsou  orthogonální. 

Vyjádřínie-li  potenci  bodu  S  vzhledem  ke  kružnici  s,,  ob- 
držíme relaci 

Clil 

AS*  =  ŠB*  =  SC.SD  (1) 

a  můžeme  zároveň  vysloviti  věty: 

Ve  dvou  kruinicíck  k  sobě  orthogonálních  body  na  libovolném 
průměru  kružnice  jednej  protínajícím  kružnici  druhou  ve  dvou  bodech, 
oddělují  body  ty  harmonicky. 

Veškeré  kružnice,  procházející  dvěma  body  C,  Dt  protínají 
orthogonálně  kaidou  kružnici^  mající  střed  na  přímce  CD,  pro  niz 
koncové  body  průměru  na  této  přímce  ležícího  úsečku  CD  děli 
harmonicky. 

126.  —  Obr.  138.  —  Klaďme 
v  rovině  z  bodu  A  vně  kružnice  k 
ležícího  k  ní  tečny  t  ín  jejichž 
body  dotyku  nechť  jsou  T,  Tv  Libo- 
volná sečna  l  kružnice,  bod  A  obsa- 
hující, nechť  ji  seče  v  bodech  B,  C 
a  tětivu  styčnou  s  =  TTl  bodu  A 
v  bodě  Al.  Označme  pro  krátkost 
přímky  TB,  TC,  T,B,  TyC  příslušně 
bf  c,  ft,,  c,.  Obdržíme  tu  po  sobě 
tyto  rovnosti: 

A  B  _  B-\t  _  TB  sin  (tb)      AB  _  fM  t^  _  TAB  sin(txb,) 

'  TC  sin  (cť) '    AC  ~  C  -\t,~  TXC  sin  (ctf , ) ' 


Obr.  138. 


AC       C-it 
z  nichž  plyne 


co 


TB .  2VB  _  itw(W  .  sw  (tb) 
TC  ''  TXC  ~  sin  (ť,ct)  :  sin  [tcj 

Dále  obdržíme  z  trojúhelníků  TBC,  T,BC,  nepřihlížíme- li 
ke  smyslům  úhlů,  úměry: 

TB  _  sin  (Ic)  _  sin  {tb)      T,B  _  sin  (lct  )_sin(t1bl) 
TC~sin(lb)~sin{tc)>     TXC  ~ st»(ii,)  —  sin(ttc^ 

tak  že  má  platnost  úměra 

TB   T,B  _  sin  (tb)     sinjtj,) 
TC'  T,C~   sin(tc)   ''  sinit.c,)' 


(2) 
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Srovnáme-li  (1)  a  (2),  obdržíme  vzhledem  k  tomu,  že  dělící 
poměry  (cbt),  (^Mi)  jsou  kladné, 

sin(tb) sin  (£,&,) 

sin  (tc)       sin  (tl  cx ) 

Poněvadž  však  <^,61  =  <s6  a  <Ctlcl  =  <sc,  obdržíme,  září- 
díme-li  smysl  úhlů  dle  smyslu  úseček  na  Z,  rovnost 

sin  (bt) sin  (bs) 

sin  (ct)  sm  (es) 

-čili 

(bet)  +  (bes)  =  0. 

To  znamená,  že  přímky  t}  s  jsou  přímkami  6,  c  harmonicky 
odděleny.  Následkem  toho  jest  (121)  též  bod  Ax  od  bodu  A  har- 
monicky oddělen  body  B,  C. 

Můžeme  tudíž  říci: 

„Vyhledáme-li  k  danému  bodu  vně  kružnice  ležícímu  A 
na  každé  sečně  kružnice  jím  vedeué  bod  harmonický  Ax  vzhledem 
k  jejím  bodům  prňsečným  s  kružnicí,  leží  body,  které  takto  ob- 
držíme, na  tětivě  styčné  bodu  A." 

127.  Na  základě  uvedeném 
můžeme  řešiti  úlohu: 

Z  daného  bodu  A,  vně  Kruž- 
nice dané  ležícího,  položiti  lc  ní 
tečny. 

Obr.  139.  —  Vedeme  bo- 
dem A  sečny  a,  6,  z  nichž 
první  seče  kružnici  v  bodech 
Aí%  A<^  druhá  v  bodech  Bl%Bm. 
Dále  protneme  přímky  AtB<>n 
A%BX  v  bodě  Jí,  přímky  A1Bl, 
A%B%  v  bodě  S,  pak  jest  přímka 
$  =  BS  tětivou  styčnou  bodu  A,  t.  j.  přímkou,  protínající 
kružnici  v  bodech  dotyku  T,  T,  hledaných  tečen.  Neboť  se- 
strojujeme-li  bod  AQ  harmonický  s  A  vzhledem  k  Av  At  po- 
mocí konstrukce  v  122  tím,  že  vedeme  bodem  A  přímku  AB„ 
na  níž  zvolíme  body  Bl9  JSa,  poznáváme,  že  přímka  s  bodem 
A0  prochází;  rovněž  seznáme,  že  přímka  s  prochází  též  bodem 
s  A  harmonickým  vzhledem  k  Bx  a  B2 ;  proto  oba  body  a .  s,  b .  s 
leží  na  přímce  TT,,  tak  že  jest  *=2T,. 

Kdyby  jeden  z  bodů  B,  S  nebylo  lze  graficky  přesně  vy- 
jádřiti, vedli  bychom  bodem  A  další  sečnu  c,  protínající  kružnici 


.s^" 


Obr.  139. 
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v  bodech  C,,  C\   a  průsečík  V  přímek  BXC%,  B%CX  by  nám  po- 
skytoval další  bod  přímky  s. 


Rozšíření  pojmu  o  určujícím  poměru. 


128   Můžeme  snadno  dokázati  tuto  větu: 


V  r ovine  jest  místem  bodů  P,  pro  néš  poměr  vzdáleností  PA, 
PB  od  dvou  daných  bodá  A,  B  má  hodnotu  stálou  JL,  kružnice,  která 
úsečku  AB  dělí  vnitř  i  vně  v  tcmie  poměru  l. 

Obr.  140.  —  Buďtež  R,  S  body  na  AB,  pro  něž  (ABB)  = 
—  (ABS)  =  L  Opišme  nad  průměrem  B8  kružnici  k.  Poněvadž 
body  R,  S  jsou  harmonické  vzhledem  k  bodům  A,  B,  proto  jsou 
též,  značí-li  P  libovolný  bod  na  k,  přímky  PR,  PS  harmonické 
vzhledem  ku  přímkám  PA,  PB;  následkem  toho,  že  PS  J_  PR, 
jest  <APS=<SPB,  pročež    AP:BP=ÁS:BŠ. 


Obr.  140. 

PA 

Proto  všechny  body  P  na  k  mají  tu  vlastnost,  že  -^r*  =  X. 

PA 
Je-li  naopak  P  libovolný   bod,    pro  nějž   má  platnost  =^  =  X, 

musí  se  zřetelem  na  poměr  ™  =  *  přímka  SP  půliti  úhel  APB ; 

a  ježto  přímky  PA,  PB  jsou  harmonické  ku  přímkám  PS,  PB, 
procházejíce  body  S,  R  k  A,  B  harmonickými,  musí  RP  JL  SP} 
a  tedy  P  vskutku  musí  ležeti  na  kružnici  průměru  SR. 

129.  Větu  právě  odvozenou  lze  přenésti  snadno  na  útvary 
prostorové. 

Obr.  141.  —  Buďtež  dány  dvě  přímky  r,  s,  které  se  protí- 
nají v  bodě  V.  Každou  rovinu  R,  přímkou  r  položenou,  protneme 
rovinou  S    k  ní  kolmou    a  přímkou  s  procházející  v  přímce  p. 
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Souborem  přímek  p  jest  plocha  kuželová  o  vrcholu  V.  kterou 
nazýváme  JcuSelem  orthogonálním.  Každá  rovina  kolmá  k  r  nebo  s 
seče  kužel  ten  v  kružnici.  Abychom  to  seznali,  na  př.  vzhledem 
ku  přímce  r,  zvolíme  rs  za  průmětnu  a  sklopíme  rovinu  N  J_  r, 
do  níž  stopu  u  kužele  hledáme. 

Libovolná  rovina  Rx,  přímkou  r 
položená,  nechť  seče  N  v  přímce  r, ; 
rovina  S,,  přímkou  s  kolmo  k  ni 
položená,  bude  obsahovati  patrně 
též    normálu  s,    s  bodu  S,   v  němž 

JiY- 17—^ — -ř1 — Js      přímka  s  rovinu  N  seče,  na  rovinu  Rj 

spuštěnou.  Poněvadž  jest  Rx  j_  N, 
proto  zmíněná  normála  s,  leží  v  ro- 
vině N  a  jsouc  kolmá  ke  každé 
přímce  v  Rt,  jest  také  kolmá  k  r,. 
Roviny  Rn  Sx  protínají  se  v  přímce 
povrchové  jp,  vytčeného  kužele 
orthogonálního:  přímka  ta  seče  N 
patrně  v  bodě  Plz=:ri  ,st.  Poněvadž 
tedy  <  RP1S  jest  pravý,  jest  u  kružnicí. 

Mysleme  si  v  rovině  rs  bodem  V  dvě  přímky  a,  6,  které 
oddělují  ras  harmonicky,  a  spojme  přímky  ty  rovinami  s  každou 
přímkou  povrchovou  p  kužele. 

Obr.  142.  —  Považujme  nyní  rovinu  rs  za  průmětnu  Pí 
a  položme  libovolnou  rovinu  U  ku  přímce  p  normální;  rovina 
ta  nechť  seče  p  v  bodě  P  a  přímky  r,  s,  a,  b  v  bodech  Ji,  S,  A,  JB, 
ležících  na  stopě  její  u\.  Ježto  přímky  a,  b  jsou  harmonické 
k  r,  5,  proto  jsou  též  body  A,  B  harmonické  k  bodům  Rt  S 
a  rovněž  přímky  PA,  PB  ku  přímkám  PR>  PS.  Poněvadž  jest 
<  RPS  pravý,  proto  jest  též  <  APS  =  <  SPB,  pročež 

AP         AS 


1         *r 

W 

l/V 
fi 

\\ 

"i 

ys 

P/ 

r 

A 

Obr.  141. 


\BP 
Dále  jest 

AP  =  V  A .  sin  ap, 


BS 


BP=VB.  sin  bp, 


AS=VA. 


sin  as 
sin  AS Y 


BS=VB. 


sin  bs 
sin  VSB 


a  tedy 


<AS 


BS 


V  A    sin  as 


VB   sin  bs 


(2) 
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Dosadíme-li  do  (1)  odvozené  hodnoty  za  AP>  BP  a  srov- 
nám e-li  s  (2),  obdržíme  relaci 

sin  ap sin  as 

sin  bp      sin  bs 

Má  tudíž  poměr  sinů  úhlů,  které  uzavírají  přímky  kužele 
orthogonálního  s  přímkami  a  a  6,  hodnotu  stálou.  Naopak  mů- 
žeme říci : 


Obr.  142. 


Pohybuje-li  se  přímka  p  tak,  Se  prochází  pevným  bodem   V  a 
uzavírá  s  dvěma  pevnými  přímkami  a,  b,  které  bod  ten   obsahují, 

úhly,  pro  něž  poměr  '  .    ,     jest  stálý,    popisuje  kužel  orthogonální. 

Přímky  r,  s  kužele  toho,  obsažené  v  rovině  db  a  vyhovující 
rovněž  podmínce 


\S%n  ar 


sinbr 


<$tn  as 


sin  bs 


mají  tu  vlastnost,  že  roviny  k  nim  normální  sekou  kužel  v  kruž- 
nicích. 
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KAPITOLA  VII. 


Affinita;  affinní  poloha  dvou  soustav 

rovinných. 

Průměty  parallelnf  řad  bodových  a  soustavy  rovinné. 

130.  Promítáním  parallelním  libovolné  přímky  délky  úseček 
obecně  se  mění;  ale  poměry  dělící  se  nemění. 

Jsou-li  tedy  A,  -B,  C  libovolné  body  přímky  p  a  A\  B\  C* 
jejich  parallelní  průměty  na  p\  jest  (-4'.B'C')  =  {ABC). 

Vztahuj eme-li  dvě  přímé  řady  bodové  k  sobě  tak,  že  poměr 
děliči  libovolných  tří  bodů  řady  jedné  rovná  se  poměru  dělícímu 
příslušných  bodů  řady  druhé,  nazýváme  řady  ty  podobnými  radami 
bodovými. 

Takový  vztah  jest  možný  a  jest  určen,  když  libovolným 
třem  bodům  v  konečnu  A,  2?,  C  od  sebe  různým  na  řadě  jedné 
přiřadíme  obdobné  tři  body  A\  B\  O  na  řadě  druhé  tak,  aby 
(A'B'C')  =r  (ABC).  Můžeme  totiž  přímky  p%  p\  na  nichž  se  řady 
ty  nacházejí,  uvésti  do  polohy,  v  níž  se  bod  A  na  p  kryje 
s  bodem  A*  na  p\  kdežto  přímky  samy  nesplývají;  pak  bude 
BBé\\CC\  a  vůbec  řada  jedna  jest  průmětem  parallelním  řady 
druhé  ve  směru  přímek  BB\  CC. 

To  můžeme  též  vysloviti  takto: 

Promítáme-li  úsečky  na  přímce  aneb  na  přímkách  rovno- 
běžných parallelně  v  určitém  směru  obecně  různém  od  směru 
úseček,  pak  poměr  každé  úsečky  a  jejího  průmětu  jest  hodnotou 
stálou. 

Obecně  můžeme  říci : 

Platí-li  pro  řadu  úseček  na  téže  přímce  nebo  na  přímkách 
rovnoběžných  homogenní  rovnice  algebraická,  má  tato  rovnice  platnost 
i  pro  průměty  parallelní  úseček  těch  do  roviny  ve  směru,  který  se 
různí  od  směru  úseček  daných. 

Je-li  totiž  a  stálý  poměr  mezi  úsečkami  #,  y, . .  .  a  jich 
průměty  x\  y\  .  • .  a  lze-li  užiti  mezi  úsečkami  homogenní  rovnice 


# 


/ 


''O 
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vl=0,   tu  kladouce  v  ní  x=zax\  y=zay\ 
^-<&  tedy  i  f{x\  y' . . )  =  0. 


^  růměty  A\  B'}  O  tří  bodů  A,  B,  C 

%jff.  il  se  určiti   průmět   bodu  D  přímky 


^  ''* 


*<t* M  z=zAB.A(\  obdržíme  Z)'  bezprostředně 

*/..  A  O. 


fr  4"  i. 


i-li  soustavu  rovinnou,  v  libovolné  rovině  R 
\'-t  ave  rovinné,  obsažené  v  průmětně,  promítáním 

•;.     •' ty  .óho  směru,   tu  pravíme,   že  obě  soustavy  jsou 

"  •'//.'•-'.„  ."  čili  příbuzné  v  užším  slova  smyslu. 

*«.  ou  soustav  je  jednoznačný ;  každému  bodu  A  a  každé 

R  přísluší  jeden   a  jediný   bod  A',  případně   jedna 
přímka  a*   v  průmětně  P,  totiž  průmět   bodu  A,  resp. 
~c,  a  naopak  každý  bod  A'   a    každá  přímka  ď  v  prů- 
jest  průmětem  jediného  bodu,  resp.  jediné  přímky  v  R; 
.  příslušné  dva  body  A,  A'  jsou  na  přímce   stálého  směru 
měru  to  promítání,  jejž  zde  nazýváme  směrem  affinity  a  pří- 
lišné dvě  přímky  protínají  se  vždy  na  přímce  u  =  R .  P,  již 
nazýváme  osou  affinity,  a  to  buď  v  konečnu  aneb  v  nekonečnu^ 
v    kterémžto    posledním    případě  jsou    s   osou   u   rovnoběžné. 
Každý    bod   na  ose    affinity  jest   zároveň  vlastním   průmětem, 
přísluší  sám  sobě  čili  jest  samodružný;  osa  u  jest  jediná  přímka, 
která  sama  sobě  přísluší  čili  jest  samodružná. 

Rovnoběžným  přímkám  tn,  n  přísluší  opět  rovnoběžné 
přímky  m',  n',  a  poměr  úseček  na  téže  přímce  neb  na  přímkách 
rovnoběžných  rovná  se  poměru  úseček  příslušných  ;  k  úsečkám 
stejnosměrným  s  osou  affinity  náležejí  úsečky  stejné  délky. 

Věty  tyto  jsou  dle  výkladu  dřívějšího  přímo  patrné. 

K  tečně,  dotýkající  se  v  libovolném  bodě  křivky  útvaru 
jednoho,  náleží  v  útvaru  druhém  taktéž  tečna  v  přiřaděném  bodě- 
křivky  příslušné,  což  vysvítá  z  toho,  že  tečnu  křivky  považu- 
jeme za  mezní  polohu  sečny,  když  její  dva  body  prňsečné  pa 
sobě  jdoucí  s  křivkou  se  stávají  nekonečně  blízkými. 

132   K  větám  těm  připojujeme  ještě  tuto  větu : 

Převedením  soustavy  rovinné  do  polohy  affinní  se  soustavou 
rovinnou  druhou  čili  jinak  řečeno  parallelním  promítáním  poměr 
ploch  v  obrazcích  příslušných  se  nemění. 

Jest  tedy  poměr  libovolných  dvou  obrazců  v  soustavě 
jedné  roven  poměru  příslušných  obrazců  v  soustavě  druhé.  Při 
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tom  nazýváme  obrazcem  úplně  omezenou  část  roviny.  Dokažme 
větu  nejprv  pro  libovolné  rovnoběžníky. 

Obr.  143.  —  Mějme  v  rovině  R  rovnoběžníky  libovolné 
AlA%A%AA%  BíBqBzB4.  Odvoďme  si  z  rovnoběžníků  těch  rovno- 
běžník třetí  CDEF  tak,  aby  s  každým  z  nich  měl  dvojici  pro- 
tějších stran  společnou ;  v  obrazci  jsou  strany  CF,  DE  na  týchž 
přímkách  jako  strany  AXA^,  A^AA  a  strany  CD,  EF  na  týchž 
přímkách  jako  BXBV  BaBé;  ježto  rovnoběžníky  AíAqAsA„  CDEF 
mají  stejné  výšky,  mají  se  k  sobě  jako  jejich  základny.  Jest  tedy 

AXA^A%AK  :  CFED  =  AXA%  :  CF 

a  obdobně  jest  (1) 

B.B^B^  :  CDEF=zBxBt  :  CD. 


Obr.  143. 


(2) 


Pro  průměty  těchto  útvarů,  které  mají  obdobnou  souvislost, 
mají  obdobně  platnost  vzorce 

A\A'tA\A\  :  OFE'D'  =  A\A\  :  CF 
B\B\B\B\  :  CD'E'F  =  B\B't  :  OD. 

Poněvadž  jak  úsečky  AtAt,  CF,  tak  i  úsečky  5,5,,  CD  jsou 
pokaždé  na  jedné  přímce  položeny,  proto  mají  platnost  úměry: 

AxAt  :A\A't  =  CF:CF, 
B1Bi  :  B\B\  =  CD  :  CD'. 


(3) 
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Dělíme- li  první  úměru  v  (1)  první  úměrou  v  (2)  a  druhou 
v  (1)  druhou  v  (2),  obdržíme  následkem  úměr  (3)  relace 

AtAtA,A4    _   CDEF         B1BiB„Bi    _   CDEF 
A\A\A\A\  ~  ODiE'F '    B\B\B\B\  ~~  C'D'EF'y 

z  nichž  plyne  • 

AXA%A,A,  :  A\A\A\A\  -  BXB%BZBA  :  B\B\B'SB'4, 

jak  bylo  tvrzeno. 

Pro  libovolné  trojúhelníky  bychom  větu  dokázali,  kdy- 
bychom je  doplnili  na  rovnoběžníky  tak,  že  by  měly  dvě  pří- 
slušné strany  trojúhelníků  za  úhlopříčny  a  ostatní  za  strany. 
Tím  věta  nabývá  platnosti  pro  libovolné  obrazce  přímočaré,  ježto 
můžeme  je  rozložiti  v  trojúhelníky  sobě  příslušné.  Tím  však 
má  věta  platnost  též  o  obrazcích  křivkami  omezených;  nebot 
lze  jí  užíti  u  všech  příslušných  obrazců  přímočarých,  které  lze 
o  ně  opsati  aneb  do  nich  vepsati,  a  to  tak,  že  obrazec  ten  mezi 
sebou  uzavírají  a  že  jejich  počet  stran  můžeme  tak  zvětšovati ^ 
aby  se  oba  sobě   a  obrazci   křivočarému   neustále  přibližovaly. 

Z  toho  pak  soudíme  jako  v  130  o  správnosti  věty: 
Má-li  platnost   pro  plošné  obsahy  obrazců  v  téže  rovině  nebo 
v  rovinách  rovnoběžných   homogenní  rovnice   algebraická,   lze  užíti 
této  rovnice  též  pro  průměty  jejich  parallelní  v  libovolném  směru  na 
danou  rovinu. 

133.  Jsou-li  S,  T  roviny  souměrnosti  rovin  R,  P,  každá 
rovina  rovnoběžná  k  některé  z  nich,  na  př.  k  T,  protíná  roviny 
R,  P  v  přímkách  g,  7*,  od  osy  affinity  w=R.P  stejně  vzdálených, 
tak  že  sklopením  příslušným  roviny  R  do  P  se  jedna  z  přímek 
těch  převede  v  druhou.  Zvolme  si  směr  affinity  pro  soustavy 
rovinné  v  R  a  P  stejnosměrný  s  rovinou  T,  pak  budou  přímky 
g,  h  v  této  poloze  affinní  k  sobě  náležeti.  Mějme  tedy  v  R  libo- 
volný rovnoběžník  ABCD,  jehož  strany  AB,  CD  leží  na  stejno- 
směrkách  w,  n  k  ose  affinity  u.  K  rovnoběžníku  tomu  náleží 
rovnoběžník  AéBCD\  jehož  strany  A'B\  OD*  budou  ležeti  na 
přímkách  m',  n1  též  k  u  stejnosměrných  a  proto  budou  se  základny 
AB,  A'B'  těchto  rovnoběžníků  sobě  rovnati;  ale  poněvadž 
přímky  w,  n  lze  sklopením  převésti  v  přímky  m\  rí,  budou  se 
také  výšky  jejich  sobě  rovnati,  a  proto  bude  A'B'0'D'  =  ABCD. 
Následkem  toho  přísluší  též  libovolnému  trojúhelníku  ABC, 
jehož  jedna  strana  je  stejnosměrná  s  osou  affinity,  trojúhelník 
A'BéC'   stejně   velký,  a  poněvadž   libovolný  trojúhelník  vůbec 

J.  8 o b o t k a :  Deakriptlyní  geometrie.  1 3 
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MNP  v  rovině  R  lze  rozděliti  rovnoběžkou  k  u  ve  dva  troj- 
úhelníky, rovnající  se  příslušným  trojúhelníkům  v  P,  bude  obecně 
M'N'1*  =  MNP,  z  čehož  soudíme  jako  prve,  že  při  této  affínní 
poloze  libovolné  dva  obrazce   k  sobě  příslušné  se  sobě  rovnají. 

Je-li  tu  zvlášť  směr  promítání  kolmý  k  S,  víme  již  (101), 
že  rovinné  soustavy  v  R  a  P  jsou  shodné. 

Při  promítání  orthogonálním  roviny  R  na  rovinu  P  vy- 
tkněme si  opět  libovolný  trojúhelník  ABC,  jehož  jedna  strana 
AB  budiž  k  stopě  r  roviny  R  rovnoběžná;  značí-li  v  výšku 
tohoto  trojúhelníka,  průmět  její  v1  jest  výškou  trojúhelníka 
A'B'C,  do  něhož  se  ABC  promítá.  Ježto  tu  A'B'  =  AB,  bude 
A!BlO  :  ABC  —  v  :  v';  značí-li  qp  úhel,  jejž  roviny  R,  P  uzavírají, 
jest  vé-=zvcosqt  proto  jest  A B*C*  =  ABC  cos  g>,  z  čehož  dle  po- 
stupu prve  uvedeného  plyne  věta: 

Plocha  průmětu  orthogonálního  pro  libovolný  obrazec  rovinný 
rovná  se  ploše  obrazce  samého  násobené  cosinem  úhlu,  který  jeho 
rovina  s  průmětnou  uzavírá. 


Obr.  144. 


134.  Obecně  můžeme  vysloviti  větu: 

Libovolné  dvě  plochy  A?  /S!   k  sobě  příslušné   ve  dvou  rovi- 
nách R,    P   v  poloze  affinni  ležících   mají    stálý  poměr  l  =  -^ , 
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rovnající  se  zvratné  hodnotě  poměru,  v  němž  rovina  L  osou  affinity  u 
rovnoběžně  h  směru  affinity  s  položená  roviny  R,  P  odděluje. 

Tvrdíme  tedy,  že  jest  (RPL)  =  -^-. 

Obr.  144.  —  Ze  l  jest  hodnotou  stálou,  jsme  odvodili. 
Abychom  tuto  hodnotu  blíže  určili,  zvolme  za  A  rovnoběžník 
nějaký,  jehož  dvě  strany  leží  na  přímkách  m  ||  n,  rovnoběžných  k  u. 
Příslušné  strany  rovnoběžníka  A'  leží  na  přímkách  m',  n',  rovněž 
k  u  rovnoběžných,  a  rovnají  se  stranám  vytčeným  rovnoběžníka  A« 
Proto  l  rovná  se  poměru  výšek  obou  rovnoběžníků  Ai  A'-  Pro- 
tněme nyní  roviny  R,  P,  mm\  nn\  L  libovolnou  rovinou  N,  nor- 
mální k  u ;  tím  obdržíme  přímky  r,  jp,  l^  l„  Z,  z  nichž  r,  jp,  Z 
procházejí  bodem  0  =  N.w,  a  ZJUV||Z.  Značíme-li  dále  M?,  Nq 
body  m  .1^  n.  lv  na  r  ležící  a  Jř*,  -#*  body  m' .  7M,  n' .  lv  na  2> 
ležící,  jest  patrně 

MnNn~OMn 
Z  trojúhelníka  OM^Mn  plyne  dále  úměra 

OJř(> :  OMji  =z  sinpl :  sin  rl, 

ta*k  že  skutečně 

stwPL  % 

siw  RL ' 
neboť  <  PL  =  <  pl  a  <  RL  =  <  rl. 

Affinni  poloha  v  rovině. 

135.  Vytkněme  si  v  dané  rovině  určitý  směr  s  a  přiřaďujme 
útvary  v  rovině  této  obsažené  k  sobě  tak,  aby  k  bodu  příslušel 
opět  bod,  ku  přímce  aby  příslušela  opět  přímka,  při  čemž  pro- 
chází-li  přímka  bodem,  aby  jí  příslušela  přímka,  procházející 
bodem  jemu  přiřaděným,  a  dále  aby  příslušné  sobě  body  ležely 
na  přímce  daného  směru  s. 

Podmínka  tato,  aby  totiž  příslušné  sobě  body  ležely  na 
přímce  rovnoběžné  s  s,  má  za  následek,  že  příslušné  sobě 
přímky  se  protínají  na  pevné  přímce  r  aneb  jsou  s  ní  rovno- 
běžné. 

Obr.  145.  —  Buďtež  a,  b  dvě  přímky  roviny  dané  a  a',  V 
přímky  jim  příslušné,  pak  bodu  C=a.b  přísluší  následkem 
definice  bod  Cv  =  a'.6'.  Budiž  pak  r  přímka  spojující  body  a. a', 
i. b\  Je-li  dále  c  libovolná  přímka  roviny,  která  seče  a  v  bodě  A^ 

13* 
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b  v  bodě  B,  pak  rovněž  dle  definice  příslušné  přímka  &  musí 
protínati  a'  v  bodě  A4  příslušnénj  A  a  V  v  bodě  B*  příslušném  B. 
Avšak  trojúhelníky  ABC,  A'B'0  jsou  perspektivné,  poněvadž  dle 
definice  jest  A  A1  \\BB'\\  CO  ||  s;  proto  (63)  průsečíky  příslušných 
stran  musí  ležeti  na  přímce,  tak  že  i  bod  c.c'  musí  býti  položen 
na  přímce  r,  aneb  musí  přímky  c,  &  býti  stejnosměrné. 


Obr.  145. 

To  má  platnost  pro  každou  přímku,  která  bodu  C  neob- 
sahuje, a  jí  příslušnou  přímku,  která  rovněž  neobsahuje  bodu  O. 

Ze  však  také  libovolná  přímka  A,  bodem  C  jdoucí,  a  příslušná 
jí  přímka  h\  obsahující  tedy  C",  protínají  se  rovněž  na  r  v  ko- 
nečnu  nebo  v  nekonečnu,  seznáme,  když  si  zvolíme  dvě  přímky 
d,  e,  které  bodu  C  neobsahují,  a  odvodíme  příslušné  jim  přímky 
d\  ef.  Ježto  body  d.d\  e.e*  leží  na  r.  poznáváme  postupem 
právě  uvedeným,  že  i  h .  h'  na  r  leží. 

Takovou  souvislost  čili  sdruženost  útvarů  nazýváme  i  nyní 
polohou  affinní  čili  příbuznou,  daný  směr  5  nazýváme  opět  smě- 
rem affinity  a  danou  přímku  r  osou  affinity.  Je-li  směr  affinity 
kolmý  k  ose  její,  nazýváme  polohu  tu  orthogonálně  affinní;  útvary 
ty  rozeznáváme  v  pojmenování  tím  od  sebe,  že  jeden  označujeme 
jakožto  útvar  původní,  druhý  pak  jako  útvar  z  něho  odvozený* 
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Myslíme-li  si  danou  rovinu  vyplněnou  soustavu  rovinnou, 
útvary  k  jejím  prvkům  affinně  položené  budou  tvořiti  též 
soustavu  rovinnou,  v  téže  rovině  položenou ;  představujeme  si  tedy, 
že  rovina  daná  jest  dvakráte  pokryta  prvky  prostorovými; 
každý  bod  na  př.  můžeme  považovati  za  bod  útvaru  daného 
nebo  za  bod  útvaru  odvozeného.  Takové  dvě  soustavy  rovinné, 
které  leží  ve  společné  rovině,  nazýváme  soumístnými. 


Obr.  146. 


136.—  Obr.  146.  —  Že  poloha  dvou  sonmístných  soustav  rovin- 
ných -2*,  2U  právě  vylíčená  skutečně  je  možná  a  že  úplně  jest  určena, 
jakmile  si  vytkneme  osu  r  a  jeden  pár  A\  A'4  bodů  sobě  příslušných, 
o  tom  se  snadno  přesvědčíme  tím,  když  dokážeme,  že  libovolné 
dva  útvary,  v  téže  rovině  sobě  vyznačeným  způsobem  přiřaděnó, 
považovati  lze  za  průmět  parallelní  téhož  xitvaru,  v  některé  nové 
rovině  ležícího.  Nazveme  rovinu,  v  níž  obě  leží,  P  a  položme 
osou  affinity  r  libovolnou  rovinu  R,  která  však  nesplývá  s  P. 
Zvolíme-li  bod  A  libovolný  v  rovině  R  neležící  na  r,  můžeme  bod 
A*  považovati  za  průmět  bodu  A  ve  směru  AA*  a  bod  A"  za  průmět 
téhož  bodu  A  ve  směru  AAét.  Libovolnému  dalšímu  bodu  B1 
přiřaděný  bod  B"  ležeti  má  na  přímce  BtB,i\\AiAlt\  mimo  to 
přímce  ^'2?',  protínající  osu  r  v  bodě  Jí  a  procházející  bodem 
A\  příslušeti  má  přímka,  protínající  ji  v  tómže  bodě  R  na  r  a 
procházející  příslušným  bodem  A";  následkem  toho  bod  B"  jest 
úplně  určen  jakožto  průsečík  přímky  B4B"  s  přímkou  RA". 

Položíme   přímkou  B'B"    rovinu,    rovnoběžnou    s  rovinou 
A4A"A,   která   protne   přímku    RA   v  bodě  B   a   rovinu    ARA1 
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v  přímce  BBé  \\AA\  rovinu  AR  A"  v  přímce  BB"\\AA".  Jsou 
tedy  také  body  B\  B"  průměty  parallelními  téhož  bodu  B7  v  ro- 
vině R  ležícího.  Můžeme  proto  oba  útvary  -T*,  -I"  v  rovině  R 
vskutku  považovati  za  průměty  parallelní  téhož  útvaru  2  v  ro- 
vině R.  Jsou-li  tedy  v  R  přímky  p,  q  rovnoběžný,  pak  jsou  v  P 
přímky  p\  q'  a  taktéž  přímky  p",  q"  rovnoběžné. 

Z  toho  následuje  pak  bezprostředně: 

1.  Rovnoběžkám  útvaru  jednoho  Z*  příslušejí  rovnoběžky  útvaru 
druhého  2?é. 

2.  Poměr  rovnoběžných  úseček  útvaru  Z"  rovná  se  poměru 
příslušných  úseček  v  útvaru  -1'. 

3.  Tečně  křivky  útvaru  jednoho  náleií  tečna  křivky  příslušné 
v  útvaru  druhém,  a  rovněž  body  dotyčné  tečen  těch  polohou  affinní 
k  sobě  náležejí. 

Protínají-li  (obr.  149.)  přímky  AéAtl,  B'B"  osu  r  v  bodech  Rar 
resp,  Rp,  jsou  tyto  přímky  rovnoběžné  proťaty  přímkami  A'B\ 
A^B",  RaRft  ze  společného  bodu  vycházejícími,  následkem  čehož 
jest  (B&Rp)  =  (AARa),  to  jest: 

4.  Dělící  poměr,  jejž  osa  affinity  stanoví  na  úsečce,  určené 
libovolnými  dvěma  body  sdruženými,  jest  hodnotou  stálou ;  nazýváme 
ji  modulem  čili  charakteristikou  affinity. 

Následkem  toho  leží  v  poloze  affinní  buďto  veskrze  pří- 
slušné body  na  téže  straně  aneb  veskrze  na  různých  stranách 
osy  r\  přechod  od  jedné  souvislosti  k  druhé  sprostředkován  jest 
affinní  polohou,  v  níž  paprsky  affinity  jsou  stejnosměrný  s  osou 
affinity,  v  kterémžto  případě  charakteristika,  již  zde  značíme  d> 
rovná  se  +  1. 

Neboť  tu  jest  pro  lim  A "Ba  =  oo 

*=hmA*B;  =  lm  A"Ha  *       =lm  1FBL  +  1; 

tedy  konečně  4=1. 

Z  vět  v  132  vyslovených  plynou  na  základě  souvislosti 
útvaru  -2'  s  útvary  -?,  2"  věty: 

5.  Poměr  ploch  libovolných  obrazců  v  útvaru  24  rovná  se 
poměru  ploch  příslušných  obrazců  v  2". 

6.  Každá  homogenní  rovnice  algebraická  mezi  plochami  obrazců 
v  24  má  platnost  též  pro  plochy  příslušných  obrazců  v  -£". 

Je-li  směr  affinity  rovnoběžný  s  osou,  plochy  přísluš- 
ných obrazců  se  sobě  rovnají;  případ  ten  nastává  též,  když 
d  =  —  1 ;  o  pravdivosti  tohoto  tvrzení  lze  se  přímo  přesvědčiti 


-  199  — 

pro  trojúhelníky,  jejichž  jedna  strana  je  rovnoběžná  s  osou  r, 
druhá  se  směrem  affinity,  z  <£ehož  pak  dřívější  cestou  seznáme 
správnost  jeho  pro  libovolné  obrazce  sobě  přidružené. 

137.  V  obecném  případě  poměr  příslušných  ploch  ve  dvou 
soumístných  a  affinně  položených  soustavách  rovinných  rovná 
se  modulu  d. 

Obr.  149.  —  Abychom  to  seznali,  mysleme  si  v  y  troj- 
úhelník A'B'A'U  jehož  jedna  strana  B'A\  jest  stejnosměrná 
s  osou  r,  druhá  strana  A'A\  stejnosměrná  se  směrem  příbuznosti, 
kdežto  třetí  strana  je  libovolná.  V  příslušném  trojúhelníku 
A"B"A"X  jest  tudíž  B'A'\  \\B'A\  ||r,  kdežto  strana  A"A"X  leží 
na  přímce  A*A\.  Patrně  jest 

±A'B%A\   _  AkA\ 
&A"B"A\  ~  A"A'\ 

Ale  poněvadž,  značí-li  opět  Ra  průsek  přímky  A  A" 
s  osou  r,  jest 

A>A\  _A"A"Í 


a  tedy 


proto  jest 


A'Ra  ~  A,lRa 


=  o. 


&A"BUA'\ 

Relaci  tu  beze  všeho  lze  zevšeobecniti  nejprv  pro  libovolné 
trojúhelníky  sobě  příslušné  o  základnách  rovnoběžných  k  r,  dále 
pro  příslušné  sobě  trojúhelníky  vůbec  a  koneěně  pro  libovolné 
plochy  affinně   sobě  příslušící  postupem   obdobným  jako  dříve. 

Považujeme-li  obrazce  A'»  A"  v  soustavách  soumístných 
2*,  2"  za  parallelní  průměty  ve  směrech  Zn  l2  obrazce  A  ná- 
ležejícího útvaru  2,  jenž  jest  v  rovině  R  obsažen,  a  znafiíme-li 
L,  rovinu  osou  r  rovnoběžně  k  Z,  položenou,  L2  rovinu  osou  r 

rovnoběžně   k  i2  položenou,  pak  jest  ^  =  ,RpL  .     (134) 

a  tedy 

^.(=(PRL,),         A.  =  (PRL,), 

tak  že 

(PRL.)  _  A' 

(PRL,)  —  A"  ~~   ' 
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138.  Případ,  kdy  S  =  —  1  se  vyznačuje  před  ostatními  tím, 
že  bodu  přísluší  týž  bod,  ať  již  jej, považujeme  za  bod  útvaru  Z4 
nebo  za  bod  útvaru  2". 
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Obr.  148. 


Obr.  147.  —  Je-li  směr  affinity  rovnoběžný  s  osou  aífinity  rt 
pak  veškeré  dvojice  příslušných  bodů,  které  leží  na  přímce  rovno- 
běžné s  osou  affinity,  omezují  úsečky  stejně  dlouhé.  Jsou-li  na  př. 
A* A",  B'B"  dvě  takové  dvojice  a  vytkneme-li  si  na  r  libovolný 
bod  AQy  pak  přímce  A'A0  přísluší  přímka  A"A01  rovnoběžce  B'B0 
ku  A'Aq  přísluší  přímka  B"B0  rovnoběžná  ku  A4iA^  a  poněvadž 
trojúhelníky  #fi"£0,   A'A"A0  jsou  shodné,  proto  B*B"  =  A' A". 

Dále  plyne: 

Promítneme-li  danou  úsečku  A! A"  *  koncových  bodů  A01  B0 
úsečky  k  ní  stejnosměrné  na  libovolnou  přímku  k  oběma  rovněž  stejno- 
směrnou a  v  jejich  rovině  obsazenou,  průměty  její  QC",  0'D"  se 
sobě  rovnají. 

Obr.  148.  —  Koncové  body  C",  C",  resp.  D\  D"  těchto  úseček 
jsou  totiž  sobě  příslušné  body  v  affinní  poloze,  v  níž  přímka 
^o^o  Jes*  osou  a  zároveň  směrem  affinity. 


Různé  určení  polohy  affinní  v  rovině. 

139.  Poloha  affinní   v  rovině  je  tedy  úplně  určena: 

1.  Když  si  vytkneme  osu  affinity  r  a  dva  sobě  přidružené 
body  A\  A". 

Neboť  tu  lze  sestrojiti  ke  každému  bodu  příslušný  bod  a  ke 
každé  přímce  příslušnou  přímku. 

Obr.  1 49.  —  Abychom  k  danému  bodu  B*  sestrojili  bod  2ř", 
vedeme  dle  výkladu  právě  podaného  bodem  B4  stejnosměrku 
k  A!  A",  čímž  obdržíme  jednu  přímku,  na  níž  bod  B"  bude  ležeti. 
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» 

Dále  spojme  A*  s  2?'  přímkou  protínající  osu  r  v  bodě  R.  Přímka 
sdružená  ku  přímce  A4Bé  jest  RA"9  jež  seče  zmíněnou  stejno- 
směrku  v  hledaném  bodě  JB". 


Obr.  149. 

Máme-li  stanoviti  ku  přímce  p'  příslušnou  přímku  jp",  vy- 
tkneme si  na  ní  libovolný  bod  C,  sestrojíme  příslušný  bod  C", 
a  přímka  p"  spojuje  pak  bod  C"  s  bodem  p'.r.  Anebo  bodem  A' 
vedeme  p\  || p',  pak  jest  pé\  spojnicí  bodu  A"  s  bodem  p\.r 
a  přímka  p"  je  rovnoběžka,  bodem  p*  .r  ku  p'\  vedená. 


Obr.  151. 

Obdobně  jsme  mohli  naopak  z  bodu  B"  a  přímky  p"  od- 
voditi bod  B*  a  přímku  p'. 

2.  Dvěma  dvojicemi  příslušných  přimele  p'p",  q'q". 

Obr.  150.  —  Přímka  r,  která  spojuje  body  p' .  p",  q' .  q", 
jest  tu  osou  affinity,  a  body  A'  =  p  . q',  A"=zp".q"  tvoří  dvojici 
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příslušných  k  sobě  bodů,  čímž  je  určení  afíinní  polohy  na  případ 
prve  uvažovaný  převedeno.  Určení  by  nebylo  úplné,  kdyby  bylo 
P'||2'>  což  by  vyžadovalo,  aby  též  bylo  p"\\q44. 

3.  Dvojicí  příslušných  k  sobě  přímek  p'p"  a  dvojicí  příslušných 
k  sobě  bodá  A'A". 

Obr.  151.  —  Tu  jde  jenom  ještě  o  vyšetření  osy  r,  pročež 
vedeme  bodem  A4  přímku  q4  \\p4  a  bodem  A"  přímku  q"  ||p",  tím 
obdržíme  v  přímkách  q\  q"  další  dvojici  příslušných  k  sobě 
přímek,  takže  osa  r  spojuje  bod  p*  .p"  s  bodem  g'.g". 

4.  Třemi  dvojicemi  příslušných  k  sobě  bodů  A'A'\  B'B'\  C4C 
Obr.  152.  -    To  předpokládá    arci,    že  A'A"\\  B'B"  || j  CC". 

V  případě  tomto  stanovme  affinní  polohu  dvěma  dvojicemi  pří- 
slušných přímek  AkC\  A"C"  a  B'C\  B"C,  čímž  CC  podává 
již  směr  affinity,  a  přímka,  spojující  body  A'C .  A"C,  B'C'.B"C, 
osu  její  jako  v  případě  1.;  ale  pak  již  samo  sebou  náleží  k  bodu 
A4  bod  A4\  k  bodu  B4  bod  B"  a  ku  přímce  A'B4  přímka  A44B"\ 
proto  se  protínají  A4B4  a  A44BU  též  na  ose  affinity  (63). 


Obr.  162. 

5.  Dvojicí  příslušných  si  přímek  p\  p",  směrem  a  modidem. 

Když  jest  p4  =p"  =  r,  pak  ovšem  jest  r  osou  affinity, 
a  affinní  poloha  jest  tím  beze  všeho  stanovena;  ale  když  přímky 
p\  p"  nesplývají,  protneme  je  libovolnou  přímkou,  ve  směru  affi- 
nity vedenou  v  bodech  Z',  V\  a  sestrojíme  bod  L  tak,  aby 
(L'L"Lq)  =  #,  a  tu  jest  patrně  přímka  r  spojující  bod  p* .  p4t  s  L$ 
osou  affinity,  v  níž  si  body  L',  L"  a  tedy  i  dané  přímky  p\  péi 
přislušejí  a  jejímž  modulem  jest  patrně  d.  Naopak  můžeme  tvrditi: 
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6.  Přiřaďujeme-li  dvě  pole  bodová  2*,  2"  v  téže  rovině  pomoci 
dvou  v  ní  ležících  přímek  p\  p"  tak  k  sobě,  že  spojnice  příslušných 
sobě  bodů  R\  R'  mají  stálý  směr  a  protínají  dané  přímky  p,  q 
v   bodech  P'?,   P^   tak,    že    úsečky  PqIV,  P^R"   jsou   v   stálém 

P  R 

poměru  S  =      *  p„  ,  pak  jsou  pole   ta  v  affinní  poloze ;   v  ní  též 

přímky  p\  p"  sobě  příslušejí. 

Neboť  sestrojme  Da  úsečce  PyP"?  bod  P?  tak,  aby 
(PqP^Pq)  =  d  a  spojme  body  p1  .p*\  P?  přímkou  r.  Máme  ná- 
sledkem této  konstrukce  na  přímce  RR"  úsečky,  dávající  relace 
P^R=d.P"^R\  PeP^  =  d.P^P^.  Sečteme-li  tyto  rovnosti,  ob- 
držíme P<*R  =  Č  .  P^R",  tak  že  body  fí\  R'  sobě  příslušejí 
v  affinní  poloze  daného  směru  a  daného  modulu  <?,  mající  přímku 
r  za  osu. 

140.  Jsou4i  v  rovině  dva  útvary  2",  2'"  v  poloze  affinní 
s  útvarem  třetím  2'  vzhledem  k  téže  přímce  r  jakožto  ose  affinity, 
pak  jsou  též  mezi  sebou  v  poloze  affinní  pro  touž  přímku  jakožto 
osu  affinity. 

Položíme-li  totiž  přímkou  r  libovolnou  rovinu  R,  lze  v  ní 
vytknouti  útvar  2:  tak,  aby  se  promítal  v  libovolnou  dvojici 
útvarů  affinně  položených  v  dané  rovině  P,  tedy  v  2',  2",  ale 
také  v  2',  2'";  následkem  toho  jsou  též  2",  2"'  parallelními 
průměty  téhož  útvaru  2\ 

Můžeme  větu  tu  vysloviti  se  zřetelem  na  97  obecně  takto : 

Je-li  v  rovině  řada  útvarů  2',  2", ...  v  affinní  poloze  s  útvarem 
2*  vzhledem  k  jediné  ose  affinity,  libovolná  dvojice  těchto  útvarů 
jest  v  poloze  affinní  vzhledem  k  téže  ose  affinity. 

Body  A*  A", . . .  útvarů  těch,  které  témuž  bodu  Ak  v  2'- 
jsou  takto  přidruženy,  tvoří  soustavu  bodů,  která  je  v  poloze 
podobné  se  soustavou  bodů  B\  B",  . . .  každému  jinému  bodu  Bl 
útvaru  2*  přináležející ;  paprsky  podobnosti  pro  dvě  takové  sou- 
stavy podobné  jsou  příslušné  k  sobě  přímky  v  útvarech  2',  2", 
2'"  ...  a  střed  podobnosti  těchto  dvou  soustav  jest  společný 
bod  přímek  řečených  ležící  na  ose  r;  osa  příbuznosti  jest  spo- 
lečným paprskem  podobnosti  v  každé  dvojici  takových  soustav 
podobných. 
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0  stejných  úhlech  a  úsečkách  affinně  položených. 

141.  Jsou-li  dvě  soustavy  rovinné  v  poloze  affinní,  tehdy 
obecně  úhlu  soustavy  jedné  libovolnému  náleží  v  soustavě 
druhé  úhel  od  něho  různý,  ale  vždy  můžeme  vytknouti  v  jedné 
soustavě  dva  směry  přímek  k  sobě  kolmých,  tak  aby  příslu- 
šející k  nim  přímky  rovněž  byly  k  sobě  kolmé,  což  seznáme 
řešením  této  úlohy. 

Sestrojiti  jest  pro  dva  útvary  v  téie  rovině  afjinni  položené 
příslušné  sobě  dva  pravé  úhly,  jejichž  vrcholy  jsou  dvojicí  sdrté- 
zených  bodů  N'N"  dány. 


Obr.  153. 

Obr.  153.  —  Položíme  body  N\  AT"  kružnici  s,  která  má  svůj 
střed  S  na  ose  affinity  r.  Střed  tento  obdržíme,  když  osu  r  pro- 
tneme symmetrálou  h  bodů  N%  AT".  Kružnice  ta  nechť  protne  r 
v  bodech  P,  Q;  přímce  p'  =  PK'  přísluší  tu  přímka  p"  —  PN'\ 
přímce  q'=  QN'  přímka  q"=  QN'\  a  vskutku  jest  p'±q\  p4i  ±  q". 

142.  Výsledek  ten  lze  zevšeobecniti;  možno  totiž  sestrojiti 
v  útvaru  -1"  úhel  libovolné  velikosti  qp,  mající  svůj  vrchol  v  libo- 
volném bodě  útvaru  toho  tak,  aby  se  rovnal  příslušnému  jemu 
úhlu  v  útvaru  -2*;  neboť  vskutku  lze  řešiti  tuto  úlohu: 

V  útvaru  -i*  mají  se  vésti  bodem  N'  přímky  p\  q'  uzavírající 
úhel  cp  tak.  aby  příslušné  jim  přímky  p'\  q"  v  2"  uzavíraly  týž  úhel. 

Žádáme  tedy,  aby  byl  <  p"q"  =  <  p4q*  =  qp.  Uvažujme 
nejprve  případ,  v  němž  daný  smysl  má  býti  pro  oba  úhly  týž. 
Pak  v  každém  případě  lze  body  P  =  p'.p'\  Q  =  q'.q'\  N'/N" 
položiti  kružnici  s.  Leží-li  body  A',  A'"  na  téže  straně  osy 
affinity  r,  jest  též  <  PN'Q  =  <  PN"Q,  kdežto  leží-li  body  ty 
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na  různých  stranách  osy  r,  úhly  ty  vyplňují  se  na  úhel  přímý. 
Jedná  se  zde  o  kružnici  s. 

Kružnice  ta  seče  r  rovněž  v  úhlu  g>  příslušného  smyslu  r 
t.  j.  položíme-li  tečnu  k  ní  t  v  bodě  P,  jest  i  co  do  smyslu 
též  <tr  =  <p'q'  =  q>. 

Obr.  154.  —  Víme,  že  všechny  kružnice,  které  protínají  r 
v  témž  úhlu  g>,  tvoří  pole  kruhové.  Musí  tudíž  s  náležeti  tomuto 
poli  a  musí  mimo  to  míti  svůj  střed  na  symmetrále  h  bodů 
R\  N".  Kružnice  řečeného  pole,  jež  mají  střed  na  A,  tvoří 
řadu  kruhovou  (s),  mající  svůj  střed  v  bodě  S  =  A.r. 


/ 
/ 

/ 
/ 

i 
i 


;  — r-v--     ^ 

'» /  /     \ 


Obr.  154. 

Tím  jest  úloha  naše  převedena  na  úlohu  známou: 

V  řadě  kruhové  sestrojiti  kružnice  daným  bodem  N'  pro- 
cházející (51). 

Kružnice  ty  ovšem  budou  obsahovati  také  JV".  Jsou  dvě 
takové  kružnice  s,  s,  možné,  a  proto  procházejí  každým  bodem 
Né  dvě  dvojice  přímek  žádaných.  Máme  tedy  tuto  konstrukci 
kružnic  s,  sv 

Libovolným  bodem  L  na  r  vedeme  přímku,  uzavírající  s  r 
úhel  qr  jednoho  nebo  druhého  smyslu  možného  a  spustíme  k  ní 
kolmici  v  L,  která  nechť  protne  h  v  bodě  00,  kolem  něhož 
opíšeme  kružnici  sn  poloměru  00L.  Kružnicí  s0  a  středem  & 
jest  řada  (s)  stanovena.     Seče-li  SNé  kružnici  sQ   v  bodech  Nlr 
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• 

Nq9  pak  rovnoběžky  k  ^O0,  N%00  bodem  N*  vedené  protínají 
h  ve  středech  0,  Ol  hledaných  kružnic,  které  procházejíce  body 
JV',  N"  jsou  již  stanoveny.  Seče-li  r  první  z  nich  v  bodech  P, 
Q  druhou  v  bodech  P„  #„  jest  p'  =  PiV',  q'  =  #/V,  p"  =  PX", 
•q"  =  #y",  kdežto  přímky  P,^',  &2V'  určují  druhý  úhel  úloze 
vyhovující,  jemuž  přísluší  úhel,  uzavřený  přímkami  PXN4\  Q^". 

Aby  však  příslušné  si  úhly,  rovnající  se  g>,  měly  smysl 
•opačný,  odvodili  bychom  k  útvaru  2V'  útvar  -T"'  souměrně  polo- 
žený a  provedli  uvedenou  konstrukci  na  útvarech  24\  -i'"  a  pak 
k  úhlům,  jež  bychom  takto  v  -l""'  obdrželi,  sestrojili  bychom  úhly 
vzhledem  k  r  souměrně  položené. 

O  jiných  vztazích  úhlu  v  affianích  polohách  pojednáno 
bude  později. 

143.  Mysleme  si  nyní,  že  body  N\  N"  leží  na  téže  straně 
osy  r,  kružnice  s  že  se  mění  tak,  že  body  P,  Q  bez  ustání  se  sobě 
přibližují,  až  stanou  se  nekonečně  blízkými,  když  totiž  příslušná 
kružnice  se  dotýká  osy  r.  Pak  obdržíme  v  JT  úhel  jp'g'  neko- 
nečně malý,  jemuž  přísluší  v  J51"  též  nekonečně  malý  úhel  jp"g", 
který  se  mu  velikostí  rovná.  Leží-li  body  N1,  N"  po  různých 
stranách  osy  r,  mysleme  si  k  útvaru  2?'  útvar  2?"  vzhledem 
ku  r  souměrně  položený,  pak  jsou  útvary  -!\  2?"  též  affinne 
položeny  majíce  zase  r  za  osu  affinity  a  libovolnému  úhlu  v  2* 
odpovídají  v  2?'  a  2?"  úhly  stejné  velikosti  ale  opačných 
smyslů.  Tedy  můžeme  vysloviti  větu : 

V  affinní  poloze  útvarů,  Jf',  2"'  lze  každým  bodem  útvaru  2* 
jakožto  vrcholem  klásti  dva  nekonečně  malé  úhly^  k  nimž  v  2"  pri- 
slušejí  úhly  stejné  a  to  smyslu  stejného  nebo  smyslů  opačných  dle 
tohoy  je-li  modul  affinní  polohy  kladný  neb  záporný. 

Obr.  155.  —  Body  N\  N"  v  případě  prvém  lze  totiž  polo- 
žiti dvě  kružnice  sa,  s^  jež  se  přímky  r  dotýkají.  Značí-li  2Vr0 
bod  r.N4N"  a  F,.  Ftl  body  dotyku  kružnic  těch  s  r,  jest  patrně 
Ňjě\  =  Fjf*Q  =l^^iV^7^  z  kteréžto  relace  body  ty  známým 
způsobem  sestrojiti  lze.  Poněvadž  má  platnost  pro  tečnu  N0T, 
vedenou  z  N9  k  libovolné  kružnici  s,  obsahující  body  AT',  N" 
též  relace  N~J*  =  Ň^j'  ."Ň^Ň",  plyne  z  toho,  že  libovolná 
z  kružnic  s  protíná  kružnici  f  nad  průměrem  FAFq  orthogonálně. 
Jsou  tudíž  body  P,  Q,  v  nichž  libovolná  z  kružnic  s  osu  r  seče, 
body  Fti  Fq  harmonicky  odděleny  (125).  V  případě  druhém  nahra- 
díme bod  N"  bodem  N"'.  Je-li  střed  S  kružnice  s  na  ose  r, 
určuje  tato  kružnice   příslušné   pravé  úhly  v   útvarech  affinně 
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položených,  a  pak  přímky  PN\   QN'  půlí  úhly  přímek  F,N\ 
Fi2N\  a  přímky  PN",  QN"  půlí  úhly  přímek  F^",  FqN". 

144.  —  Obr.  153.  —  V  útvarech  affinně  položených  -2",  2"  vy- 
skytují se  nejen  stejné  úhly  příslušné,  ale  též  stejné  k  sobě  pří- 
slušné úsečky.  Je-li  S  středem  kružnice,  na  ose  affinity  ležící, 
která  prochází  dvojicí  k  sobě  příslušných  bodů  2VW,  pak  patrně 
přímky  rí  =  SN'9  rié  =  SN"  a  přímky  k  nim  rovnoběžné  mají 
tu  vlastnost,  že  na  nich  k  sobě  příslušejí  úsečky  stejných  délek. 
Uzavírají-li  přímky  ty  s  osou  affinity  úhly  «',  resp.  a",  a  je-li 
N0  průsek  přímky  N'N"  s  osou  affinity,  pak  má  platnost  úměra 

A  SN'N0  :  A  SN"N0  =  sin  a!  :  sin  a". 

Poněvadž  obsahy  příslušných  ploch  v  útvarech  affinně  po- 
ložených jsou.  v  stálém  poměru,  plyne  z  toho,  že  hodnota  toho 

sin  ct* 
poměru  jest  — — -;  ale  o  poměru  příslušných  k  sobě  ploch  víme, 

že  se  rovná  modulu  affinity  d.  Jest  proto  i  smyslem  #  =  (nW). 


/r  i 


/  ! 

/ 


/  i 

/ 


Obr.  155. 

Máme  tedy  mimo  přímky  stejnosměrné  s  osou  affinity  ještě 
přímky  druhého  směru  té  vlastnosti,  že  úsečkám  na  nich  ležícím 
příslušejí  úsečky  stejných  délek.  Dále  je  patrno,  že  jak  v  útvaru 
-£',  tak  i  v  útvaru  2"  každé  rameno  pravého  úhlu,  jemuž 
v  útvaru  affinním  náleží  opět  úhel  pravý,  uzavírá  s  přímkami 
zmíněných  vlastností  stejné  úhly. 

145.  Úloha.  Vyhledejme  obecně  tahové  úsečky  v  affinnt  poloze 
k  sobě  náležející,  jejichí  délky  určují  daný  poměr  l. 

Obr.  156.  — -  Víme,  že  v  rovině  místem  bodů,  jejichž  vzdá- 
lenosti ode  dvou  pevných  bodů  H^  2/2  mají  poměr  stálé  hod- 
noty A,  jest  kružnice,  která  dělí  úsečku  17, /f*  uvnitř  i  vně 
v  poměru  tomto  (128). 
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Abychom  tedy  úlohu  vytčenou  rozřešili,  rozdělme  úsečkur 
určenou  dvojicí  sdružených  bodů  A' A"  body  C,  D  vnitř  a  vné 
v  poměru  *.  Protíná-li  kružnice  u  nad  průměrem  CD  osu  affinity 
v  bodech  J5Tlf  H„  pak  jest  A'H,  :  A"H,  =  *,  A'H2  :  A"H„  —  JL 


Obr.  156. 


Tedy  úsečkám  rovnoběžným  buď  s  h\=AéHx  nebo  s  A'2=-á'iř* 
príslušejí  affinně  úsečky,  určující  s  nimi  poměr  L  Ježto  Č7,  Z> 
jsou  harmonické  k  A\  A'\  proto  každá  kružnice,  procházející  body 
A\  A",  a  tedy  i  kružnice  a,  jejíž  střed  S  leží  na  ose  affinity  rf 
protíná  kružnici  u  orthogonálně ;  následkem  toho  jsou  koncové 
body  každého  průměru  jedné  z  kružnic  těch  harmonické  k  jeho 
průsečným  bodům  s  kružnicí  druhou  (125).  Proto  jsou  body 
X,  F,  v  nichž  a  protíná  osu  affinity,  harmonické  k  bodům 
Hl9  Hq  a  také  přímky  <á'27j,  A4H^  harmonickými  k  přímkám  A'X% 
A'Y.  Z  toho  je  patrno,  že  přímky  A4Hl%  A'H^  jsou  souměrně 
položeny  vzhledem  k  A'X  a  A'Y\  rovněž  tak  A"Hl9  A"H± 
vzhledem  k  A"X  a  A"Y.  Pro  l  =  1  kružnice  u  se  rozpadá 
a  přechází  z  části  v  přímku  uff  s  S  na  A' A"  kolmo  spuštěnou; 
bod  C  přechází  do  středu  úsečky  -á'-á",  kdežto  D  uniká  do  ne- 
konečna; dále  jest  h\  =  A'S,  kdežto  přímka  A'a  jest  stejnosměrná 
s  osou  affinity;  je-li  poměr  ii<la  ubývá- li  stále  hodnoty  jeho, 
pak  body  C  a  D  se  blíží  bodu  A\  a  body  Hlt  H*  blíží  se  ústa- 
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vičně  jednomu  z  průsečných  bodů  X,  Y  kružnice  a  s  osou 
affinity  r.  Označme  bod  ten  X.  Konečně  splynou  tedy  body 
Hx,  B%  v  X.    Příslušná  kružnice  u  přechází   v  u$.  dotýkajíc  se 

A'X 
v  bodě  X  osy  r.  Jest  tedy  X  =  ~~a«y  niinimální  poměr,  jejž  pří- 
slušné dvě  úsečky  mohou  tvořiti ;  nebof  pro  menší  ještě  X  příslušná 
kružnice  osu  r  již  neprotíná.  Je-li  X  >  1,  pak  se  bod  C  vzdaluje 
od  středu  úsečky  A' A"  a  blíží  se  k  A";  bod  D  leží  s  ním  na 
druhé  straně  od  A"  a  blíží  se  zároveň  bodu  A".  Body  Hl,Hi 
blíží   se  tedy  takto   ustavičně   bodu  Y,  až   v  něm   splynou  pro 

AěY 
maximální  hodnotu  X  =  -777^;    příslušná   kružnice   u  přechází 

v  uni  dotýkajíc  se  v  bodě  Y  osy  r.  Bylo- li  by  X  ještě  větší,  pak 
by  příslušná  kružnice  r  již  neprotínala. 

Můžeme  tedy  vysloviti  větu: 

Otáčí-li  se  přímka  v  jedné  ze  dvou  rovinných  soustav  affinně 
položených  kolem  daného  bodu,  tu  poměr  X  jí  příslušný  ustavičně 
roste  anebo  ho  ubývá  až  k  oné  poloze,  kdy  splývá  s  jedním 
ramenem  pravého  úhlu%  jemui  affinně  přísluší  opět  úhel  pravý,  kde 
dostupuje  maxima  anebo  minima,  odtud  poměru  X  ubývá,  resp.  při- 
bývá ustavičně  až  k  oné  poloze,  kdy  splývá  s  ramenem  druhým  úhlu 
toho ;  pro  polohy  souměrné  k  ramenům  těm  nabývá  X  stejných  hodnot 
a  pro  dvě  z  takovýchto  souměrných  poloh,  z  nichž  jedna  jest  rovno- 
běžná s  osou  r,  jest  X  =  1 . 

Sestrojme  ještě  směry  příslušných  si  úseček  pro  zvláštní 
hodnoty  poměru  X.  Rovná-li  se  X  modulu  affinity  d,  jde  o  to> 
aby  na  r  vyhledal  se  bod  i/rf  tak,  aby 


A'H*  _  A'A0  _ 
Aruó-A"A,-   ' 

značí- li  A9  průsečík  přímky  A! A"  s  osou  r.  Pak  příslušná 
kružnice  u  má  bod  A^  a  bod  Có  s  ním  k  bodům  A',  A"  har- 
monický za  koncové  body  jednoho  průměru,  a  trojúhelník  A0HtC<t 
přiflif  jest  pravoúhlý.  Myslíme-li  si  body  A0,  Ců,  A\  A"  s  bodem 
Hd  spojeny,  obdržíme  čtyři  přímky,  z  nichž  HdA4,  HdA1*  oddělují 
HáA0  =  r,  HéCd  harmonicky,  a  ježto  poslední  dvě  přímky 
jsou  k  sobě  kolmé,  proto  půlí  úhly  uzavřené  prvními  dvěma; 
následkem  toho  jsou  přímky  HdA',  HtA"  souměrně  položeny 
vzhledem  k  r.  Značí-li  tedy  A4"  bod  k  A4  souměrně  položený 
vzhledem  k  r,  pak  jest  přímka  At4iAu  totožná  s  A"Hů. 

J.  8obotka:  Deakriptivní  geometrie.  14 
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146.  Mezi  kružnicemi  u  znamenáme  při  kladném  modulu  d 
také  kružnici/,  která  má  svůj  střed  v  bodě  A0  a  seče  kružnici  a 
orthogonálně ;  kružnice  ta  protíná  r  v  bodech  Ft,  jP2,  a  tu  víme 
(143),  že  k  nekonečně  malému  úhlu,  jehož  jedno  rameno  jest 
A'F1%  resp.  A'F%,  náleží  polohou  affinní  nekonečně  malý,  ale  stejný 
úhel  A"Fti  resp.  A"FV  Nazveme-li  tudíž  F\.  F\  dva  body  na  r, 
z  nichž  jeden  jest  nekonečně  blízký  bodu  Fu  druhý  bodu  F%, 
pak  jest  (137),  ježto 

<FtA'F\=z<FíA'Fmí, 
&A'F,F\   _  A*FX     A'F\   _  . 


Nyní  jest 


^AMFtF\  ~  A"Fi  9  A"F\ 

A'F 
A"F  ' 


blíží -li  se  F\  ustavičné  bodu  F,  pak  v  mezích  jest 

;•     Á'F^  —  AtF* 
im  A"F\  ~  A"FX 

a  tedy  l2  =  <*,  tak  že  poměr  úseček  s  A'FX  aneb  s  A'F%  stejno- 
směrných k  úsečkám  příslušným  jest  \d.  To  nás  vede  k  zajímavé 
vlastnosti  harmonické  skupiny  bodové.  Jsou-li  totiž  na  libo- 
volné přímce  body  C9,  Dq>  harmonické  k  bodům  A\  Aé\  pak 
můžeme  středem  A0  kružnice  /,  mající  C<pD9  za  průměr,  položiti 
přímku  r  libovolnou,  již  považujeme  za  osu  affinní  polohy,  v  níž 
tvoří  A\  A'*  dvojici  sobě  příslušných  bodů  a  jejíž  modul  jest 
<*  =  (A4A4'AQ),  pak  jest  poměr  vzdáleností  libovolného  bodu  na 
/  od  Aé  a  A"  patrně  X  =  \fd.  Máme  tudíž  doplněk  věty  128 : 

Místem  bodůy  jejichž  vzdálenosti  ode  dvou  pevných  bodů  jsou 
v  stálém  poměru  l,  jest  kružnice,  jejíž  střed,  ležící  na  spojnici  pevných 
bodů,  má  od  pevných  bodů  vzdálenosti,  jejichž  poměr  rovná  se  X*. 

.  147.  Větu  právě  vyslovenou  lze  přímo  dokázati. 
Obr.  157.  —  Opišme  nad  AB  jakožto  průměrem  kružnici  m, 
středu  M,  nad  Cli  jakožto  průměrem  kružnici  n  středu  N  a  spojme 
společný  bod  P  obou  kružnic  s  body  A,  B,  C,  D\  tím  obdržíme 
čtyři  přímky  harmonické;  poněvadž  jest  AP  J_  BP,  proto  přímky 
tyto  půlí  úhly  přímek  PC,  PD  a  naopak,  poněvadž  též  CP  ±  DP, 
proto  půlí  též  CP,  DP  úhly  přímek  AP,  BP,  tak  že  přímky 
dvojice  jedné  uzavírají  s  přímkami  dvojice  druhé  úhly  rovnající 
se  polovině  pravého.  Vedeme-li  v  m  průměr  MXM(1,  xn  průměr  A",  A7a 
kolmý  ku  přímce  p,  na  níž  dané  body  leží,  přímky  PA*  PB  pro- 
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cházejí  body  N„  N,  a  přímky  PD,  PC  body  Jf„  M9.    Budiž 


Obr.  167. 


Pro  d  obdržíme  tu  po  sobě  hodnoty 


H_NA_  &NAP  _  APsinN^P  _AP    N%P 
~  NB~  aNBP  —  BPsin  PtfqNl  ~  BP  '  PNt' 

Poněvadž  jest  (128)  pro  každý  bod  na  n  poměr  vzdáleností 
od  A  a  B  roven  *,  proto  jest  vzhledem  k  podobnosti  trojúhelníků 
EXPN2.  APB  dále 

Tp 

d  =  k.1tL  čili  d  =  l\ 

PB 


Parallelnf  průměty  kružnice ;  některé  konstrukce  a  vlastnosti  ellipsy. 

148.  Řez  válce  rotačního  libovolnou  rovinou  nazýváme  ellipsou. 

Je-li  rovina  sečná  R  normální  k  ose  o  válce,  ellipsa  pře- 
chází v  kružnici,  je-li  stejnosměrná  s  osou,  ellipsa  rozpadá  se 
ve  dvě  přímky  povrchové. 

Obr.  158.  —  Uvažujme  řez  u  rovinou  R  libovolně  k  ose 
nakloněnou.  Osou  o  položme  rovinu  Pí  kolmou  kRa  považujme 
ji  za  průmětnu.  Ta  protne  válec  ve  dvou  přímkách  povrcho- 
vých a,  6,  majících  od  osy  o  vzdálenost  rovnou  poloměru  válce 
a  rovinu  B  v  přímce  AB,  protínající  a  v  bodě  A,  b  v  bodě  B. 
Poněvadž  jak   válec  tak  rovina  R  jsou  vzhledem  ku  průmětně 

14* 
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souměrné,  nazýváme  AB  osou  ellipsy  a  body  koncové  její  A7  B 
vrcholy  ellipsy,  Ellipsa  se  promítá  do  přímky  AB.  Budiž  S 
průsek  přímky  AB  s  osou  o.  Opišme  v  průmětně  kružnici  v 
kolem  S,  jdoucí  body  A,  B ;  protněme  kružnici  tu  osou  o  v  bo- 
dech 2T,,  K%  a  veďme  k  ní  v  těchto  bodech  tečny.  První  z  nich 


Obr.  168. 


nechť  protne  přímky  a,  6  v  bodech  Al%  resp.  Bx%  druhá  v  bodech 
A%,  resp.  Bv  a  konečně  spusťme  s  bodů  Kv  K%  kolmice  na  ABy 
jichž  paty  označíme  Flf  resp.  F%. 

Pravoúhlé  trojúhelníky  KXAXA,  KXFXA  jsou  souměrně  po- 
loženy, poněvadž  <-412ST1-<4=  —  <iFxKxA\  oba  úhly  jsou  obvo- 


—  213  — 

dovými  v  kružnici  v  nad  oblouky  stejnými  KXA,  Alf  značí-li 
1  průsek  přímky  KXFX  s  v.  Jest  tedy  bod  Kx  od  přímek  a,  6, 
AB  stejně  vzdálen.  Rovněž  tak  shledáváme,  že  bod  K%  jest  od 
přímek  těch  stejně  vzdálen.  Následkem  toho  kružnice  lx  nad 
průměrem  AlBl  dotýká  se  osy  ellipsy  v  bodě  Ft,  kružnice  l% 
nad  průměrem  A%B%  dotýká  se  jí  v  bodě  F%.  Otočíme-li  nyní 
a,  6,  Zlf  Zt   kolem   osy  o,    vytvořují    přímky   a,  6   válec,   kruž- 


Obr.  159. 


nice  Z,  kouli  Kn  dotýkající  se  válce  podél  kružnice  kt,  již  vy- 
tvoří body  Al%  Bv  a  kružnice  Za  kouli  Kt,  dotýkající  se  válce 
podél  kružnice  i9,  vytvořené  body  -áa,  JBa.  Rovina  R,  majíc  od 
středů  JEP  JE,  těchto  koulí  vzdálenosti,  rovnající  se  jejich  polo- 
měru, dotýká  se  prvé  v  bodě  Fx,  druhé  v  bodě  Ft.  Body  ty  na- 
zýváme ohnisky  ellipsy  u. 
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Obr.  158.  a  159.  —  Zvolme  libovolný  bod  Pnaua  veďme 
jím  přímku  povrchovou  na  válci,  která  nechť  protne  kt  v  bodě  P, 
a  h%  v  bodě  P,.  Přímky  PP^  PFX  jsou  dvě  tečny  koule  Kn  z  bodu 
P  vedené;  proto  se  délky  jejich  rovnají.  Rovněž  tak  rovnají  se 
délky  tečen  PP,,  PF2  z  bodu  P  ke  kouli  K,  vedených. 

Jest  tedv        

FlP=P1P%      F\P  =  PP%; 

následkem  toho  jest 

Y?+Fj=P\P%. 

Ježto  vgak  jest  dále  PXP%  =  KXK„  a  průměry  KXK%%  AB 
kružnice  v  se  sobě  rovnají,  proto  jest  též 

F\P+Í\P=AB. 
Tedy: 

EUipsa  má  tu  vlastnost,  íe  součet  vzdáleností  jejich  bodů  od 
dvou  pevných  bodů  jest  stálý. 

Vzdálenost  kteréhokoliv  bodu  od  ohniska  nazýváme  prů- 
vodičem  jeho.  Pevné  body  jsou  ohniska,  přímka  je  spojující 
jest  osou  hlavní  ellipsy,  a  součet  stálý  rovná  se,  jak  jsme  seznali, 
délce  osy  hlavní;  délku  tu  značíme  2a. 

149.  Tím  dospíváme  ke  konstrukci  bodů  ellipsy,  když  dána 
jest  osa  hlavní  AB  =  2a  a  ohniska  F,,  F9. 
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Obr.  160.  —  Zvolme  na  úsečce  AB  bod  1  a  opižme  koleni  Ft 
kružnici  poloměru  -ál,  kolem  F2  kružnici  poloměru  Pl.  Průseky 
těchto  kružnic  P,  P,  jsou  dva  body  ellipsy.  Kdybychom  polo- 
měrem AI  opsali  kružnici  kolem  F%  a  poloměrem  Pl  kružnici 
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kolem  Fv  obdrželi  bychom  v  průsecích  P2,  P3  kružnic  těch  další 
dva  body  ellipsy.  Aby  se  kružnice  ty  vůbec  protínaly,  je  nutno,  aby 
bod  1  ležel  na  úsečce  FxFr  Body  P,  P„  P9,  P3  tvoří  obdélník; 
z  toho  vyplývá,  že  nejen  AB,  nýbrž  i  druhá  přímka  středová 
CD  toho  obdélníka  jest  osou  ellipsy.  Nazýváme  ji  osou  ve- 
dlejší. Body  její  koncové  C,_D  jsoji_vrcholy  vedlejší  ellipsy. 
Obdržíme  je  z  toho,  že  CFX  =  ČF%  —  DFX  =  DF%  =  a.  Osa  vedlejší 
je  tedy  symmetrálou  vrcholů  hlavních  a  osa  hlavní  symmetrálou 
vrcholů  vedlejších.  Značíváme  délku  vedlejší  osy  26.  Dále 
přísluší  ke  každému  bodu  Pna  ellipse  bod  diametrálně  protilehlý 
P,  vzhledem  ku  průsečíku  S  obou  os.  Proto  nazýváme  bod  8 
středem  ellipsy. 

Každá  přímka  středem  tím  položená  protíná  ellipsu  ve 
dvou  bodech  od  něho  stejně  vzdálených  a  nazývá  se  proto  prů- 
měrem ellipsy.  Vzdálenost  ohnisek  od  středu  nazýváme  výstřed- 
ností, již  značíme  e. 

Z  pravoúhlého  trojúhelníka  FXSC  plyne  a*  =  6*  +  e2. 

Jest  tedy  b  <  a;  proto  nazýváme  u  ellipsy  hlavní  osu  též 
velkou  a  vedlejší  též  malou  osou.  Splynou-li  ohniska  ellipsy 
v  bod  jeden,  ellipsa  přechází  v  kružnici,  mající  bod  ten  za  střed ; 
tu  obě  koule  Kn  Ka  dotýkají  se  v  něm  roviny  R,  nyní  k  o  nor- 
mální. Vzhledem  k  předcházejícímu  (obr.  158.  a  159.)  poznáváme, 
že  středem  S  ellipsy  jest  průsek  její  roviny  s  osou  válce  ro- 
tačního, z  něhož  byla  vytčena,  a  osa  vedlejší  CD  jest  jedním 
průměrem  kružnice  kz  na  válci,  který  má  bod  S  též  za  střed. 
Protíná-li  kružnice  A3  přímky  a,  b  v  bodech  A3,  B8y  jest  patrně 
AA3  =  BAB  =  e,  jak  na  př.  ihned  vyplývá  ze  shodných  trojúhel- 
níků AA3S,  FxSCy  což  též  seznáme,  vyjádříme-li  ellipsu  u  ve 
sklopení  (w).  Otočíme-li  (u)  kolem  S,  až  splyne  AB  s  KxK%y 
ellipsa   ta    přijde   do   polohy    w,,   v    níž  je   vepsána   obdélníku 

150.  Ukázali  jsme,  jak  pro  určitou  ellipsu  z  daných  ohnisek 
Flf  F2*a  z  dané  délky  a  lze  libovolné  body  její  sestrojiti.  Snadno 
seznáme,  když  body  Pt,  P2,  jakož  i  délku  a  libovolně  zvolíme, 
ale  tak,  aby  bylo  FíFít<Za,  že  příslušná  křivka  jest  vždy  ellip- 
sou,  tak  že  můžeme  tvrditi: 

Každá  křivka,  pro  jejíi  body  je  součet  vzdálenosti  ode  dvou 
pevných  hodů  hodnotou  stálou,  jest  ellipsou. 

Obr.  158.  —  Označíme  pevné  body  F*v  P*„  stálý  součet 
2a,   rozpůlíme  F*XF*%   v  S   a  naneseme  na  přímku  P*1F*a  od 
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bodu  S  na  obě  strany  délku  a,  čímž  obdržíme  body  Kiy  K2. 
Křivku  žádanou  ux  můžeme  nyní  sestrojovati  týmže  způsobem, 
jako  jsme  sestrojovali  prve  ellipsu,  jejíž  ohniska  a  vrcholy 
hlavní  byly  dány.  Křivka  ta  bude  míti  následkem  konstrukce 
zmíněné  KXK%  za  osu  větší,  a  symmetrála  bodů  KXK%  bude  osoa 
menší,  jejíž  koncové  body  označme  A3,  B3.  Průsek  S  obou  os 
bude  středem  křivky  ux  a  úsečky  ASS,  SB3  budou  se  sobě  rov 
nati.  Délku  jejich  označme  b.  Klademe-li  ještě  SF*t  =  e,  má 
platnost  i  pro  křivku  u,  vzhledem  ke  trojúhelníku  A9SF\  relace 
a2  =  ft2  +  e*. 

Že  křivka  ux  jest  ellipsou,  dokážeme  tím,  že  sestrojíme 
plochu  válcovou,  na  níž  ux  lze  položiti  do  polohy  w. 

Body  -áa,  J53  vedeme  rovnoběžky  a,  b  ku  KXK%  a  body 
K1}  K9  rovnoběžky  ku  A3B3;  tím  obdržíme  obdélník  AlBíB%A9 
v  rovině  Pí,  v  níž  křivka  ux  leží  obdobně  jako  dříve.  Považujme 
dále  rovinu  Pí  za  průmětnu,  v  níž  opíšeme  nad  úsečkou  KXKS 
jakožto  průměrem  kružnici  v.  Kružnice  ta  protíná  přímky  a,  6 
ve  čtyřech  bodech,  jež  lze  spojiti  dvěma  průměry  jejími  AB,  A+B*. 
Místo  kružnice  v  můžeme  vésti  též  pevnými  body  F*x,  F%  na 
KXK%  stejnosměrky  s  A3B3,  které  přímky  a,  b  taktéž  v  bodech 
-á,  A^  B,  B+  protnou. 

Otočíme-li  pak  přímky  a,  b-  kolem  KxKq,  vznikne  plocha 
válcová  rotační;  rovina  promítající  R,  přímkou  AB  položená, 
protíná  plochu  tu  v  ellipse,  která  dle  předcházejících  úvah  je 
shodná  s  křivkou  ux.  Druhou  ellipsu  na  válci  tom  shodnou  s  u, 
bychom  obdrželi  v  rovině  promítající  R*,  položené  přímkou 
A+B+.  Tím  jest  věta  dokázána  a  zároveň  provedeno  řešení 
úlohy  : 

Danou  ellipsu  poloiiti  na  válec  rotační,  jehož  polomfir  rovná 
se  vedlejší  poloose  éllipsy. 

Rovina  R  uzavírá  s  osou  válce  a  tedy  i  s  jeho  přímkami 
povrchovými  úhel  w ;  a  patrně  každá  rovina,  uzavírající  s  osou 
týž  úhel  <»,  protíná   válec  v  ellipse   s  u  shodné. 

151.  Zároveň  podávají  konstrukce  provedené  řešení  násle- 
dující úlohy: 

Danou  ellipsou  u  poloiiti  válec  rotační. 

Obr.  158.  —  Vyhledáme  si  osu  o  toho  válce.  Ta  prochází 
středem  S  ellipsy  w,  leží  v  rovině  Pí,  osou  hlavní  ellipsy  kolmo 
k  rovině  její  R  položené,  a  uzavírá  s  ní  úhel  co,  pro  nějž  patrně 
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cos  a>  = — ;    neboť  úhel  ten,  jak  z  trojúhelníka  SF2K2  vyplývá, 
a 

rovná  se  úhlu,  jejž  osa  hlavní  ellipsy  uzavírá  s  přímkou,  která 
spojuje  ohnisko  ellipsy  s  vrcholem  vedlejším. 

Obdržíme  tu  dvě  přímky  o,  ov  které  této  podmínce  vyho- 
vují; přímky  ty  leží  souměrně  vzhledem  k  rovině  ellipsy. 

Lze  tedy  ellipsou  vždy  položiti  dva  válce  rotační;  ty  jsou 
k  sobě  souměrné  vzhledem  k  rovině  ellipsy.  V  obrazci  našem 
jest  jeden  z  těch  válců  vyjádřen  průmětem  do  Pí,  kdežto  ellipsa 
u  jest  vyjádřena  svým  sklopením  (u)  do  Pí. 

152.  Tečny  ellipsy. 

Obr.  159.  —  Otáčejme  rovinu  kolem  přímky  povrchové 
PjPa  válce  V,  na  němž  leží  ellipsa  «,  od  jisté  polohy  tak, 
aby  přímka  p,  v  níž  rovina  ještě  válec  V  protíná,  ustavičně 
se  blížila  přímce  PXP%,  až  pak  přejde  na  druhou  stranu  plochy 
válcové  ód  přímky  PxPr  Příslušná  mezní,  přechodná  poloha  roviny 
jest  rovinou  tečnou  válce  podél  přímky  PXP%.  Při  tom  otá- 
lení průsečná  přímka  roviny  s  rovinou  R  v  ellipse  u  bude  se 
otáčeti  kolem  bodu  P,  protínajíc  u  v  dalším  bodě,  který  při 
otáčení  se  bude  ustavičně  blížiti  bodu  P.  Přechod  bodu  toho 
s  jedné  strany  na  druhou  od  P  nastává  v  mezní  poloze  přímky, 
jež  jest  pak  tečnou  ellipsy  v  bodě  P;  přechod  ten  děje  se  s  pře- 
chodem přímky  p  do  P^P%  zároveň   Z  toho  vysvítá: 

Tečnou  t  v  bodě  P  k  ellipse  jest  průsečná  přímka  roviny  tečné 
T  válce  podél  PtP2  s  rovinou  ellipsy. 

Značí-li  tedy  T  průsek  tečny  tx  v  P,  ku  kt  s  přímkou  *•, 
v  níž  rovina  R  seče  rovinu  kružnice  i,,  jest  t  spojnicí  bodů  T,  P. 

Roviny  T,  R  však  jsou  zároveň  rovinami  tečnými  ploch 
kulových  K,,  K2,  dotýkajíce  se  plochy  Kx  v  bodech  P,,  Flf 
plochy  Ka  v  bodech  Pa,  Fr 

Zvolme  na  t  libovolný  bod  H.  Přímky  HPX,  HFA  dotýkají 
se  v  bodech  P15  Fx  koule  Kn  pročež  P1JHr=ířF1;  obdobně 
přímky  HP2,  HF2  dotýkají  se  koule  Ks  v  bodech  Ps,  Fv  pročež 
HP2  =  HF%.  Proto  jest  aHPF1  ^  aHPPv  následkem  čehož 
<  UPFX  =  <  HPP„  a  dále  jest  aHPF,  až  ^BPPV  následkem 
čehož  jest  <HPF2  =  <HPP2;  úhly  HPP„  HPP2  jsou  úhly 
vedlejšími.  Z  toho  vychází  na  jevo,  že  každá  tečna  ellipsy  uza- 
vírá s  průvodiči  bodu  dotyčného  úhly,  které  se  vyplňují  na  2^; 
vlastnost  ta  dává  větu: 

Tečna  ellipsy  půlí  úhel,  který  uzavírá  jeden  průvodič  bodu 
dotyku  s  prodloužením  přes  bod  ten  průvodiče  druhého. 
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Z  věty  té  máme  důsledky: 

1.  Tečny  vrcholové  ellipsy  jsou  ku  příslušné  ose  uormální. 

2.  Normála  ellipsy  půlí  úhel  průvodičů,  příslušných  její  patě. 

3.  Tečny    v  koncových    bodech    libovolného    průměru  jsou 
k  sobě  stejnosměrné. 

153.  Úloha,    Sestrojiti    tečnu    ellipsy  v  daném    bodě  jejím  Ly 
jsoa-li  dána  její  ohniska. 


rr r ^ 

Obr.  161. 

Obr.  161.  —  Opíšeme  kolem  L  kružnici,  procházející  jedním 
ohniskem  F%,  až  protne  prodloužení  průvodiče  i,  směřujícího 
k  druhému  ohnisku,  v  bodě  H;  kolem  H  a  Ft  opíšeme  kružnice 
stejných  poloměrů,  které  se  protínají.  Je-li  P  bod  průsečný 
kružnic  těch,  pak  jest  spojnice  PL  tečnou  hledanou. 

Bod  H  je  souměrně  položen  k  ohnisku  Ft  vzhledem  k  tečně 
LP.  Ježto  FXH=  FXL  +  LF%  =  2a,  obdržíme  větu: 

Body  souměrně  položené  k  jednomu  ohnisku  ellipsy  vzhledem 
k  tečnám  jejím  leží  na  kružnici,  mající  střed  v  ohnisku  druhém  a 
poloměr  2a. 

Úloha.  Sestrojiti  jest  tečny  tí}  t%  k  cllipse  dané  ohnisky  í\,  F2 
a  hlavní  osou  A^A%  e  daného  bodu  P  a  sestrojiti  body  dotyku 
tečen  těch. 

Obr.  162.  —  Opíšeme  kružnici  kolem  Fí  poloměrem  2a 
a  kolem  P  poloměrem  PF%.  Protínají-li  se  kružnice  ty  v  bodech 
Qi  Qa  jedna  tečna  tx  jest  kolmá  k  FtÁQ,  druhá  t%  jest  kolmá  k  F%QX. 
Přímka  QFX  protíná  tx  v  bodě  dotyku  T,,  přímka  QlFl  pro- 
tíná t2  v  bodě  dotyku  Ta. 

Správnost  konstrukce  této  plyne  z  poslední  věty  bez- 
prostředně. 

Úloha.  Sestrojiti  jest  tečny,  rovnoběžné  s  danou  přímkou  p, 
k  ellipse  dané  ohnisky  a  hlavní  osou. 
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Ulolia  se  provede  tím,  že  kružnici  kolem  Ft  poloměru  2a 
protneme  kolmicí  z  F2  ku  p  v  bodech  Qt1  Q2.  Žádané  tečny  jsou 
symmetrály  úseček  F2QU  F%Q%.  Přímky  F,(>,,  F1Q2  stanoví  na 
nich  opět  body  dotyku. 


Obr.  162. 


154.  Protíná-li  (obr.  161.)  přímka  F%H  tečnu  LP  v  bodě  H0 
a  spojíme-li  H0  se  středem  S  ellipsy,  bude 

HQS\\  FXH  a  HQS  =  i-  FlH=  a. 

Obdržíme  takto  větu: 

Paty  kolmic  z  ohnisek  na  tečny  ellipsy  leží  na  kružnici  nad 
hlavní  osou  jako  průměrem  opsané. 

Kružnice  ta  sluje  kružnicí  vrcholovou  hlavní,  kdežto  kruž- 
nici nad  osou  vedlejší  jako  průměrem  opsanou  nazýváme  kruž- 
nicí vrcholovou  vedlejší. 

Zároveň   poznáváme,   že   přímka,  již  vedeme   ohniskem  Fx 

rovnoběžně  ke  spojnici  S//0,  seče  tečnu  v  jejím  bodě  dotyku  L. 

Tím  dospíváme  ke  druhému  řešení    předcházejících    úloh. 

Obr,  163.  —  Jde-li  o  tečny  ffl,  t±  z  bodu  P,  opíšeme  kružnici 
mající  úsečku  PFt  za  průměr;  kružnici  tu  protneme  hlavní 
kružnicí  vrcholovou  v  bodech  Pn  Pa,  pak  jest  tx  =  PP1,  t^=.PP%. 
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Bodem  F%  vedeme   stejnosměrky  ku  8Pt   a  SPS;   první   z  nich 
protíná  tečnu   tv  druhá  tečnu  t%  v  bodě  dotyku. 

Máme-li  vésti  tečny  stejnosměrné  s  danou  přímkou  p,  pak 
uvážíme,  že  kolmice  z  Fx  ku  p  protíná  kružnici  vrcholovou  již 
v  bodech  P,,  P2;  ale  další  konstrukce  se  nemění. 
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Obr.  163. 

155.  —  Obr.  164.  —  Každou  ellipsu  u  lze  orthogonálně 
promítnouti  v  kružnici  u4. 

Abychom  tak  učinili,  položíme  ellipsou  rotační  válec  a  po- 
ložíme průmětnu  kolmo  k  jeho  přímkám  povrchovým.  Položí- 
me-li  rovinu  tu  Pí  středem  S  ellipsy,  pak  kružnice  i*'  má  malou 
osu  ellipsy  BXB%  za  průměr.  Sklopí me-li  ellipsu  do  této  prů- 
mětny, bude  u4  vedlejší  kružnicí  vrcholovou  sklopené  ellipsy  (w). 

Ellipsa  (u)  jest  s  kružnicí  u4  v  orthogonálně  affinní  poloze 
pro  přímku  BXB%  jakožto  osu  affinity.  Ose  hlavní  (Ax)  (-4,) 
v  («0  přísluší  průměr  A\A\  kružnice  u'  kolmý  k  BtB^; 
charakteristika  affinity  mezi  ué  a  («)  jest  dána  poměrem 

A\S   x.,.    b 
,  A  \  a  čili  — > 

při  čemž  příslušné  k  sobě  body  na  př.  jí',,  (-1,)  leží  na  téže  straně 
stopy  BíBi  nebo  po  různých  stranách  jejich  dle  smyslu,  v  němž 
sklopujeme.    Protíná-li  tedy  libovolná  kolmice  k  BXB%  ellipsu 
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(u)  v  bodě  (C),  kružnici  u*  v  bodě  O  a  osu  affinity  v  bodě  Cp, 
bude  podle  toho  OCp  :  (C)  Cp-=b  :  a.  Vedeme-li  bodem  (C)  kol- 
mici k  ose  hlavní  ellipsy  (u),  jejíž  patu  označíme  Ca  a  pro- 
tneme kolmici  tu  přímkou  SC  v  bodě  (7,,  bude  CaS=z(C)C^  a 
proto  OCp :  Ca8  =  C'Cfi  :(0)Cfi  =  b:a;  trojúhelníky  C'CfiS,  SCaCx 
jsou  podobny,  následkem  toho  je  též  SC4 :  SCt  =  CCp :  CaS  =  b :  a. 

Poněvadž  však  SC  =  6,  jest  SCX  =  a,  a  tedy  leží  bod  Ct 
na  kružnici  vrcholové  hlavní  ellipsy  (w).  Dále  jest  též  ve  vy- 
značených trojúhelnících  podobných  CpS  :  Cl  Ca  =  b :  a,  a  proto 
jest  též  (C)Ca  :  CxCa  =  b  :  a.  Z  toho  vychází,  že  ellipsa  (u) 
jest  v  orthogonálně  affinní  poloze  též  k  své  kružnici  vrcholové 

hlavní,  při  čemž  osa  hlavní  jest  osou  a  poměr —  charakte- 
ristikou affínity. 


Obr.  164. 


Obdržíme  tedy  ellipsu  na  základě  orthogonální  polohy 
affinní  buď  z  kružnice  vrcholové  vedlejší  aneb  z  kružnice  vrcho- 
lové hlavní.  V  prvém  případě  jest  osa  vedlejší,  v.  druhém  pří- 
padě osa  hlavní  osou  affinity ;  charakteristika  affinity  jest  při  pře- 

chodu  od  ellipsy  ke   kružnici  v  prvém  případě  -jt,  v  druhém  — . 

156.  —  Obr.  164.  —  Mějme  nyní  na  zřeteli  libovolnou  křivku 
kruhovou  v  v  rovině  S  a  tažme  se,  jaký  bude  její  průmět 
orthogonální  v"  do  libovolné  jiné  roviny  P.    Rovinu  P  můžeme 
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klásti  středem  S  kružnice,  poněvadž  průmět  do  každé  jiné  roviny 

ku    P    rovnoběžné   bude  shodný  s  v".  Stopa  roviny    S  protíná 

kružnici  v  průměru  Vx  Ftt,  a  průmět  pro  průměr  Ux  ř72  kružnice 

té  k  němu  kolmý  budiž   C/",  U"r  Označme  a  poloměr  kružnice  v 

a  b  délku  BU'\  =  U"9S.  Budiž  [v]  sklopení  čili  průmět  shodný 

kružnice.    Víme,  že  v"  a  [v]  jsou  v  poloze  orthogonálně  affinní, 

SU"  b 

pro  niž  AXA%  jest  osou  a  q.J.  čili  —     charakteristikou    affi- 

nity.  Ellipsa,  sestrojená  z  os  Vl  F„  U'\  ř/r"2,  má  [v]  za  kružnici 
vrcholovou    hlavní  a  jest   s  ní    v  poloze   orthogonální  affinní, 

rovněž    pro    Ví  V%   jakožto   osu   a  —  jakožto    charakteristiku. 

Následkem  toho  jest  ellipsa  ta  totožná  s  křivkou  v".    Tím  na- 
býváme věty: 

Průmětem  orťhogonálním  křivky  kruhové  jest  obecni  ellipsa. 

Rovina  kružnice  budiž  k  P  v  úhlu  a  nakloněna.  Uzavírá  li 
libovolný  poloměr  r  kružnice  úhel  g>  s  průmětnou,  platí  pro 
poloměr  r'  ellipsy,  do  něhož  se  r  promítá,  rovnost  r'  =  r  cos  qp. 
Otáčí-li  se  r  kolem  středu  kružnice  v  její  rovině,  mění  se  ? 
nepřetržitě,  a  to  od  qp  =  0  pro  polohu  r  rovnoběžnou  s  prů- 
mětnou až  k  qp  =  «  pro  polohu  r  kolmou  k  stopě  roviny,  v  níž 
kružnice  leží.  Jest  tedy  hlavní  osa  ellipsy  průměrem  nejdelším 
a  vedlejší  nejkratším;  přecházíme-U  od  prvého  k  druhému,  pak 
délky  poloměru  ustavičně  ubývá  a  naopak  od  malé  osy  k  velké 
jí  ustavičně  přibývá  (145). 

157.  Úloha.  Sestrojiti  ellipsu  z  daných  os. 

Na  základě  konstrukce  právě  uvedené  vedeme  si  takto. 

Obr.  165.  —  Opíšeme  nad  osami  kružnice  vrcholové ;  libovolný 
bod  E  ellipsy  obdržíme,  když  vedeme  libovolný  průměr  těchto 
kružnic.  Je-li  Ex  jeden  průsek  toho  průměru  s  hlavní  kružnicí 
vrcholovou  tn  Ě2  jeden  průsek  s  vedlejší  kružnicí  vrcholovou 
Aa,  pak  rovnoběžka  bodem  i?,  k  ose  vedlejší  protíná  rovnoběžku 
bodem  E%  k  ose  hlavní  vedenou  v  jednom  bodě  E  ellipsy. 
Abychom  tečnu  ellipsy  v  bodě  E  sestrojili,  protneme  tečnu  k  větší 
kružnici,  v  bodě  2?,  vedenou,  velkou  osou;  spojnice  bodu  prů- 
sečného  s  bodem  E  jest  Žádanou  tečnou.  Anebo  sestrojíme  průsek 
tečny,  v  E9  k  menší  kružnici  položené,  s  malou  osou ;  pak  tečna 
hledaná  též  spojuje  průsek  ten  s  bodem  E.  Postup  ten  vyznačen 
v  obrazci  též  pro  bod  další  G. 
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158.  Úloha.  Dána  jest  jedna  osa  VVÍ  a  jeden  bod  B  ellipsy, 
sestrojiti  se  má  osa  druhá. 

V  uvedené  poloze  affinní  mezi  ellipsou  a  na  př.  hlavní 
kružnicí  vrcholovou  (obr.  165.)  přísluší  ku  poloměru  ellipsy  SG 
poloměr  kAžnice  SGt.  Veďme  bodem  G  stejnosměrku  k  SGÍ% 
která  nechť  protne  osu  hlavní  v  bodě  6řa,  vedlejší  v  bodě  Gp. 
Z  rovnoběžníků  SGpGGx,  SG2GGa  plyne  GGp  =  a;  GGa  =  b. 
Vedeme-li  bodem  G  přímku,  uzavírající  s  osami  stejné  úhly, 
jako  poloměr  SGt,  ale  smyslů  opačných,  tu  protíná-li  přímka  ta 
osu  velkou  v  G'^  malou  v  G'p,  jest  též  GQép  =  a,  GG'a  =  bm 
Podle  toho  provedeme  úlohu  vytčenou  takto. 
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Obr.  165. 


Obr.  166.  —  Sestrojíme  polohu  druhé  osy  jakožto  symme- 
trálu  s  dané  osy  PTn  čímž  obdržíme  též  střed  8  ellipsy;  kolem 
bodu  B  opíšeme  kružnici  poloměru  VS  a  protneme  ji  přímkou  í. 
Spojíme-li  jeden  nebo  druhý  bod  průsečný  1,  resp.  2,  s  bodem  B, 
až  nám  spojnice  protne  osu  danou  v  bodě  P,  resp.  Pn  pak  jest 
2?P,  resp.  JSP,  délkou  poloosy  hledané. 

159.  Dva  průměry  ellipsy,  z  nichž  každý  půlí  tětivy  rovno- 
běžné k  druhému,  nazýváme  sdruženými.  Pravíme  též,  že  průměr 
ellipsy  je  sdružen  s  každou  tětivou,  rovnoběžnou  k  jeho  prů- 
měru sdruženému.  V  affinní ch  polohách  s  kružnicí  prve  uvede- 
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ných  náležejí  dvěma  sdruženým    průměrům    ellipsy  dva  k  sobě 
normální  průměry  kružnice. 

Z  toho  následuje,  že  tečny  ellipsy  v  koncových  bodech  jednoho 
průměru  jsou  stejnosměrné  s  průměrem  k  němu  sdruženým  a 
dále  že  přímky,  které  spojují  bod  ellipsy  s  koncovými  body 
libovolného  průměru  jejího,  jsou  stejnosměrné  ke  dvěma  sdru- 
ženým průměrům.  Takové  přímky  nazýváme  tětivami  k  sobě 
sdruženými.  Dále  následuje,  že  spojnice  bodů  dotyku  pro  tečny 
k  ellipse  vedené  daným  bodem  jest  sdružena  ku  průměru  ellipsy, 
daný  bod  obsahujícímu. 
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Obr.  167. 


Úloha.  K  dané  ellipse,  jejíž  střed  S  jest  téi  dán,  jest  sestro- 
jiti tečnu 

1.  v  jednom  jejím  bodě  B, 

2.  stejnosměrnou  s  danou  přímkou  p. 

Obr.  167.  —  1.  Vytkneme  si  libovolný  průměr  12,  vedeme 
tětivu  13  ||  BS,  pak  žádaná  tečna  jest  stejnosměrná  s  přímkou  23. 

2.  Jedním  koncovým  bodem  2  libovolného  průměru  12  ve- 
deme tětivu  23||p.  pak  průměr  rovnoběžný  k  tětivě  13  protíná 
ellipsu  v  bodech  dotyku  JB,  Bx  hledaných  tečen. 
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O  bodech  průsečných  kružnice  s  ellipsou;  sestrojení  předepsaných 

úhlů  affinně  položených. 

160.  —  Obr.  168.  —  Buďtež  Z*,  l  dvě  přímky,  k  osám  dané 
ellipsy  h  antiparallelní,  z  nichž  první  seče  ellipsu  v  bodech 
JB\,  2?2,  druhá  v  bodech  E9)  J54,  a  budiž  8  bod  průsečný  přímek 
Z0,  Z.  Převeďme  ellipsu  h  v  kružnici  h4  pomocí  polohy  ortho- 
gonálně  affinní,  jejíž  osou  jest  jedna  osa  ellipsy.  Poněvadž 
body  E\,  E'„  £'8,  E\  affinně  příslušné  bodům  Eu  E„  £8,  EA 
leží  na  kružnici  hf,  má  platnost  relace  SiE'l.S'E'i  =  S'E'Z.S'E\. 
Poměry  affinně  příslušných  si  úseček  na  Z+,  V+  jsou  tytéž,  jako 
na  Z  a  l\  ježto  nejen  přímky  Z„  a  Z,  nýbrž  i  přímky  V*  a  V  jsou 
vzhledem  k  osám  ellipsy  antiparallelní.  Jest  tedy 

SE,   _  SE9  _  SE3  _  SE, 
S'E\  ~  SlE%~  S'-E',—  S'E\' 

a  proto  jest  též  SE,  .  SEi  =  SE3  .  SEA.    Lze  tedy  body  Eu  £a, 
JUg,  EA  položiti  kružnici. 


Naopak,  jsou-li  El%  E„  Etl  EK  body  průsečné  ellipsy  h 
s  libovolnou  kružnicí  w,  pak  spojnice  kterýchkoliv  dvou  z  nich 
a  spojnice  ostatních  dvou  leží  antiparallelně  vzhledem  k  osám 
ellipsy. 

Neboť  vedeme-li  bodem  Es  přímku  antiparallelní  k  E^E^ 
která  seče  ellipsu  ještě  v  bodě  F}  musí  F  =  EA ;  vždyť  body 
Ev  Et1  J?3,  F  lze  proložiti  kružnici,  která  seče  ellipsu  ve  čtyřech 

J.  Sobotka:  Deskriptivní  geometrie.  ^ 
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bodech  a  jest  určena  již  body  Et,  E„  Es\  proto  bod  F  se  sto- 
tožňuje  s  EA. 

Kružnice  nemůže  míti  vůbec  s  ellipsou  více  než  čtyři  body 
společné. 

Dejme    tomu,    že   jsou   2?n    E%    body,    společné    ellipse  h 
a  kružnici  m.  Především  jest  možnost,  aby  kružnice    protínala 
ellipsu   alespoň  ve  třech   bodech,   poněvadž  libovolnými   třemi 
body  na  ellipse  lze  obecně  položiti  kružnici.  Budiž  tedy  E3  třetí 
bod,  společný  křivkám  A,  w.  Vedeme-li  bodem  Et  přímku  anti- 
parallelní    k  EXE%   vzhledem    k  osám  ellipsy,    ta  protne  obě 
křivky  v  dalším  čtvrtém  bodě  společném  E4.  Kdyby  obě  křivky 
měly  další   pátý  bod    Gx  společný,   musily  by   míti  ještě  šestý 
bod   společný    G%   na  rovnoběžce,    k  E8E^    bodem    Gx    vedené. 
Spojnice  středů  společných  tětiv  by  pak  musila  býti  společným 
průměrem  křivek  ň,  m;  musila  by  to  tedy  býti  jedna  osa  ellipsy; 
ale  pak  by  musila  i  přímka  E%E^  býti  k  ose  té  kolmá.  Tedy  případ 
ten  by  mohl  nastati  jen  tenkrát,  kdyby  střed   kružnice  m  ležel 
na  ose  ellipsy  h.  Body  v  dvojicích  EtE2,  ESE4,  GxGt  byly  by  tu 
k  zmíněné  osa  souměrně  položeny.   Ale  poněvadž  přímka  ESE^ 
jest  též  antiparallelní  ku  přímce  EAEX  vzhledem  k  osám  ellipsy, 
proto  rovnoběžka   k  EZE%   bodem  Gx  vedená  protínala   by  obé 
křivky  v  dalším  společném  bodě  čř*,  tak  že  by  měly  obě  další 
k  E9E2  kolmý  průměr  společný  a  musily  by  proto   býti   sou- 
středné.    Je-li    však    kružnice    soustředná    s   ellipsou,   nemůže 
rovněž   míti  s  ní  více   nežli   čtyři   body   společné;   neboť  mají 
v  ellipse  jenom  dva  průměry,  ležící  souměrně  k  osám  jejím,  stejné 
délky  určité  velikosti  (145). 

161.  Úloha.  Dány  jsou  dva  body  průsečné  Et,  Et  dané  ellipsy 
h  středu  H  s  danou  kružnicí  m  středu  AI;  jest  sestrojiti  ostatní 
dva  2?3,  f?4. 

Obr.  168.  —  Sestrojíme  nejprv  přímku  l  =  EsEé.  Za  tím 
účelem  sestrojíme  ku  přímce  EXE%  přímku  Z,  antiparallelní 
vzhledem  k  jedné  ose  ellipsy;  pak  jest  již  Z,  ||  l.  Kolmice  nx  zM 
k  l  a  tedy  i  k  Z,  seče  Z  ve  středu  i?84  tětivy  společné  EzEé; 
rovněž  průměr  wa  ellipsy  sdružený  k  Z  a  tedy  i  k  lx  seče  ESEA 
v  bodě  EZi.  Sestrojíme  tedy  přímky  nv  w9;  průsečíkem  jejich 
jest  bod  2?g4,  jímž  prochází  přímka  Z||Zt,  protínajíc  kružnici 
v  hledaných  bodech  2?„  E4.  Seznáváme  ovšem,  kdežto  přímka  l 
jest  vždy   reální,  že  průsečíky  ty  nemusí  býti  reální. 
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Konstrukci  tu  lze  takto  provésti.  Buďtež  Av  A%  vrcholy 
hlavni,  J8n  B%  vrcholy  vedlejší  ellipsy.  Naneseme  na  BtB%  délky 
HB\  =  B\H  =  AXH  a  myslíme  si  ellipsu  affinní  polohou  pře- 
vedenu v  hlavní  vrcholovou  kružnici  A'.  Bodem  Bt  vedeme 
l%\\ExEv  až  protne  AXA%  v  bodě  L  a  spojíme  bod  ten  s  J5t  a 
B\  přímkami  Z„  l\.  Spustíme  dále  s  H  kolmici  na  l\  a  patou 
její  O  vedeme  kolmici  ku  AtA%  protínající  lt  v  bodě  C\  pak 
jest  patrně  HC  průměr  ellipsy. A  sdružený  k  Z;  kolmice  z  M 
k  lx  seče  jej  tudíž  v  hledaném  bodě  ESé. 

Myslíme-li  si  svazek  kružnic,  procházejících  dvěma  pev- 
nými body  Ev  E%  na  ellipse,  pak  ony  tětivy  l  společné  ellipse 
a  kružnicím  svazku,  které  spojují  další  body  průsečné  Es,  E4> 
jsou  vesměs  stejnosměrné. 


Obr.  169. 

Obr.  169.  —  Dejme  tomu,  že  body  E1}  E%  se  k  sobě  na  ellipse 
nekonečně  přibližují,  až  splynou  v  mezích  v  jediný  bod  T;  pak 
přímka  EtE2  přechází  v  tečnu  t  ellipsy  v  bodě  T.  Všechny 
kružnice  svazku  se  ellipsy  dotýkají,  majíce  v  ní  dva  soumeznó 
body,  T  a  jemu  nekonečně  blízký  T\  společné.  I  měňme  kružnici 
ve  svazku  tak,  aby  se  přímka  l  blížila  ustavičně  bodu  T;  pak 
se  blíží  též  bod  Ez  bodu  T  na  ellipse,  s  nímž  konečně  splyne, 
když  l  bodem  T  prochází.  Příslušná  kružnice  má  tedy  s  ellipsou 
tři  nekonečně  blízké  body  společné  a  seče  ellipsu  jen  ještě 
v  jednom  bodě  E4  na  l  ležícím;  kružnice  ellipsy  se  v  T  dotýká 
a  zároveň  ji  v  tom  bodě  seče  a  má  s  ellipsou  užší  styk,  nežli 
každá  jiná  z  kružnic,  v  bodě  T  se  jí  dotýkajících;  nazýváme  ji 
kružnicí  zakřivení  čili  křivosti  dané  ellipsy  v  bodě  J,  střed  její 
sluje  středem  křivosti  ellipsy  v  bodě  T. 

15* 


—  228  — 

162.  Úloha.  Pro  daný  bod  T  na  ellipse  h  jest  sestrojiti  její 
kružnici  křivosti  k. 

V  bodě  T  sestrojíme  tečnu  t  a  normálu  n  ellipsy  a  dále 
vedeme  přímku  l  bodem  T,  k  f  antiparallelní  vzhledem  k  osám 
ellipsy,  která  stanoví  v  ellipse  tětivu  TEt.  Kružnice  k  prochází 
body  !T,  E4  a  má  střed  svůj  na  přímce  n.  Když  tudíž  v  bodě  £0, 
jenž  půlí  TEA.  vztyčíme  kolmici  k  Z,  pak  tato  seče  n  ve  středu 
K  hledané  kružnice,  která  již  tím  je  stanovena. 

V  obr.  169.  jest  konstrukce  ta  provedena.  Přímky  a,  b  podá- 
vají polohu  os  ellipsy.  Bodem  T  jsme  vedli  rovnoběžku  k  ose  a 
a  sestrojili  jsme  na  ní  bod  2\,  k  T  souměrně  položený  vzhledem 
k  b.  Pak  jest  l  přímka,  rovnoběžná  ke  spojnici  tx  bodu  t.b 
s  bodem  Tt.  Průměr  STX  jest  sdružen  k  l  vzhledem  k  ellipse; 
neboť  tečna  v  T,  k  ní  jest  tx  \\l.  Proto  seče  TXS  přímku  l  v  bodě 
E0.  Konečně  kolmice  v  E0  k  l  protíná  n  v  bodě  K. 

Pro  vrcholy  ellipsy  konstrukce  ta  nevede  k  cíli,  ježto 
l  =  t9  tak  že  i  bod  E4  se  stává  nekonečně  blízkým  k  T\  kruž- 
nice křivosti  má  tu  čtyři   soumezné    body  s  ellipsou  společné. 

163.  Úloha.  Pro  ellipsu  jest  dána  poloha  b  jedné  osy%  jeden  bod 
T  a  střed  křivosti  K  v  bodě  tom ;  sestrojiti  jest  polohu  a  druhé  osy. 

Obr.  169.  —  Provedeme  právě  odvozenou  konstrukci  v  jiném 
pořádku.  Sestrojíme  tečnu  t  ±  TK  v  bodě  T  k  ellipse.  Vedeme 
dále  bodem  T  přímku  h  antiparallelní  s  t  vzhledem  k  6,  při  tom 
sestrojíme  bod  Tlt  k  T  souměrně  položený  taktéž  vzhledem  k  6 
a  pak  patu  E0  kolmice  z  AT  na  Z.  Přímka  TXE0  seče  b  ve  středu  S 
ellipsy,  jímž  a  jde  kolmo  k  6. 

164.  Úloha.  Affinní  poloha  dvou  útvarů  2"',  2ié  v  rovině  jest 
dána  osou  r  a  dvojicí  sdružených  bodů  Á\  A";  v  útvaru  jednom- 
sestrojiti  se  má  úhel  dané  velikosti  cp  tak,  aby  mu  v  2ut  příslušel 
úhel  rovněž  dané  velikosti  v- 

Obr.  170.  —  Předpokládáme,  že  i  smysly  úhlů  těch  jsou 
dány,  a  hledáme  přímky  p\  q*  tak,  aby  <  p'q4  =  g ,  <  p"j"  =  ti  • 
Zvolíme  na  r  libovolně  dva  body  P,  Q  za  ty,  v  nichž  příslušné 
si  přímky  útvarů  -S",  -£",  vyhovující  dané  úloze,  mají  se  protínati. 
Body  P,  Q  položíme  kružnice  m',  n"  té  vlastnosti,  aby  přímky, 
které  spojují  libovolný  bod  na  m4  s  body  P,  Q,  tvořily  předepsaný 
úhel  cp  a  přímky,  které  spojují  libovolný  bod  na  n"  s  P  a  Q, 
tvořily  předepsaný  úhel  \v\  za  tím  účelem  vedeme  od  bodu  P 
polopaprsky  í,  ;  tak,  aby  <  (ť,  PQ)  =  %<  (;',  PQ)  =  u-,  pak 
symmetrála   bodů   P,    Q   seče    kolmici   v  P  vztyčenou    k  i  ve 
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středu  Mé  kružnice  mr  a  k  ;  ve  středu  N"  kružnice  n".  Půjde  nyní 
patrně  o  to,  abychom  stanovili  dva  affinuě  sdružené  body  V\  V** 
tak,  aby  první  z  nich  ležel  na  m\  druhý  na  n",  pak  budou 
PV'=p\  QV'  =  q\  PV'=p'\  QV"  =  q"  hledané  přímky. 
Hledaný  bod  7"  musí  býti  patrně  na  ellipse  m",  která  jest  sdru- 
žena ke  kružnici  w'  a  proto  bude  V"  průsečíkem  kružnice  n" 
s  ellipsou,  různým  od  P  a  Q.  Tím  přecházíme  na  úlohu  před- 
cházející. 


Obr.  170. 


Střed  M"  ellipsy  w"  jest  sdružen  k  Má\  obdrželi  jsme 
jej  pomocí  přímky  A'M%  jejíž  sdružená  spojuje  bod  A'Má .  r 
s  A"  a  protíná  rovnoběžku  k  A4 A"  bodem  M'  vedenou  v  M". 
Seče-li  symmetrála  bodů-á.',-á"  osu  r  v  bodě  S,  víme,  že  spojnice  i" 
bodů  průsečných  V*\  V4\  od  P,  Q  různých  kružnice  n"  s  ellipsou 
m"  jest  stejnosměrná  s  A"S  (160),  a  jeden  bod  její  K"  obdržíme 
v  průseku  kolmice  a"  z  N"  k  -á"S,  s  průměrem  6"  ellipsy  m" 
sdruženým  k  -á"5.  Průměru  tomu  přísluší  v  Z4  průměr  kruž- 
nice mé  kolmý  k  A'S.  Spustíme  tedy  s  Má  kolmici  k  A'S  a  její 
bod  na  r  spojíme  s  Jf";  spojnice  jest  již  6".  Tím  jsou  stanoveny 
bod  Kéé  a  přímka  fc".  Ježto  A"  seče  n"  obecně  ve  dvou  bodech 
7",  7",   a  tedy  sdružená  přímka  há  seče  mé  v  příslušných  bo- 
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dech  V\  V'v  proto  jsou  Dad  úsečkou  PQ  v  2Í  možné  dva  úhly, 
které  dané  úloze  vyhovují. 

165.  —  Úloha.  V  útvaru  2V  sestrojiti  úhel  p'q'  dané  velikosti  $, 
mající  vrchol  v  bodě  A4,  tak  aby  mu  příslušel  v  -£"  úhel  p"q"  co 
možná  nejmenší  aneb  co  možná  největší. 


Obr.  171.  —  Konstrukce  plyne  z  právě  provedené  jako 
důsledek.  Je-li  totiž  V"  libovolný  bod  na  k'\  úhel  PV"Q  nabude 
extremní  hodnoty  tenkráte,  když  F"  jest  bodem  dotyku  kruž- 
nice, jdoucí  body  P,  Q  a  dotýkající  se  přímky  A".  Poněvadž  tu 
body  F",  F",  splynou  v  jediný  F",  proto  také  ellipsa  *n"  se 
dotýká  v  bodě  tom  přímky  k44.  následkem  čehož  se  musí  též 
kružnice  m4  dotýkati  přímky  /•;'  v  příslušném  bodě  V\  Vedeme-li 
tedy  ku  mí  tečny  k\.  &'2  rovnoběžné  s  přímkou  SA',  z  nichž  prvá 
se  dotýká  v  bodě  U\,  druhá  v  bodě  U'^  pak  jeden  z  úhlů  {PU"V 
QUW  (PU"*,  QU"a)>  jimž  přisuzujeme  týž  smysl,  jest  maximum 
a  druhý  minimum   mezi  úhly   příslušejícími  úhlům  velikosti  g. 

Můžeme  tudíž  danou  úlohu  provésti  tím,  že  si  vyhledáme 
bod  5,  v  němž  symmetrála  bodů  A4,  A"  seče  r,  potom  sestrojíme 
kružnici  m\  která  se  přímky  SAé  v  A'  dotýká  a  r  v  bodech  P,  Q 
seče  tak,  aby  <CPA'Q=z<p.  Vedeme  tedy  libovolným  bodem  R 
na  r  přímku  i,  uzavírající  s  r  úhel  stejné  velikosti  s  qp,  ve  smyslu 
jako  v  úloze  předcházející,  a  vztyčíme  v  B  kolmici  k  ť,  jež  seče 
normálu  k  SA\  bodem  A*  jdoucí,  v  bodě  Mx,  a  přeneseme  na 
Jf,iř  v  jednom  neb  druhém  možném  smyslu  délku  MlAl  —  MXA'- 
Pak  jest  p4  =  A4 A  x ;  rovnoběžka  bodem  P  k  RMX  seče  A4MX 
ve  středu  kružnice  mf%  která  seče  r  ještě  v  bodě  Q  přímky 
A4Q=zq4;  pak  jest  PA"Q  jeden  úhel  žádaný.  Druhý  extrém 
bychom  obdrželi,  kdybychom  bod  At  nahradili  bodem  Ax*  tak 
položeným,  aby  MXAX*  =  AíMl. 
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Další  konstrukce  vztahující  se  k  ellipse. 

166.  Úloha.  Sestrojiti  libovolnou  dvojici  sdružených  poloměrů 
v  ellipse,  dané  osami. 

Obr.  172.  —  Sestrojíme  v  kružnicích  vrcholových  A,,  k%  dva 
k  sobě  kolmé  poloměry,  jejichž  koncové  body  pro  kx   buďtež 

^n  -^i>  Pro  *t  Pa^  ^2i  -^r  a  odvoďme  z  bodů  těchto  pomocí 
affinity  (155)  body  C  a  D  ellipsy.  Jsou  pak  SC,  SD  dva  sdružené 
poloměry  její. 

Konstrukce  ta  vede  nás  k  některým  dalším  vlastnostem 
ellipsy. 

Otočme  nejprv  trojúhelník  SDDX  kolem  bodu  S  o  pravý 
úhel  tak,  aby  poloměr  SDX  splynul  s  poloměrem  SCX ;  pak  splyne 
též  bod  Z>„  s  bodem  C%  a  bod  D  přijde  do  polohy  D' \  ježto 
každá  přímka  v  otočené  poloze  uzavírá  s  polohou  svou  původní 
pravý  úhel,  proto  jest  SD'  ±  SD  a  CXCC%D'  jest  obdélník. 

1.  V  affinní  poloze  mezi  k  a  kx  přímce  SČ7  náležející 
útvaru  ~,  jemuž  přináleží  též  ellipsa  ft,  přísluší  v  útvaru  2,, 
k  němuž  náleží  též  kružnice  i,,  přímka  SCX;  přímce  CCt  v  2! 
přísluší  proto  přímka  CXD'  v  2\  a  tedy  bodu  6'2  bod  D\  Z  toho 
vyplývá,  že  přímce  SCX  v  2  přísluší  SD4  v  2\ ;  bodu  E  ellipsy 
na  SCX  přísluší  tedy  bod  Ex  kružnice  na  SD'.  Protíná-li  k%  polo- 
měr SEX  v  Et7  sezuáváme  z  toho,  že  rovnoběžka  bodem  E%  k  ose 
hlavní  protíná  rovnoběžku  bodem  Ex  k  ose  vedlejší  v  bodě  E 
ellipsy,  ležícím  na  SCV 

Jsou-li  tedy  ř7n  0%  průseky  libovolné  přímky,  středem  S 
vedené,  s  kružnicemi  £,,  l\  a  sestrojí me-li  obdélník,  mající  CxCi 
za  úhlopříčnu,  jehož  strany  jsou  stejnosměrné  s  osami,  jehož  další 
dva  vrcholy  označíme  C  a  D\  pak  v  affinitě  útvarů  2\  2X  přímce 
SCX  příslušejí  oboustranně  přímky  SC,  SD\  a  to  přímce  SC,, 
v  2\  přísluší  v  £  přímka  SG,  uzavírající  menší  ostrý  úhel 
s  osou  hlavní,  než  přímka  SC\  sama ;  kdežto  přímce  SCX  v  útvaru  £ 
přísluší  v  £t  přímka  SD%  uzavírající  8  osou  hlavní  větší  ostrý 
úhel  než  SC,. 

2.  Je-li  O  střed  obdélníka  CXCC9D',  pak  vzhledem  ktomu, 

že  C%CX  =  a  —  ř,  jest  OC=OD'  =  OC%  —  OCx  =  ^-^  a  tedy 

SO  =  ^t*.    Naneseme-li    na   SCX    délku   OCz  =  SO,  vznikne 

rovnoběžník   CSD'CS.  Tečna  ellipsy  v  bodě   C  je  stejnosměrná 
8  průměrem  SD  sdruženým   k  průměru  SC;   proto  je  normála 
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ellipsy  v  bodě  C  kolmá  ku  SD;  následkem  toho  jest  CaC  nor- 
málou její  v  bodě  C.  Poněvadž  SO  =  OCs,  jest  SCS  =  a  +  6 ;  bod 
C,  leží  tedy  na  kružnici  i3  s  kružnicemi  vrcholovými  soustředné, 
mající  za  poloměr  součet  poloos  ellipsy.  Poněvadž  CC3  =  SD* 
=  SD,  jest  CC9  délkou  poloměru  ku  SC  sdruženého. 

3.  Jsou- li  JR«,  Rp  paty  kolmic,  s  bodu  <73  k  velké  a  malé 
ose  spuštěných,  jest  SRaC\Rp  obdélník  s  obdélníkem  CCtD'Cx 
soustředný;  proto  jsou  body  Ra*  Rp  též  průsečíky  přímky  CD* 
s  osami  ellipsy  a  RaRp  =  a  +  b 


Obr.  172. 

4.  Vecfme  bodem  C  stejnosměrku  k  SCiy  která  nechť  pro- 
tíná osu  hlavní  ellipsy  v  bodě  Ca,  osu  vedlejší  v  bodě  Cp.  Pro- 
tíná-li  stejnosměrka  bodem  Ca  k  ose  vedlejší  vedená  stejno- 
směrku k  ose  hlavní  bodem  Cp  jdoucí  v  bodě  C4,  obdržíme  nový 
obdélník  SCaCACp,  který  je  shodný  s  obdélníkem  DéCxCC^  a  jehož 
strany  jsou  ke  stranám  tohoto  rovnoběžné.  Leží  tedy  bod  C4 
na  kružnici  ki}  s  vrcholovými  kružnicemi  soustředné,  mající 
poloměr  délky  a  —  b.  Zvolíme-li  C3  za  střed  podobnosti  a  2  za 
poměr  podobnosti,  pak  přísluší  v  této  poloze  podobné  úsečce 
OC  úsečka  8CV  tedy  bodu  C  přísluší  bod  C4 ;  proto  leží  bod 
C4  na  normále  C3C  a  CC4  rovná  se  C3C  Úhel  C3SCA  jest  osami 
ellipsy  rozpůlen. 
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Přímku  CaCp  obdržíme  též  přímo  touže  cestou  jaká 
přímku  BaBp\  otočíme  totiž  SD  kolem  S  o  pravý  úhel,  ale~ve 
smyslu  opačném  tomu,  v  němž  jsme  prve  otáčeli.  Tím  přejde 
SD  do  polohy  SD44;  přímka  CaCp  prochází  bodem  D44,  jak  to 
z  přirovnání  trojúhelníků  C3D'S,  CSD"  ihned  plyne.  Zase  jest 
tu  CD"  úhlopříčnou  obdélníka  CC\D"G\,  jehož  strany  jsou 
stejnosměrný  k  osám  ellipsy,  a  CaD"  =  SC\  =  o,  Cp D"  =  SC*  =  K 

5.  Je-li  C  druhým  koncovým  bodem  průměru  CS  ellipsy, 
pak  přímka  D4C%  půlí  v  trojúhelníku  C'D'C  úhel  při  D4.  Označme 
dále  Hl  bod  průsečný  této  přímky  a  Zf2  bod  průsečný  přímky 
D4Ct  s  průměrem  CO.  Obdržíme  tu  posloupně  rovnosti  poměrů 


OHx  :  CHX  =  OD4 :  CD'  =  SCS  :  SCA  =  (a  +  b) :  (a  —  6). 

Přímky  D'HX,    D4H%  'jsou  harmonické  ku  přímkám   D'C\ 

D'C  (120);  body  Hl%  E%  dělí  tedy  průměr  CC  vně  a  vnitř  v  témže 

~  a  —  b 
poměru  — r- r« 
r  a~\-  b 

Dále  jest  D4D"  poloha,  do  níž  přejde  průměr  k  CC4  sdružený, 
když  jej  kolem  S  o  pravý  úhel  otočíme,  a  patrně  dělí  zde  přímky 
CC%%  CCX  otočený  průměr  ten  D4D44  v  bodech  L^  L2  opět  vně 
a  vnitř  v  poměru  (a  —  6) :  (a  +  ř),  jak  ihned  seznáme,  když 
přeneseme  poměr  (Z)'^"^)  pomocí  rovnoběžek  k  ose  hlavní 
a  poměr  (D'DuLq)  pomocí  rovnoběžek  k  ose  vedlejší  na  přímku  SC^ 

6.  Protínali  normála  CSC  osii  hlavní  ellipsy  v  Na)  osu  ve- 
dlejší v  Np,  a  klademe-li  CWa=n„  CNp=n„  plyne  z  trojúhelníků 
podobných  CNaCa,  CSCC„  že 

nx  :  CZC  =  CCa  :  C3Gj, 

tedy  

n,  :  SD  =  6  :  a, 
tak  že  jest 

6 


n,  =  —  •  SD.  (1) 


a 
Z  trojúhelníků  podobných  CNpCp,  CCACa  plyne 

n,  :  CC4  =  CCp  :  CCa, 
tedy 

n2  :  SD  z=z  a  :  6 
čili 

a 
6 


na  =  -f-  .  SZ>.  (2) 
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Z  rovnic  (1)  a  (2)  nabýváme  relace 

n,  :  na  =  fe2  :  a\  (3) 

to  jest: 

Pata  normály  dělí  její  délku,  mezi  velkou  a  malou  osou  obsa- 
ženou, v  poměru  b*  :  a*. 

7.  Budeme  značiti  délku  libovolného  poloměru  ellipsy  ax. 
•délku  k  němu  sdruženého  poloměru  bv  Protože  osa  hlavní  půlí 
úhel  při  8  v  trojúhelníku  C3SCA,  dělí  body  Np,  Na  vně  i  vnitř 
stranu  CaC4  v  poměru  SCS  :  SCV  t.  j.  v  poměru  (a  —  6)  :(a  +  6). 

Body  Na,  Np  jsou  harmonické  k  bodům  C8,  C4,  následkem 
toho  má  platnost  relace  CC^  =  CNa  .  CNp  čili 

kterýžto  vztah  obdržíme  též  násobením  výrazů  prve  odvozených 

n1  =  -^-'b1,  (1) 

*•  =  X  '  6,<  (2) 

Můžeme  tudíž  vysloviti  větu : 

Úseky  nx,  nt  vytaté  osami  ellip<y  na  normále,  jejíž  pata  lesí 
v  koncovém   bodu   libovolného  průměru,   rovnají   se  délce  poloměru 

sdruženého  násobené  poměrem  — i  resp.  -^-;   souíin  ntn2   rovná  se 

čtverci  $s  onoho  poloměru  sdruženého. 

8.  Pohybuje-li  se  přímka  p  tak,  íe  body  na  ní  své  vzájemné 
polohy  nemění  a  že  dva  body  její,  určující  tedy  úsečku  stálé  délky  cř, 
popisují  současně  dvě  přímky  k  sobě  normální,  pak  každý  jiný  bod  C 
na  přímce  p  popisuje  ellipsu. 

Leží-li  bod  C  na  úsečce  omezené  body  Bai  ify,  popisující 
zmíněné  přímky  SRa,  SRp  k  sobě  normální,  můžeme  sestro- 
jiti v  každé  poloze  přímky  p  nejprv  obdélník  RaSRpCv  pak 
rovnoběžník  C^CSD4  a  konečně  obdélník  CG^DáCu  jehož  strany 
jsou  rovnoběžné  se  stranami  obdélníka  prvého ;  tu  shledáme,  že 
bod  C  jest  bodem  ellipsy,  jejíž  osy  leží  na  přímkách  SRa,  SRp 
a  jejíž  poloosy  rovnají  se  RaC,  RpG\  popisuje  tedy  bod  C  sku- 
tečně ellipsu,  a  to  leží  na  SRa  velká,  na  SRp  malá  osa,  když 
RaC  <  CRp,  a  naopak  leží  na  SRa  malá,  na  SRp  velká  osa,  když 
RaP>  Rfyí  zároveň  jest  GSC  normálou  ellipsy.  Je-li  RaC=CRp* 
to  jest,  splývá-li  bod  C  se  středem  O  úsečky  RaRp,  opisuje  bod 
ten  kružnici  o  poloměru,  rovnajícím  se  ORa- 
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Leží-li  bod  C  mimo  úsečku  omezenou  body,  které  popisují 
současně  dvě  k  sobě  normální  přímky  a  kteréž  body  v  sou- 
hlasu s  obr.  172.  označíme  nyní  Ča,  Cp,  a  to  tak,  že  CCa<tCCp, 
můžeme  v  každé  poloze  přímky  sestrojiti  obdélník  CaSCpCé, 
dále  rovnoběžník  CCfiSCt  a  konečně  obdélník  CXD'CC„  který  ob- 
držíme, když  obdélník  GJ3CpCé  posuneme  ve  smyslu  C4C  o  délku 
C4C,  čímž  poznáváme,  že  v  každé  poloze  přímky  p  bod  C  leží  na 
ellipse,  mající  velkou  osu  na  SCa,  malou  na  SCp,  pro  niž  jest 
a  =  CCfa  b  =  C(7a,  tak  že  CaCp  =  a  —  b ;  přímka  CCA  je  normálou 
ellipsy.  Tím  jest  věta  uvedená  obecně  stvrzena. 

Střed  úsečky  stále  popisuje,  jak  bylo  již  uvedeno,  kružnici; 
dva  body  od  středu  stejně  vzdálené  popisují  shodné  ellipsy, 
které  splynou,  když  jednu  z  nich  otočíme  kolem  bodu  8  o  pravý 
úhel.  V  každé  poloze  přímky  p  přináleží  každý  její  bod  jedné 
z  takto  vytvořených  ellips;  normály  v  těchto  bodech  ke  všem 
ellipsám  protínají  se  v  jediném  bodě;  v  obr.  172.  jest  to  bod  C3 
resp.  CA;  každá  poloha  přímky  p  jest  tečnou  jedné  takové 
ellipsy;  příslušná  normála  je  kolmicí  s  bodu  toho  na  p;  patou 
této  normály  je  bod  dotyčný  zmíněné  ellipsy. 

9.  Kružnice  r,  položená  body  C3,  (7<,  mající  střed  na  ose 
vedlejší,  tedy  v  průseku  tečny  ellipsy,  příslušné  bodu  ď  s  osou 
touto,  prochází  ohnisky  ellipsy;  neboť  označíme-li  C'A  druhý 
průsek  přímky  C38  s  kružnicí  touto,  který  leží  zároveň  na  A4, 
dále  FÍJ  Fa  průseky  kružnice  r  s  osou  hlavní,  jest 

SFt*  =  CaS.SC4  =  C^Š.  ŠČ7=  (a  +  b)  (a  —  6), 

tak  že  skutečně 

SFl  =  FaS  =  e. 

Uvedené  vlastnosti  poskytují  celou  řadu  konstrukcí,  z  nichž 
některé  zde  provedeme. 

167.  Úloha.  Sestrojiti  jest  normálu  ellipsy  v  daném  bodě  jejím 
Cf  známe-li  osy  její. 

Sestrojíme  (obr.  173.)  bod  C,  na  hv  příslušný  bodu  C, 
a  prodloužíme  SCl  o  délku  b  k  bodu  C3;  CÓC  jest  žádaná 
normála. 

Při  tom  jsme  předpokládali  bod  C,  na  téže  straně  osy 
hlavní  jako  C.  Kdybychom  (obr.  174.)  bodu  C  přidružili  místo 
Cx  bod  C\  kružnice  7c,,  na  druhé  straně  osy  hlavní,  pak  bychom 
nanesli  na  přímku  C\S  ve  smyslu  k  středu  8  délku  C1éCA=.  ř, 
čímž  bychom  v  CC4  obdrželi  opět  hledanou  normálu. 
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168.  Jedná- li  se  o  sestrojení  řady  bodů  na  ellipse  a  jejích 
normál,    přemísťujeme   přímku    C3CA   tak,   aby  jeden   bod    její 


Obr.  173. 


Obr.  174. 


opisoval    kružnici  Jc3    o   poloměru   a  +  6,    druhý    kružnici   k4 
poloměru   a  —  6,  a  úhel  CBSCA  aby  osami  ellipsy  byl  rozpůlen. 


^-fr; 


Obr.  175. 


« 

Bod  C,  půlící  úsečku  C3C„  popisuje  pak  ellipsu.  To  dává  ná- 
sledující konstrukci  jednotlivých  bodů  ellipsy  a  jejích  normál 
(obr.  175.) 
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Vytkneme  si  na  k3  řadu  bodů  i?37  6ř3,  lř3,  . . .  a  řadů  bodů 
«^V  ^'s?  ^  ai  •  •  •  ^  ním  souměrně  položených  vzhledem  k  ose 
hlavní  ellipsy.  Dále  protneme  poloměry  8Et3,  SG'3,  SE'8,  kruž- 
nicí k4  v  bodech  £'4,  G'4,  //'4,  . . .,  tedy  převedeme  body  i?3, .  • . 
pomocí  polohy  podobné  vnější  kružnic  &3,  k4  z  prvé  kružnice 
na  kružnici  druhou;  pak  jsou  spojnice  E3E'„  Ér367'4,  HZH\,  ... 
normálami  a  středy  2?,  (?,  i7, . . .  úseček  J?3,  2?'4,  čr3č?'4  i?'3i/'4,  . . . 
body  žádané  ellipsy.  Pohodlněji  lze  konstrukci  tuto  upraviti  takto : 

Sestrojíme-li  kružnice,  ohnisky  F„  F2  ellipsy  procházející, 
a  protneme-li  každou  z  nich  kružnicemi  7t3,  Jc4,  pak  ty  spojnice 
bodů  průsečných,  které  nejsou  s  osou  hlavní  ellipsy  stejnosměrné 
a  neprocházejí  též  středem,  jsou  normálami  ellipsy;  průměr 
kružnice  vytčené,  kolmý  k  takové  spojnici,  jest  tečnou  ellipsy, 
a  pata  průměru  toho  jest  bodem,  v  němž  se  ellipsy  dotýká. 
Konstrukci  tu  jsme  v  obr.  175.  vyjádřili  pro  kružnice  Z,,  í,  o  stře- 
dech Lj,  L2,  čímž  jsme  dospěli  k  bodům  Z),,  D2  ellipsy  a  jejich 
tečnám. 


fm 


Obr.  176. 


Obr.  177. 


169.  Úloha.  Ellipsa  dána  jest  osami;  sestrojiti  paty  normál 
k  ní  stejnosměrně  s  danou  přímkou  m  vedených. 

Obr.  176.  —  Označme  hledané  paty  (7,  O;  ty  budou  patrně 
koncovými  body  jednoho  průměru.  Myslíme-li  si  se  zřetelem 
na  166. 1,  že  jest  SD  poloměr  k  SG  sdružený,  máme  následující 
konstrukci.  Vedeme  stejnosměrku  středem  S  ku  m;  ta  nám  na- 
hrazuje přímku  SDé;  jsou-li  Eiy  E2,  průseky  její  s  kx  a  &a,  ležící 
třeba  na  téže  straně  středu  C,  vedeme  bodem  Ex  stejnosměrku 
k  vedlejší,  bodem  E2  k  hlavní  ose;  obdržíme  v  průseku  obou 
bod  E  ellipsy.  Spojíme  8  s  E  poloměrem  kružnice  *„  který 
protne  kt  v  bodě  Ciy  k%  v  bodě  C% ;  druhý  poloměr  na  SE  ležící 
protne  kt  v  C\,  k%  v  Or  Z  bodů  Cx,  C%  sestrojíme  pak  bod  C, 
z  bodů  C*n  C%  bod  O  ellipsy.  Body  ty  jsou  hledanými  patami. 
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170.  Úloha.  Ellipsa  jest  dána  osami ;  sestrojiti  a  omeeiti  jest 
dva  průměry  sdružené,  znám-U  je  směr  jednoho  z  nich. 

Obr.  177.  —  Veďme  v  daném  směni  přímku  středem  S,  pro- 
tínající kx  v  Cu  A,  vC9;  bodem  Cx  veďme  stejnosměrku  s  osou 
hlavní,  bodem  C%  s  osou  vedlejší;  je-li  D  průsekem  obou  stejuo 
.  směrek,  pak  poloměru  ellipsy  na  SC,  ležícímu  přísluší  dle  166. 1. 
poloměr  8PÍ  kružnice  kx  na  SD  položený.  Kolmice  z  P,  k  osa 
hlavní  omezuje  proto  v  bodě  P  řečený  poloměr  ellipsy. 

Protíná-li  poloměr  kolmý  k  SPl  kružnici  Ar,  vft,  i,v  Q%9 
pak  stejnosměrka  prvním  z  nich  k  ose  vedlejší  protíná  stejno- 
směrku druhým  k  ose  hlavní  vedenou  v  bodě  koncovém  Q 
průměru  k  SP  sdruženého. 


Obr.  178. 

171.  Mechanická  konstrukce  ellipsy  z  daných  os. 
Vlastnosti  v  166. 8.    odvozené    vedou   nás   k  těmto    kon  • 
strukcím. 

1.  Naneseme  (obr.  178.)  na  nějakou  přímku  od  zvoleného 
bodu  počátečního  C  délky  CB  =  a,  CA  =  b  v  témž  smyslu 
a  myslíme  si  na  přímce  body  A,  2ř,  C  pevně  spojeny.  Pohy- 
buje-li  se  přímka  tak,  že  bod  A  se  pohybuje  na  hlavní  oset 
kdežto  bod  B  zároveň  se  pohybuje  na  ose  vedlejší,  pak  popisuje 
bod  Cellipsu  hledanou ;  v  každé  poloze  přímky  kolmice  v  A  k  ose 
hlavní,  v  B  k  ose  vedlejší,  protnou  se  v  bodě  C4  normály  CA C ellipsy. 

2.  Naneseme  (obr.  179.)  na  nějakou  přímku  úsečky  A C  =  6, 
CB  =  a  a  pohybujeme  přímku  tak,  aby  bod  A  popisoval  osu 
hlavní  a  bod  B  zároveň  osu  vedlejší,  pak  bud,e  bod  C  popi- 
sovati zase  žádanou  ellipsu.  V  každé  poloze  přímky  protínají 
se  kolmice  v  A  k  ose  hlavní  a  v  B  k  ose  vedlejší  v  bodě  <7a 
normály  C2C  k  ellipse. 


J 
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Konstrukce  tyto  můžeme  realisovati  tím,   ze  zjednáme  si 
proužek  a  na  přímo   hraně  jeho   si   vyjádříme  body   A,   JB,  Cr 


Obr.  179. 

pak  proužek  ten  uvedeným  způsobem  přemísťujeme.    Z  té  pří- 
činy  nazýváme  konstrukce   tyto  též  proužkovými  konstrukcemi. 

172.  Strojení  os  ellipsy  sse  dvou  sdružených  průměrů. 

Úvahy  dříve  provedené  podávají  různé  způsoby  pro  řešeni 
této  úlohy.  Vytkneme  si  následující,  při  čemž  dané  dva  poloměry^ 
sdružené  označíme  vždy  SC,  SD. 
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Obr.  180. 

1.  Obr.  180.  —  Se  zřetelem  na  166.2.  otočíme  poloměr 
SD  kolem  S  o  pravý  úhel  v  jednom  nebo  druhém  smyslu 
možném,  čímž  přijde  do  polohy  SD';  spojíme  G  sZ)'  a  rozpůlíme 
úsečku  CD*  v  bodS  O;  opíšeme  kolem  O  kružnici,  procházející 
bodem  Sf  a  protneme  ji  přímkou  CD4  v  bodech  Ba,  Bp.  Pak  jsou 
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spojnice  bodů  Ra)  Rp  se  středem  S  osami  ellipsy ;  která  z  nich  jest 
velká  osa  SKa,  která  malá  SRpt  rozhodneme,  přihlížejíce  k  tomu, 
kterému  poloměru  SC  nebo  SD  leží  blíže,  zdali  delšímu  neb  krat- 
šímu ;  podle  toho  pak  jest  přímka  ta  též  velkou  neb  malou  osou. 
Ostatně  když  si  myslíme  bodem  Cstejnosměrky  s  osami  a  jich 
průsečíky  s  přímkou  SO,  víme,  že  stejnosměrka  s  velkou  osou 
protíná  SO  blíže  středu  S,  než  stejnosměrka  s  malou  osou. 

Pokud  se  týče  délek  os  jest ~Rj^='Ď7Řp  =  6, 7^=  Ctf^=  a. 
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Obr.  181. 


2.  Obr.  181.  —  Vedeme  bodem  C  kolmici  k  SD  ve  smyslu 

-směřujícím  od  SD\   naneseme   na  kolmici   tu  délku  CC9  =  SZ>, 

rozpůlíme  SC3  v  bodě   O  a  opíšeme  nad  SCS  jakožto  průměrem 

kružnici.  Ta  protne  již  OC  ve  dvou  bodech  Jřa,  Rp}  náležejících 

osám  hledaným.  Opět  snadno  rozhodneme,  který  z  nich  Ra  leží 
na  velké  a  který  Rp  na  malé  ose.  Konečně  jest  RpC  =  a,  CRa  =  h. 
Důvod  spočívá  v  166. 3. 

3.  Spustíme  v  bodě  C  kolmici  k  SD  a  naneseme  na  ni  ve 
smyslu  k  SD  délku  CC4  =  SD,  rozpůlíme  SCA  v  bodě  O',  pak 
opíšeme  kružnici  nad  průměrem  SC4,  tu  protíná  dle  166. 4. 
přímka  CO*  kružnici  tuto  v  bodech,  z  nichž  jeden  Ca  bodu  C 
bližší  leží  na  ose  hlavní,  druhý  Cp  na  ose  vedlejší.  Tím  jsou  osy 
^S6«,  SCp  stanoveny,  a  pokud  se  týče  délek,  jest  CCa  =  6,  CCp  =  o. 
V  podstatě  se  konstrukce  ta  shoduje   s  předcházející. 

4.  Obr.  182.  —  Dle  166.  4.  naneseme  na  kolmici  bodem  C  vede  • 
•cou  délku  SDna,  obě  strany  do  C3,  resp.  C4,  a  protneme  SCS  v  bodě 
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E  kružnicí,  kolem  S  opsanou  a  bod  C4  obsahující.  Poněvadž  osa 
hlavní  půlí  úhel  při  S  v  trojúhelníku  CSSCV  jest  osa  vedlejší 
rovnoběžná    k   C4£,    osu  hlavní   vedeme  pak    k  ní  normálně. 


Obr.  182. 


Rozpůlíme  dále  ECn  v  bode  L;  ježto  SC3  =  a  +  6,  SCA  =  a      6, 
jest  SL  =  a,  EL  —  6. 


Obr.  183. 


5.   Obr.  183.  —  Jedná-li   se   nám  též  o  ohniska  při  kon- 
strukci os,   sestrojíme  směry   os   tak,   jak  se   právě   nyní  dělo, 

J.  8  o  b  o  t  k  * :  Detkriptirni  geometrie.  1 6 
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a  protneme  osu  vedlejší  v  bodě  J  stejnosměrkou  k  SD,  bodem  C 
vedenou.  Kružnice  kolem  J  body  C3,  C4  vedená  protíná  dle  166  9 . 
osu  hlavní  v  ohniscích  Fu  Ft\  je-li  G  pata  kolmice  z  Fx  na 
tečnu  C«/,  jest  a  =  SG  a  kružnice  kolem  Ft  poloměru  a  protíná 
osu  vedlejší  v  jejích  vrcholech. 

Z  konstrukcí  provedených  poznáváme,  že  ellipsa  jest  dvojicí 
sdružených  průměrů  jednoznačně  určena. 

173.    Úloha.   Ellipsa  jest  dána  polohou  os,  jedním  bodem  T 
a  tečnou  t  v  něm,  sestrojiti  její  ohniska. 
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Obr.  184. 


Obr.  184.  —  Vedeme  v  T  normálu  ellipsy,  která  nechť 
protne  osy  v  bodech  Na,  Np,  při  čemž  značí  Np  bod  vzdá- 
lenější od  T  než  Na.  Opíšeme  nad  průměrem  TNp  kružnici  a 
protneme  ji  stejnosměrkou  k  t  bodem  Na  vedenou  v  bodě  L; 
jest  proto  ~2XU  =  TNa  .  ŤNp  a  rovná  se  tedy  dle  166. 6.  délka  ŤL 
délce  poloměru  ku  ST  sdruženého,  značí-li  opět  S  střed  ellipsy. 

Naneseme-li  tedy  na  TNa  délku  TLA  =  TL  a  protneme  SNp 
v  bodě  J  tečnou  í,  kružnice  kolem  J  opsaná  a  bodem  Lt  jdoucí 
bude  protínati  SNa  v  ohniscích  hledaných. 

174.  Úloha.  Pro  ellipsu  jsou  dány :  jeden  bod  C,  tečna  v  něm  ty 
dále  střed  S  a  poměr   m  :  n  os  2a  a  2b;  má  se   ellipsa  sestrojiti. 

1.  řešení.  —  Obr.  185.  —  Použijeme  tu  vlastnosti  dříve 
(166.  5.)  odvozené. 
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Nejprv  sestrojíme  druhý  bod  kqncový  O  průměru  CS,  uči- 
níce  SC  =  CS,  a  rozdělíme  průměr  ten  CC  vnitř  i  vně  v  po- 

měru — -T- —  body  12,,  i?r  Jsou-li  *n,  »  dány  úsečkami,  můžeme 

vésti  bodem  C"  stejnosměrku  k  ř,  na  tečnu  ť  nanésti  Cl  =  w, 
21  =  n,  C3  =  2C,  na  rovnoběžku  k  ní  zároveň  (7*4  ==♦»,  45  =  n, 
pak  přímky  52,  53  stanoví  na  CC4  body  JETa,  Hx.  Poloměr  SD 
k  SC  sdružený  mysleme  si  o  pravý  úhel  kolem  8  otočen  a  se- 
strojme polohu  otočenou  D4  bodu  D.  Bod  D*  bude  tedy  ležeti 
na  kolmici  q  se  středu  S  na  ť  spuštěné,  a  ježto  <  HÍD,H%  =  Iq, 


\ 


\  \ 


?c- 


Obr.  185. 


obdržíme  jej  v  průseku  přímky  q  s  kružnicí  nad  průměrem 
//,//,.  Střed  kružnice  této  nazveme  E.  Protíná- li  přímka  q 
kružnici  skutečně,  děje  se  to  ve  dvou  bodech  D\  D\  a  obdr- 
žíme tedy  dvě  ellipsy,  které  úloze  vyhovují.  Klademe-li  SC  =  ati 
SD'  =  6,,  SD'1  =  b\1  pak  jest  pro  jednu  ellipsu  bxn  pro  druhou 
b\  délka  poloměru  k  SC  sdruženého,  a  vzhledem  k  tomu,  že 
body  C,  C  jsou  harmonické  ku  Hu  Hv  platí  vztah  (125),  SCa 
=  S/7, .  SH2  =  SD1 .  SD\  a  tudíž  obdržíme  relaci  bxb\  =  aj. 

Provedeme  zde  řešení  ke  konci  jen  pro  první  ellipsu. 
Osy  ellipsy  jsou  stejnosměrný  s  D'H%  a  D'Ht,  čímž  jejich  po- 
loha jest  určena;  protíná-li  CD*  velkou  osu  v  Rai  malou  v  Rp, 
jest  a  =  CRfr  b  =  RaC. 

.    16* 
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Z  úměry 

H%C m  —  ti 

HxO  ~  m  +  n 

kterou  mažeme  též  psáti 

HtS  —  a,  m  —  n 


plyne 


J7.S  =  —  a, 


a  ježto  H%S.  HtS  =  al 

jest 


H.S  ^=z  —  aí . 
1  w    ' 


Proto  jest 


2  .  *8  =  .,/*.  + JS-V 
1  y  n     '    m  J 

2  .  EH,  =  aJ^- -^-\ 

1         l\n        m  f 


Označme  a?  úhel,  jejž  uzavírá  SC  s  tečnou  t  a  v  vzdá- 
lenost bodu  E  od  přímky  q.  Abychom  obdrželi  dvS  reální 
řešení  úlohy,  jest  nutno  a  postačí,  když  EHl  >  v  čili 


(m         n  \  ( m    ,    n  \ 


COS  O), 


což  dává  podmínku 


Je-li 


n        .     c» 


n         .     w 


obě  ellipsy  splynou  v  jednu. 

Z  rovnice  ftji4,  =  a*  vidíme,  že  pak  bt  =an  a  tedy  osy 
ellipsy,  která  úloze  vyhovuje,  jsou  stejnosměrné  s  přímkami, 
půlícími  úhel  (SC,  i).  Je-li 


n  j 


úloha  nepodává  řešení  reálního. 
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&  řešení.  —  Obr.  186.  —  Uspořádáme  konstrukci  takto:  Ve- 
deme kolmici  vSk  SC  a  naneseme  na  ni  Si  =fit,  S2=n;  rovněž 
na  SC  naneseme  51'  =  w,  #2'  =  »  a  vedeme  bodem  C  stejno- 
směrky  k  1'2  a  2'1;  nechť  dále  kolmice  k  SC  vedená  je  protne 
v  bodech  Ll9  L%.  Jest  tu 


n 


SLt  =  a,  — >  SL%  =  a, 


m 


m  m         '   n 

Z  toho  plyne  na  základě  vzorců  (1),  (2)  v  166. 6.,  že 
SL„  SL9  rovnají  se  úsečkám  n,,  n%  odříznutým  osami  hle- 
dané ellipsy  na  normále  její,  vztyčené  v  koncovém  bodě  D  polo- 
měru k  SC  sdruženého. 
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Obr.  186. 


Mysleme  si  nyní  provedeno  posunutí  ve  směru  DS  o  délku 
DS;  pak  se  bude  n,  krýti  s  SL^  na  s  &£,,  bod  D  splyne  s  £  a  bod 
S  splyne  s  druhým  koncovým  bodem  Dx  průměru  DS  ellipsy 
hledané;  osa  její  hlavní  přejde  do  polohy  i,2>,,  osa  vedlejší  do 
polohy  IaD,. 

Tím  dospíváme  následující  konstrukce:  Když  jsme  se- 
strojili body  L,,  L2  opišeme  nad  L^L%  jakožto  průměrem  kruž- 
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nici,  kterou  protneme  rovnoběžkou,  z  bodu  S  ku  t  vedenou. 
Jsou- li  Dl%  2)a  body  průsečné,  jsou  ellipsy  naší  úloze  vyhovu- 
jící stanoveny.  Jedna  má  SC,  SDU  drubá  SC,  SD^  za  dva 
sdružené  poloměry. 

Dokončeme  řešení  pro  první  z  nich.  Osy  její  velká  i  malá 
jsou  stejnosměrky  k  DxLxy  resp.  DtLĚi  bodem  S  vedené.  Na- 
neseine-li  na  SLÍ  úsečku  SC  =  SC,  protne  DxO  osy  ty  v  bodech 
iř«,  fy  a  jest  Ěj7=  ĎJi£=  a,  ĚJ>7=  ČFIfy  =  b. 


Obr.  187. 


175.  Sestrojení  kruinic  křivosti  ve  vrcholích  ellipsy. 

Obr.  187.  —  Budiž  A  jeden  vrchol  hlavní  ellipsy,  k  libovolná 
kružnice,  která  se  jí  ve  vrcholu  tom  dotýká.  Nechť  kružnice  ta 
seče  mimo  to  ellipsu,  a  budiž  L  jeden  bod  průsečný,  tak  že 
střed  K  kružnice  k  jest  průsečík  symmetrály  l  bodů  A,  L  s  osou 
hlavní.  Měňme  nyní  kružnici  k  tak,  aby  se  ustavičně  ellipsy 
v  bodě  A  dotýkala  a  aby  se  bod  L  blížil  ustavičně  bodu  A ;  pak 
se  bude  sečna  AL  blížiti  tečně  ellipsy  v  bodě  A  a  přímka  / 
bude  se  blížiti  normále  ellipsy  nekonečně  blízké  její  ose  hlavní; 
kružnice  k  se  pak  ustavičně  blíží  hledané  kružnici  křivosti  ka 
pro  vrchol  A  a  bod  K  středu  Ka  této  kružnice.  Je-li  průsek 
normály  nějaké  v  bodě  P  na  ellipse  s  osou  hlavní  P«,  s  osou 
vedlejší  P^,  má  platnost  relace  (166.  6.) 

PPa:PPfi  =  b*:a*; 

pro    mezní   polohu   přímky  ř,    v  níž   tato    přechází    v  normálu 
ellipsy  v  bodě  k  A  nekonečně  blízkém,   jest  P  —  A>   Pa  =  jTa, 
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Pp  =  S,  když  značí  8  střed  ellipsy,  a  KaA  rovná  se  poloměru 
r,  kružnice  ka.  Obdržíme  tedy  z  uvedené  úměry  vztah 

AKa  :AS=b*:  o* 
v.  něhož  plyne 

b9 
r>=T'  0) 


Provedeme -li  obdobnou  úvahu  vzhledem  k  vrcholu  vedlej- 
šímu B,  blíží  se  pak  l  ustavičně  ose  vedlejší,  a  kružnice  do- 
tyčná se  blíží  ustavičně  kružnici  křivosti  fy,  střed  její  středu 
křivosti  Kp  ellipsy  pro  vrchol  B.  V  mezích  úměra  uvedená 
přejde  v  novou,  kterouž  obdržíme,  kladouce  P  =  By  P«  =  Sy 
Pp  =  Kp,  totiž 

BS:BKfi  =  b*:a*. 

Označíme-li  rt  poloměr  KpB  kružnice  hledané,  obdržíme 
z  poslední  úměry 


a* 


Sestrojíme  pak  body  Ka%  Kp  takto.  Sestrojíme  nejprve 
obdélník  ASBB  a  spustíme  kolmici  s  R  na  AB%  která  již  seče 
osy  &4,  55  v  žádaných  středech  křivosti  ÁTai  JE^. 

Neboť  z  podobnosti  trojúhelníka  JlSP  jednou  s  trojúhel- 
níkem RAKa,  po  druhé  s  trojúhelníkem  KpBR  vycházejí  úměry 

AS  :  SB  =  AR  :  KaA,    AS  :  SB  =  KpB  :  BR, 

z  nichž  obdržíme 

2Ta4  =  — »     JT^P  =  -jr- 
a  '  o 

176.  Grafické  sestrojení  ellipsy. 

Obr.  188.  —  Aby  se  křivka  nějaká  pokud  možno  přesně 
graficky  vyjádřila,  jest  žádoucno  pro  ni  sestrojiti  jistý  počet 
význačných  bodů,  jejich  tečny,  po  případě  i  středy  křivosti, 
při  čemž  se  bére  zřetel  hlavně  k  takovým  konstrukcím,  při  nichž 
počet  operací  jest  pokud  možná  malý.  Poukážeme  k  takovým 
konstrukcím  při  ellipse  e,  pro  niž  vyjádříme  kvadrant,  určený 
poloosami  SA,  SB. 

Sestrojíme,  jak  bylo  právě  uvedeuo,  body  Ka>  Kp-  Budiž  7 
bod  AB.KaKp.  Vedeme  přímku  SR  a  přímku  5£půlící  pravý  úhel 
ASB,  jakož  i  přímky  SR^  SO  k  nim  vzhledem  k  osám  ellipsy  sou* 
měrně  položené.  Kružnice  vrcholová  Tilavní  seče  SR  v  bpdě  J&  SE 
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v  bodě  D*.  Vedeme  bodem  J  rovnoběžky  k  ose  hlavní  i  vedlejší. 
První  z  nich  seče  SE  v  bodě  Ey  náležejícím  ellipse ;  druhá  seče  osu 
hlavní  v  bodě  P,.  Kolem  tohoto  bodá  opíšeme  kružnici  polo- 
měru AV,  která  seče  JVl  ve  dvou  bodech  C,  C\  náležejících 
rovněž  ellipse,  a  úsečku  SVt  seče  v  bodě  Cv  Přímka  CCl  jest 
normálou  ellipsy  v  bodě  C.  Dále  vedeme  rovnoběžku  ku  přímce 
KaKp  bodem  C\,  která  prochází  bodem  J  a  seče  osu  vedlejší 
v  bodě  Er  Přímka  EEX  jest  normálou  ellipsy  v  bodě  E. 

Nechť  obě  normály  se  pro- 


v>; 


vf 


— — ^-j--\ ? 


R 


tnou  v  bodě  E%.  Bod  ten  leží 
na  kolmici  SE%  k  SR;  mimo  to 
jest  EXE  iSCa  ~EĚ%  =  SC. 
Rovnoběžka  bodem  Dl  k  ose 
vedlejší  seče  SK  v  bodě  Z>,  ná- 
ležejícím rovněž  ellipse;  nor- 
mála toho  bodu  jest  kolmá 
k  SRt.  Označíme-li  C\  bod, 
v  němž  SRl  protíná  normálu 
CC,,  jest  C%C  =  SE  a  tedy 
C£||4B. 

Přímka  SC  seče  normálu 
C6\  v  bodě  C0,  přímka  &Ef 
seče  normálu  bodu  D  v  bodě 
DQ ;  proti ná-li  normála  EE%  osu 
54  v  bodě  s  a  učiníme-li  ^^ 
=  črt,  kdež  G  značí  průsečík 
přímky  SG  s  normálou  JSJ?, 
obdržíme  bod  E0. 

Body    C0,    2)0,    J?0    jsou 
středy  křivosti  ellipsy  příslušné 
bodům  C,  2),  E. 
Důkaz. 

1.  Trojúhelník  ST^J"  jest  shodný  s  trojúhelníkem  BFK, 
ježto  trojúhelníky  ty  jsou  si  podobny  a  přepony  jejich  se  sobě 
rovnají;  proto Vlt/ =  VR. 

Z  podobných  trojúhelníku  A VR,  BSAjde,  že  AV:  VR—  b:a; 
poněvadž  jsme  seznali,  že  VR=  VxJy  a  dříve  jsme  učinili  VxCz=zAV, 
má  platnost  úměra  VXC :  VxJ—b  :  a;  tedy  bod  C  leží  na  ellipse  e. 
Dále  nechť  tečna  v  Jk  hlavní  kružnici  vrcholové  e*  ellipsy  e  seče 
SA  v  bodě  Jx ;  pak  jest  patrně  trojúhelník  SJJX  shodný  s  troj- 
úhelníkem BRA,  pročež    VxJx*=lAV  a    tedy  tečna  ellipsy  CJt 


Obr.  188. 
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jest  k  osám  jejím  stejně  nakloněna,  následkem  čehož  jest  CCt 
normálou  ellipsy.  Průměr  SC  jest  k  CCl  sdružen  vzhledem 
k  ellipse,  poněvadž  tečna  k  ní  v  O  jest  též  k  oběma  osám 
jejím  stejně  nakloněna;  průměr  ten  seče  tedy  normálu  CCX  ve 
středu  C0  tětivy  na  ní  ležící ;  poněvadž  tětiva  ta  jest  antiparal- 
lelní  k  tečně  v  bodu  C,  proto  protíná  ellipsu  mimo  v  C  dále 
ještě  v  bodě  ležícím  též  na  kružnici  křivosti  bodu  C  (162).  Proto 
jest  bod  C0  sám  již  středem  řečené  kružnice. 

Přímka  SBl  seče  normálu  CC1  v  bodě  C2,  vzhledem  k  němuž 
má  platnost  SCq  =  a  —  &,  kdežto  CC%  rovná  se  poloměru  ellipsy, 
jenž  jest  k  SC  sdružen  (166.  4.)  a  tedy  uzavírá  s  osami  ellipsy 
stejné  úhly,  tak  že  vskutku  C%C  —  SE  a  EC\\SC%  \\  AB. 

2.  Mějme  na  kružnici  eé  bod  E\  jehož  úsečka  SE^  vzhledem 
k  osám  SA,  SB  rovná  se  VtJ,  pak  bude  pořadnice  jeho  E\E* 
rovnati  se  SV1%  poněvadž  trojúhelník  SE1E  jest  shodný  s  troj- 
úhelníkem JVXS.  Pro  bod  E  na  ellipse,  příslušný  bodu  £',  bude 

E\E:E'íE'  =  b:a 
a  tedy 

E\E:E\E'=  VXJ  \SVX\ 

ježto  však  jest  E1E,=zSVv  proto  též  jest  E\E  =  VXJ,  tedy 
úsečka  i  pořadnice  bodu  E  rovnají  se  VXJ\  proto  bod  E,  v  němž 
seče  rovnoběžka  bodem  JkSA  vedená  přímku  SD',  náleží  ellipse. 
Úhel  E'SE\  rovuá  se  úhlu  BAB,  proto  jest  SE  ±  AB  a  přímka 
SEt  k  SE  vzhledem  ku  SA  souměrně  položená  a  tedy  k  SR 
kolmá  seče  normálu  ellipsy  bodu  E  příslušnou  v  b9dě  E2  tak, 
že  SE%z=a  —  b.  Bodem   tím  prochází  také  normála  CCX;  neboť 

<  EXSE*  =  <  ASR, 
a  dříve  jsme  seznali,  že 

<  C9SA  =  <  ASB, 

tak  že  přímky  SC^,  SE2  leží  souměrně  vzhledem  k  SG,  a  poně- 
vadž jest  SE%  =  SC2,  proto  jest  přímka  CqE2  normální  k  SG 
a  splývá  tudíž  s  CCr  Nechť  tečna  ke'  v  bodě  E4  seče  SA 
v  bodě  E".  Patrně  jest  trojúhelník  E'E\EU  shodný  s  trojúhel- 
níkem BVKp.  Proto  jest 

E\E"=VKfi; 
dále  jest 


EE\  :E\E"  =  RV:  VKP 
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a  tedy  vzhledem  k  trojúhelníkům    VRA,  VKpB  podobně  polo- 
ženým 


Poněvadž 


EEX  :ExE"  —  AVi  VB. 


SVX  =  VB,      VXC*  =  AV, 

proto  jest  se  zřetelem  na  poslední  úměru  tečna  EE"  ellipsy 
v  bodě  E  rovnoběžná  ku  průměru  SC4  a  tedy  normála  EE%  jest 
kolmá  k  SC  Mimo  to  jest   Ě^Ě  =  SO  =  SC  (166.  4.). 

Přímka  SC  seče  normálu  EEt  v  bodě  y.  Poněvadž  úhly 
SEG  a  GSď  se  sobě  rovnají,  a  rovněž  i  úhly  ESC,  CSG  jsou 
sobě  rovny,  jest  ESy  rovnoramenný  trojúhelník  a  ježto  ESG 
jest  trojúhelník  pravoúhlý  při  S,  proto  jest  tedy  Ey  =  Sy  =  yG. 

Vedeme-li  tudíž  (obr.  189.) 
bodem  E  rovnoběžku  k  SC,  až 
protne  ona  přímku  SG  v  bodě  Z/, 
pak  kolmice  v  H  k  EH  protne 
normálu  EE%  ve  středu  E0  kružnice 
křivosti  příslušném  bodu  £(162). 
Mysleme  si  středem  S  kolmici 
k  EHt  která  by  proťala  EEX 
v  bodě  0\  poněvadž  jest  S  středem 
úsečky  GH,  jest  též  O  středem 
úsečky  E0G.  Bod  O  jest  však 
zároveň  středem  úsečky  Exs.  Leží 
totiž  úhly  yEEx\  ySEx*  souměrně 
vzhledem  ku  přímce  E^y.  První 
z  nich  rovná  se  <  OFxS,  druhý 
přejde  otočením  kolem  S  o  úhel  pravý  do  polohy  OSE„  tak  že 
trojúhelník  SOEl  jest  rovnoramenný.  Proto  musí  býti  též 
EXE0  =  Gs. 

Přímka  JCX  jest  (obr.  188.)  kolmá  k  JJ3,  poněvadž 
Cx  VA  :  VXJ=  b  :  a.  Značíme-li  E\  patu  kolmice  z  £  na  SB,  jsou 
dále  trojúhelníky  EE%E^  C*VXS  podobny,  z  čehož  plyne  úměra 

CiV1  \EE?i—  VXS:E\EX, 

z  kteréž  obdržíme  úměru  další 

b:a  =  VxSiE^Ex. 

Seče-li  přímka  JCX  osu  SB  v  bodě  E„  pak  z  trojúhelníka 
JE9E+  plyne 

V\S  :  E%Em  =  b:a. 


Obr.  189. 
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Srovnáním    posledních    dvou    úměr    obdržíme    E\E0=:  2?',/?,. 
Splývá  tudíž  bod  E+  s  bodem  Et. 

3.  Normála  v  bodě  D  jest  kolmá  k  SBt  čili  rovnoběžná 
s  KaK(i-  Když  na  SG  naneseme  SQ%  =  a  —  6,  pak  leží  Ot 
na  normále  té  a  6ř,D  =  Si),  poněvadž  poloměr  k  SD  sdružený 
rovná  se  SD.  Kružnice  křivosti  pro  bod  D  prochází  též  druhým 
koncovým  bodem  D^  průměru  na  SD  položeného.  Proto  přímka 
SE2  k  SD  kolmá  seče  normálu  DG  ve  středu  křivosti  D0 
příslušném  bodu  D. 

Obecné  průměty  parallelní  kružnice  a  ellipsy;  konstrukce 

na  nich  založené. 

177.  Průmětem  paralldnim  kružnice  jest  ellipsa. 

Pro  průmět  orthogonální  jsme  správnost  věty  této  již  do- 
kázali (156),  abychom  též  pro  průmět  kosoúhlý  důkaz  pro- 
vedli, stačí,  když  dokážeme,  že  buďto  průmět  kosoúhlý  V 
kružnice  k  lze  považovati  za  průmět  orthogonální  kružnice  jiné 
A1?  aneb  že  lze  naopak  křivku  k'  samu  tak  přemístiti,  že  ortho- 
gonálnrprůmět  její  do  dané  průmětny  jest  opět  kružnice. 

Obr.  190.  —  Za  tím  účelem  sklopme  kružnici  A,  mající 
střed  v  bodě  O,  do  (Jo).  Sklopení  to  jest  v  poloze  affinní  s  prů- 
mětem k4  pro  (O)  O*  jakožto  směr  a  pro  stopu  ri  roviny  R,  v  níž 
kružnice  *  leží  jakožto  osa  affinity.  Položme  body  (O),  O',  kruž- 
nici t;,  mající  t\  za  průměr  a  protínající  r\  v  bodech  -X,  Y\  střed 
její  budiž  S.  Je-li  (O)  (A)  poloměr  kružnice  (/;)  délky  r  stejno- 
směrný s  ri,  přísluší  k  němu  v  ké  úsečka  O4  A4  s  ním  stejné  délky 
a  stejnosměrná ;  rovněž  tak  k  poloměru  (O)  (B)  kružnice  (A)  na  S  (O) 
ležícímu  přísluSí  úsečka  04£4  stejné  délky  r  na  přímce  SO*  (144). 
Poloměru  (0)(V)  rovnoběžnému  s  (A)(B)  přísluší  úsečka  0'F' 
na  stejnosměrce  k  AéB4.  Přímky  (O)  (V),  O4 V4  protínají  se  na  ose  ri 
v  jednom  bodě  X  kružnice  v;  jsou  to  přímky  té  vlastnosti,  že 
kolmici  k  jedné  z  nich  přísluší  kolmice  ke  druhé.  Kdyby  byl 
průmět  k1  ellipsou,  pak  by  přímky  XO\  YO1,  průměrům  X(0), 
Y(O)  kružnice  (k)  příslušné,  byly  patrně  jejími  osami;  pak  by 
křivka  k'  musila  býti  v  orthogonálně  affinní  poloze  s  kružnicí 
kl9  opsanou  kolem  O4  poloměrem  O4 V  pro  přímku  O4 V4  jakožto 
osu  affinity.  Tak  jest  skutečně,  jak  z  následující  úvahy  seznáme. 

Protínají-li  totiž  kolmice  s  bodů  A4,  B4  na  O4  V4  kružnici  kl 
v  bodech  A0,  i?0,  ležících  s  nimi  na  př.  na  téže  straně  přímky  OT', 
pak  jest   AoO4B0   rovnoramenný  trojúhelník,    a   plynou   tu  po 
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sobě  rovnosti 

O'A0  :  A0B0  =  O' V  :  A'B'  =  (O)  (V)  :  (A) (B)  =  (O)  (4)  :  (^)(B). 

Srovnáme- li  tu  první  poměr  s  posledním,  vidíme,  že  strany  troj- 
úhelníků 400'5OI  Oá)(0)(£)  jsou  sobě  úměrné;  trojúhelníky  ty 
jsou  proto  podobné  v  poměru 

0'A* 


{0){AJ-h 
Jest  tedy  <  A0O'B0  =  <  (A)(0)(B). 


(1) 


Obr.  190. 


Odvoďme  si  nyní  ke  h1  křivku  orthogonálně  affinní  k0  pro 
0'X  jakožto  osu  affinity  tak,  aby  trojúhelníku  A'OéB4  příslušel 
trojúhelník  AoO'B0.  Vztahujme  za  tím  účelem  kružnici  (Je)  ku 
přímkám  (0)(^4),  (O)  (5),  jakožto  osám  souřadným,  pomocí  sou- 
řadnic parallelních,  rovněž  tak  k'  ku  přímkám   0*A\  0'B'  a  fc0 
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ku  přímkám  OéA0,  04B0.  Budiž  (L)  libovolný  bod  na  (A);  dále  L' 
jemu  příslušející  bod  na  k*  v  první  poloze  affinní  a  L0  bod  na  k0 
příslušející  bodu  L*  v  druhé  poloze  affinní.  Souřadnice  bodu  (L) 
vzhledem  k  osám  souřadným  (O)  (A),  (0)(E)  označme  x,  y, 
bodu  L4  pak  vzhledem  k  0éA\  0'B4  označme  oís  y4  a  bodu  L0 
vzhledem  k  O4A0,  04B0  konečně  x0,  y0.  Patrně  jest  xf  =  x,  yé  =  y, 
dále  x0 :  xf  =  0'j40  :  0'-á'  a  vzhledem  k  (1)  tedy  a?0  =  te;  ob- 
dobně máme  y0:  y4  =.  O4B0  :  0'U',  z  čehož  zase  plyne  y0  =  ly. 
Z  toho  vidíme,  že  útvar  k0  jest  s  (k)  podobný  v  poměru  JL 
Křivka  &0  jest  následkem  toho  kružnicí,  mající  s  A,  střed  O' 
a  body  -á0,  J?0  společný.  Jest  proto  k0  =  kr  Naopak  lze  vy- 
tčenou orthogonálni  polohou  affinní  kružnici  kx  převésti  v  křivku 
k';  proto  jest  tato  křivka  ellipsou  (156),  mající  O4  V4  za  poloosu; 
je-li  to  poloosa  větší,  pak  lze  kx  považovati  za  sklopení  kruž- 
nice k,  kterou  lze  orthogonálně  do  k4  promítnouti;  je-li  to  však 
menší  poloosa,  pák  lze  k4  kolem  této  otočiti,  že  průmět  její  jest 
kružnice  £,. 

Tím  jest  věta  naše  dokázána. 

178.  Naopak  lze  ellipsu  vždy  promítnouti  parallelně  do 
dané  roviny  Pí  tak,  aby  průmětem  byla  kružnice.  Abychom  to 
seznali,  ukažme  nejprv,  že  lze  každou  ellipsu  (k)  přeměniti  po- 
mocí polohy  affinní  v  kružnici  pro  danou  přímku  r\  jakožto 
osu  affinity. 

Obr.  191.  —  Protíná-li  přímka  r\  jednu  z  os,  na  př.  osu 
hlavní  ellipsy  v  bodě  X,  osu  vedlejší  v  bodě  F,  opišme  nad  prů- 
měrem XY  kružnici  v.  Budiž  dále  (O) (V)  jedna  poloosa  hlavní 
ellipsy  (k)  a  (O)  (A)  jeden  její  poloměr  stejnosměrný  s  ri- 
Středem  (O)  ellipsy  veďme  k  (A) (V)  stejnosměrku,  až  protne 
ri  v  bodě  O, ,  a  zvolme  na  t;  bod  O'  tak,  aby  tětiva  XO4  rovnala 
se  XOj.  Pak  můžeme  tvrditi,  že  v  poloze  affinní  pro  osu  affi- 
nity ri,  v  níž  k  bodu  (O)  přísluší  bod  0't  ellipse  (k)  příslušeti 
bude  kružnice.  PřísluŠí-li  tu  vrcholu  (F)  ellipsy  bod  F',  jest 
X04:0'V  —  X(0):(0)(V)  čili  vzhledem  ku  podobným  troj- 
úhelníkům XOx(0\  (O) (A) (V) 

XO':04V'  =  XOl  :(0)(A). 


Proto  jest  04V'  =  (0)(A).  Opišme  nyní  kolem  O'  kruž- 
nici k4  poloměru  (O)  (A),  procházející  tedy  bodem  V\  a  hledejme 
přináležející  jí  v  dané  poloze  affinní  útvar  (A,).  Dle  předchá- 
zejícího výkladu  to  bude  ellipsa,  v  níž  (O) (V)  bude  poloosa 
hlavní;  je-li  O4 A4  poloměr  kružnice   v  stejném  smyslu  stejno- 
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směrný  s  (O)  (A),  pak,  ježto  0'A'  =  (O)(A\  bodu  A'  na  *'  při- 
náleží v  (£,)  bod  (A).  Z  toho  jest  zřejmo,  že  ellipsa  (AJ  prochází 
též  bodem  (A).  Jelikož  ale  ellipsa  libovolným  na  ní  ležícím  bodem 
a  jednou  osou,  úplně  stanovenou,  jest  dokonale  určena  (158),  proto 
musí  (*,)  =  (&),  Přísluší  tedy  naopak  v  afíinní  poloze  vytčené 
ellipse  (k)  kružnice  ká. 


Obr.  191. 


Ježto  jsme  mohli  délku  XOt  nanésti  jakožto  tětivu  kruž- 
nice v  též  do  polohy  XO"  k  XOá  souměrné  vzhledem  k  n%  ob- 
držíme výsledek,  že  kružnice  ke  k'  vzhledem  k  n  souměrně 
položená,  taktéž  leží  v  afíinní  poloze  s  (i)  pro  *i  jakožto  osu 
affinity. 

Abychom  promítli  ellipsu  k  do  průmětny  Pí  v  kružnici, 
sklopíme  ji  do  (A)  a  odvodíme  kružnici  &'  středu  O'.  Podává  pak 
přímka  00*  příslušný  směr  promítání;  Obdržíme  tedy  dva  směry, 
v  nichž  lze  ellipsu  promítnouti  do  dané  roviny  v  kružnici.  Při 
tom  se  střed  ellipsy  promítá  v  střed  kružnice,  a  libovolné  dva 
sdružené  průměry  ellipsy  promítají  se  ve  dva  kolmé  průměry 
kružnice. 

179.  Nyní  můžeme  vysloviti  větu: 

Průmětem  parallelním  ellipsy  jest  obecně  tase  ellipsa. 
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Budiž  k*  průmětem  takovým  dané  ellipsy  k ;  promítněme  k 
do  dané  průmětny  Pí  znovu  v  kružnici  A".  Máme  tedy  v  P%  dva 
průměty  parallelní  k\  k"  téže  křivky  rovinné ;  o  těch  víme,  žfr 
jsou  v  poloze  affinní  (101),  a  affinní  polohou  přechází,  jak  jsme 
právě  dokázali,  kružnice  v  ellipsu ;  proto  jest  *'  ellipsou.  Z  věty 
té  plyne  další  věta: 

Ellipse  přináleii  polohou  affinní  obecně  opět  ellipsa. 

V  rovině  P  buďtež  tedy  e'  daná  ellip9a  a  e"  útvar  jí  v  poloze 
affinní  přináležející.  Víme,  že  útvary  e',  e"  lze  považovati  za  různé 
průmětny  parallelní  téhož  útvaru  e,  obsaženého  v  libovolné  rovině 
R,  která  prochází  osou  affinity*  Naopak  lze  e  považovati  za 
průmět  parallelní  ellipsy  e'  do  roviny  R,  pročež  jest  křivka  e 
ellipsou,  a  tedy  též  průmět  její  parallelní  e"  jest  ellipsou,  jak 
bylo  tvrzeno. 


Obr.  192. 


180.  Když  jsme  převáděli  danou  ellipsu  affinní  polohou 
v  kružnici,  tu  jsme  v  předcházejícím  osu  affinity  libovolně  zvolili, 
čímž  směr  affinity  dvojznačně  byl  určen.  Můžeme  však  naopak, 
chtíce  k  ellipse  dané  k  odvoditi  kružnici  ké  affinně  položenou^ 
voliti  směr  affinity  libovolně,  a  mimo  to  na  přímce  směru  toho, 
středem  O  ellipsy  procházející,  ještě  střed  O'  kružnice  taktéž 
libovolně,  a  pak  jest  osa  affinity  rovněž  dvojznačně  stanovena. 

Obr.  192.  —  Vedeme- li  tečny  k  ellipse  k  rovnoběžně 
se  směrem  affinity,  pak  jest  k'  kružnice  kolem  bodu  O1  jakožto 
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středu  opsaná  a  dotýkající  se  tečen  těch.  Budiž  dotyk  jedné 
z  těchto  tečen  s  ellipsou  k  v  bodě  ias  kružnicí  k4  v  bodě  A\ 
Buďtež  By  Bx  body  průsečné  přímky  OO4  s  ellipsou  a  B4  jeden 
bod  průsečný  téže  přímky  s  kružnicí.  Stanovme  nyní  polohu 
affinní  tak,  aby  trojúhelníku  AOB  příslušel  trojúhelník  AWB'; 
pak  bude  ellipse  fc,  mající  0-4,  OB  za  sdružené  poloměry,  při- 
náležeti ellipsa,  mající  O1  A',  0'B*  za  dva  sdružené  poloměry; 
ježta  však  O' A'  JL  0'B4  a  OB4  =  0'A4,  ellipsa  ta  bude  totožná 
«  kružnicí  kf.  Osa  ařfinity  spojuje  bod  R  =  O  A  .  CM'  s  bodem 
j4LB  .  A4B4.  Druhou  možnou  polohu  affinní  mezi  iať  obdržíme 
patrně,  když  trojúhelníku  AOBí  přiřadíme  trojúhelník  AWB*. 
Osa  ol  pro  tuto  polohu  prochází  rovněž  bodem  R  a  pak  bodem 
ABX  .  A'B*. 

Obdobně  se  stanoví  poioha  affinní  dvou  ellips,   které  mají 
dvě  rovnoběžné  tečny  společné. 


«/"--- --" 


Obr.  193. 

181.  Úloha.  Ellipsa  jest  dána  dvěma  sdruienými  poloměry  SA} 
SB]  sestrojiti   kružnici   k4  k  ni  affinně  poloienou  pro   danou  osu 

nffinity  r. 

Obr.  193.  —  Protneme  r  přímkou  SA  v  Au  přímkou  SB  v  Bx 
a  opíšeme  nad  průměrem  AlBl  kružnici  l  středu  G,  na  níž  patrně 
bude  ležeti  střed  kružnice  k?t  poněvadž  k  úhlu  ASB  musí 
náležeti  úhel  pravý  4'S'5'.  Poněvadž  dále  trojúhelník  4'£'S' 
bude  pravoúhlý  rovnoramenný,  bude  ku  průměru  ellipsy  h  rov- 
noběžnému  k  AB   náležeti  průměr  h'   kružnice  &',    uzavírající 
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s  Afl  úhel  rovnající  se  t?;   ježto   úhel   tento  jest  obvodový 

v  kružnici  Z,  proto  jeho  úhel  středový  jest  pravý.  Jeli  tedy  GJ 
jeden  nebo  druhý  poloměr  kružnice  l  kolmý  k  ose  afíinity,  pro- 
chází h'  bodem  J  a  bodem  h.r.  Tím  jest  průměr  h1  kružnice  k* 
stanoven.  Druhý  bod  průsečný  průměru  toho  s  l  jest  středem  S' 
kružnice  k*.  Stejnosměrka  bodem  A  k  směru  afíinity  SS'  protíná 
přímku  S,Ai  v  bodě  Aé  kružnice  k1,  čímž  jest  tato  úplně  stanovena. 

182.  Seznali  jsme,  že  ellipsu  lze  proměniti  affinní  polohou 
v  kružnici,  při  čemž  lze  osu  afíinity  ještě  libovolně  zvoliti; 
ke  dvojicím  sdružených  průměrů  v  ellipse  náležejí  dvojice 
kolmých  průměrů  v  kružnici.  Z  toho  plyne  věta: 

Sestrojíme-li  v  rovině  nad  úsečkami,  které  dvojice  sdružených 
průměrů  ellipsy  na  libovolné  přímce  utínají,  jakožto  průměry  křivky 
kruhové,  tyto  křivky  vesměs  procházejí  dvěma  pevnými  body. 


Obr.  194. 

Body  ty  jsou  středy  kružnic  s  ellipsou  affinně  položených 
pro  onu  přímku  jakožto  osu  afíinity.  Z  toho  plyne: 

Kdy  i  ellipsa  má  dvě  dvojice  k  sobě  kolmých,  sdružených  prů- 
měrů, libovolné  dva  průměry  sdružené  jsou  k  sobě  kolmé,  a  ellipsa 
přechází  v  kružnici. 

Pomocí  věty  právě  uvedené  můžeme  řešiti  na  př.  následu- 
jící úlohu. 

J    Sobotka:  Dcgkrlptlvní  geometrie.  1" 


<J 
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V  dané  rovině  R  jest  určena  ellipsa  k  polohou  dvou  sdružených 
průměrů  w,  n,  jedním  bodem  P  a  tečnou  v  něm  p ;  mimo  to  jest  dán 
průmět  S*  jejího  středu  do  dané  roviny;  moji  se  sestrojiti  osy  prů- 
mětu jejího  k4  ve  směru  SS4. 

Obr.  194.  — -  Danou  ellipsu  k  sklopíme  do  (Je)  a  odvodíme 
si  ku  (&)  kružnici  k"  affinně  položenou  pro  stopu  ri  dané  roviny 
R  jakožto  osu  affinity.  Protneme  přímky  w,  n  osou  ri  v  bodech 
Mi,  Ni  a  opíšeme  nad  průměrem  MjNj  kružnici;  vedeme  ku  (p) 
průměr  v  (k)  rovnoběžný  a  protínající  ri  v  bodě  L;  průměr  ten  je 
sdružen  ku  průměru  (P)  (S),  který  protíná  r\  v  bodě  Lx ;  proto 
jsou  průsečné  body  kružnice  opsané  nad  průměrem  LLX  s  kruž- 
nicí prvé  sestrojenou  středy  kružnic,  ku  (k)  a  ku  k4  zároveň 
affinně  položených.  Zvolme  jeden  z  těchto  bodů  £"  a  odvoďme 
příslušnou  kružnici  k".  Přímka  Lfi"  přísluší  ku  průměru  Lt  (Pj; 
proto  rovnoběžka  k  S"(S)  bodem  (P)  vedená  protíná  přímku  /,,£ 
v  bodě  P";  pro  kružnici  k"  známe  tedy  střed  S"  a  jeden  bod  P"; 
jest  tedy  stanovena.  Nyní  si  odvodíme  ellipsu  žádanou  V 
jakožto  útvar  ku  k"  affinně  položený  pro  směr  affinity  S"S'. 
Vedeme  tedy  body  S",  S4  kružnici  Z,  mající  ri  za  průměr;  ta 
protne  r\  v  bodech  X,  Y,  a  XS',  YS'  jsou  osy  ellipsy  k\  jež  pří- 
slušejí  ku  průměrům  XS",  YS"  v  kružnici  k".  Koncovým  bodům 
A'\  B"  průměrů  XS",  YS"  na  k"  náležejí  pak  vrcholy  A\  F 
na  XS\  YS\  při  čemž  A"A'\\  P"5'||  S"S'. 

183.  Úloha.  Sestrojení  os  ellipsy  (172)  ze  dvou  sdruiených 
průměrů  pomocí  obecné  polohy  affinní. 

Obr.  195.  —  Buďtež  SA  —  a,,  SB  =  6,  dva  sdružené  polo- 
měry ellipsy  k.  Převeďme  ellipsu  pomocí  polohy  affinní  v  kruž- 
nici kf  tak,  že  zvolíme  tečnu  r||S-á  v  bodě  B  k  ellipse  za  osu 
affinity.  Tu  kružnice  k4  bude  se  též  dotýkati  přímky  r  v  bodě  B. 
Poloměru  SA  bude  příslušeti  poloměr  stejnosměrný  kras  ním 
stejně  dlouhý ;  jest  z  důvodu  toho  poloměr  kružnice  k4  roven  SA, 
Naneseme-li  tedy  na  kolmici  k  SA  bodem  B  vedenou  na  obe 
strany  délku  Sil,  obdržíme  středy  S',  S"  kružnic  V,  *",  ku  * 
affinně  položených;  příslušné  směry  affinity  jsou  S4S  a  S"$> 
V  obrazci  jest  vyjádřena  kružnice  k4  na  téže  straně  osy  r  jako 
ellipsa  k.  Kružnice  i,  mající  r  za  průměr  a  procházející  body 
S\  S,  tedy  i  bodem  S",  protíná  r  v  bodech  X,  Y,  náležejících 
osám  XS,  YS  ellipsy.  Je-li  V4  jeden  koncový  bod  průměru  kruž- 
nice k1  na  XS4,  protíná  V'V\\  S'S  přímku  XS  v  jednom  vrcholu  1' 
ellipsy;    obdobně    lze    obdržeti    ostatní    její    vrcholy.    Je-li  P 


i 
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vrcholem  na  větší  ose  XS  a  V  vrcholem  na  menší,  klaďme  jako 

vždy  SV=za,  SU  =  b. 

Patrně  jest  pak 

SX        SV        a 


S'X~  S'V—  a, 

SY       SV  _b_ 

a, 


(2) 


S'Y  —  SU'  "    ^ 

Především  vidíme,  že  osy  ellipsy  XS,  YS  půlí  úhly,  uza- 
vřené přímkami  S'5,  S"8,   a  to,   jak  z  dalšího  seznáme,   hlavní 


>j^»» 


\- —--i 

Obr.  195. 

osa  půlí  onen  úhel,  jenž  jest  vnitřním  v  trojúhelníku  &S"S. 
Použijeme-li  věty  Ptolemaeovy  na  čtyřúhelníky  X&SS",  YSS'S", 
obdržíme  relace: 


XS' .  SS"  +  XS"  .  SS'  =  XS .  &S", 


S"Y  .  SS'  +  YS .  WS"  =  SS"  .  ys: 
Z  prvé  plyne 


SS"  +  SS'  = 


anebo  vzhledem  k  (1) 


XS 
XŠ' 


S'S", 


SS"  +  SS'  =  2a; 


(3) 


17* 
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z  druhé  plyne  pak 


SS"  —  SS'  = 


YS 


S'S'\ 


anebo  vzhledem  k  (2) 


tak  že 


SS"  —  SS'  =  26, 


(4) 


SS"  =  o  +  b,  SS'  =  a  -  b. 

v 

Ze  hlavní  osa  leží  na  přímce  XS  půlící  vnitřní  úhel  pří  S 
v  trojúhelníku  SS'S",  vysvítá  z  toho,  že  délka  SV=a  na  přímce 
té  jest  vzhledem  k  (3)  a  (4)  větší  než  délka  SU  =  b. 

Tím  dospíváme  výsledku  totožného  jako  při  konstrukci 
dříve  odvozené  (172.  4). 


^JL-ifi.-^ 


Obr.  196. 

184.  Sestrojení  ellipsy  ze  dvou  sdružených  průměrů.  (1.  způsob.) 

Obr.  196.  —  Buďtež  AB,  CD  dané  průměry  sdružené.  Opišme 
nad  AB  jakožto  průměrem  kružnici  &,,  již  uvedeme  v  aífínní 
polohu  se  žádanou  ellipsou  k,  při  čemž  zvolíme  AB  za  osu  affi- 
nity.  Je-li  SCX  jeden  z  poloměrů  kružnice  kx  kolmých  ku  AB, 
jest  CXC  jedním  možným  směrem  affinity.  Vedeme-li  libo- 
volnou tětivu  EXFX  v  kx  kolmou  k  ose  affinity,  náleží  k  ní 
v  ellipse  tětiva  stejnosměrná  s  CD9  procházející  bodem  EÍF1  .AB. 
Mimo  to  jest  EEX  \\FFX  \\CG\. 

Takto  můžeme  sestrojiti  libovolný  počet  bodů  na  ellipse 
k.  Abychom  sestrojili  tečnu  k  ellipse  v  bodě  některém  E,  pro- 
tneme tečnu  v  Ex  ke  kružnici  přímkou  AB]  bod  průsečný 
náleží  již  hledané  tečně. 


j 
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Abychom  dále  sestrojili  tečny  t,  v  z  libovolného  bodu  U 
k  ellipse,  sestrojíme  nejprv  k  bodu  V  bod  Ux  affinně  přidružený, 
z  Uj  vedeme  tečny  ř,,  vx  ku  i,  a  určíme  jejich  body  dotyčné  T,, 
F2 ;  z  těch  obdržíme  přechodem  od  ki  ku  A  ve  vytčené  poloze 
affinní  žádané  tečny  č,  v  a  body  jejich  dotyku  T,  F. 

Máme-li  sestrojiti  tečny  ku  &,  stejnosměrné  s  danou 
přímkou  m%  vedeme  na  př.  bodem  C  přímku  «||m,  jí  přísluší 
v  affinitě  přímka  n1  bodem  Cx  procházející,  k  níž  rovnoběžně 
vedeme  tečny  ke  kružnici  &,,  z  nichž  se  zase  žádané  tečny 
známým  způsobem  odvodí. 

185.  Sestrojiti  průsečné  body  P,  Q  přímky  p  s  ellipsou  danou 
dvěma  sdruienými  průměry  AB,  CD. 


Obr.  197. 

Obr.  197.  —  Ustanovíme  jako  prve  polohu  affinní  dané 
ellipsy  k  s  kružnicí  kx  nad  AB  jakožto  průměrem.  Stejnosměrce 
k  AB  bodem  C  přísluší  pak  stejnosměrka  k  ní  bodem  Cx.  Pro- 
tíná-li  první  z  nich  p  v  bodě  Jř,  protneme  druhou  přímkou 
JSiř,  ||  CCt  v  bodě  Bv  a  přímka  px  příslušející  přímce  p  spojuje 
bod  Rx  s  bodem  p.AB;  od  bodů  Pn  Qx,  v  nichž  p,  protíná 
kružnici,  vedeme  rovnoběžky  ke  směru  affinity,  čímž  obdržíme 
na  p  body  žádané  P,  Q. 

Konstrukce  úlohy  této  a  úlohy  předcházející  lze  ovšem 
rovněž  použíti,  když  místo  libovolných  průměrů  sdružených 
dány  jsou  osy  ellipsy. 

186.  Sestrojení  ellipsy  ze  dvou  sdružených  průměrů.  (2.  způsob.) 

Obr.  198.  —  Dané  průměry  značme  opět  AB,  CD,  střed 
ellipsy  S  a   vztahujme    zase   ellipsu  k   affinně   ke    kružnici  kx 
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průměru  AB  pro  AB  jakožto  osu  a  CxC  jakožto  směr  affinity, 
kde  zase  značí  Cx  koncový  bod  jednoho  poloměru  kružnice  ilf 
kolmého  k  AB.  Při  tom  leží  body  (7,  Cx  buďto  na  téže  straně 
osy  affinity  nebo  na  různých  stranách  jejích.  PřísluŠí-li  libo- 
volnému bodu  Ex  na  kx  bod  E  na  k  a  protíná-li  EXE  osu 
affinity  v  bodě  2?0,  rovná  se  poměr  {EXEE^)  hodnotě  stálé  X.  Tu 
hodnotu  obdržíme  z  bodu  C,  pro  nějž  jest  obdobně  l  =  (C^CC^ 
a  značíme-li  C2  patu  kolmice  s  C  na  £G\,  jest  též  X  =  SCX  :  SCS. 
Z  toho  dospíváme  k  následující  konstrukci. 

£-_ 


— -i*/ 


\r 


/  \ 


&-- 


/ 


\ 


— *.. 


/  * ^^        ,^  /, 

r^  \r V 


!  / 
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Obr.  198. 


S  bodu  C  spusťme  kolmici  na  SCX  a  opišme  kolem  S  kruž- 
nici Jc2,  jdoucí  patou  C3  této  kolmice.  Abychom  obdrželi  libo- 
volný další  bod  ellipsy,  vedeme  v  případě,  že  C,  Cx  leží  na  téže 
straně  osy  affinity,  libovolný  poloměr  SEX  v  k19  který  protne  kt 
v  bodě  E%.  Bodem  Ex  vedeme  rovnoběžku  ke  směru  affinity  a 
bodem  E2  rovnoběžku  k  ose  affinity;  přímky  ty  se  protínají 
v  bodě  E  na  ellipse. 

V  případě,  že  body  C,  Gx  leží  po  různých  stranách  osy  affi- 
nity, nutno  bod  E2  nahraditi  bodem  jemu  diametrálně  protilehlým 
na  A2.  V  případě  tom  píšeme  v  obraze,  aby  rozdíl  byl  patrný, 
místo  CXJ  E2i  Es  vztažmo  C\,  £'2,  E'.  Snadno  se  přesvědčíme, 
že  body  2?,  E\  příslušné  takto  témuž  bodu  na  E„  leží  na  tětivě 
rovnoběžné  k  CD. 
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Z  konstrukce  je  patrno,  že  průměry  VVXJ  UUX  ellipsy,  rovno- 
běžné se  směry  affinity,  mají  své  koncové  body  na  kružnici  £a. 

Zvolme  zvláště  bod  Hx  na  kx  tak,  aby  tečna  v  něm  ku 
kx  splývala  s  jedním  nebo  druhým  směrem  affinity,  a  budiž  H 
bod  ellipsy,  který  v  příslušné  affinitě  bodu  Hx  přináleží.  Poněvadž 
tečna  A  k  ellipse  v  bodě  H  spojuje  bod  tento  s  bodem,  v  němž 
tečna  HXH  ke  kružnici  kx  seče  osu  affinity,  proto  splývá  A 
s  přímkou  HXH. 

Vedeme-li  tedy  ke  kružnici  kx  tečny  A,  Z,  w,  n,  z  nichž  prvé 
dvě  jsou  rovnoběžné  k  CCV  kdežto  ostatní  jsou  rovnoběžné 
k  CC'V  přímky  ty  dotýkají  se  zároveň  ellipsy  dané. 

Mysleme  si  nyní  affinní  polohu  mezi  ellipsou  a  kružnicí  ilf 
pro  niž  jest  AB  osou  a  CC\  směrem  affinity.  Tečny  A,  l  nále- 
žejí patrně  samy  k  sobě,  kdežto  k  tečnám  m,  n  ellipsy  náležejí 
opět  tečny  ro,,  nx  kružnice  kx ;  jsou  to  přímky  k  wt,  n  vzhledem 
k  AB  souměrně  položené. 

Přímky  A,  Z,  w,  n  tvoří  tudíž  kosočtverec,  opsaný  ellipse 
a  kružnici  zároveň;  úhlopříčny  jeho  a,  b  procházejí  tudíž  středem 
S  a  jsou  k  sobě  normální.  Ale  také  přímky  A,  Z,  m„  Wj,  jsouce 
tečnami  kružnice  A1?  tvoří  kosočtverec,  jehož  úhlopříčny  a1?  bx 
rovněž  procházejí  bodem  S  a  jsou  k  sobě  normální.  Tedy  v  naší 
poloze  affinní  náležejí  k  průměrům  kolmým  ap  bx  kružnice  kt 
v  ellipse  rovněž  dva  kolmé  k  sobe  průměry  a,  6,  jež  musí  býti 
k  sobe  sdruženy  a  jsou  proto  osami  ellipsy.  Jsou  tudíž  osy  a,  b 
rovnoběžný  ku  přímkám,  půlícím  úhly  směru  CCiy  CC\,  což 
souhlasí  se  známou  konstrukcí  (172.4),  když  si  myslíme  troj- 
úhelník GxCOx  posunut  rovnoběžně,  až  přijde  bod  C  do  středu  S 
ellipsy.  To  plyne  též  z  toho,  že  poloměry  VVXJ  UV1  jsou 
vzhledem  k  osám  souměrně  položeny.  Seče-li  na  př.  CCX  osu 
hlavní  v  Ra,  jest  (172. 1)  patrně 


CxRa  —  a,  CIta  —  b. 

Veďme  libovolnou  přímku  středem  S;  považujme  ji  jednou 
za  přímku  i?  v  soustavě  2\  dané  ellipsou,  a  po  druhé  za  přímku 
qx  v  soustavě  -Tn  dané  kružnicí  kí7  a  tažme  se  po  přímkách  pu 
g,  jež  jí  oboustranně  přináležejí.  Je-li  SLX  poloměr  v  kx  na  přímce 
p  =  qXJ  L2  jeho  průsek  s  &2  a  L  příslušný  bod  na  k%  jest 
patrně  q  =  SL.  Považujme  nyní  L2  za  bod  v  2J  a  označme  jej 
v  té  vlastnosti  J  \  přímce  i  =  LJ  stejnosměrné  s  osou  affinity 
přísluší  v  2\  přímka  ix  k  ní  stejnosměrně  bodem  Lx  vedená, 
obsahující  bod  JX9  který  obdržíme  pomocí  přímky  JJX  \\  CCX. 
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187.  Úloha.  Ellipsa  jest  dána  dvčma  sdruženými  pr úměry  AB< 
CD ;  má  se  ku  průměru  dalšímu,  jehož  směr  je  dán,  sestrojiti  průmir 
sdružený  a  oba  mají  Sfí  omeziti. 

Obr.  199.  —  Středem  S  vedeme  průměr  p  daného  směru 
a  sestrojíme  kružnice  &,,  k2  jako  v  konstrukci  předcházející. 
Je-li  SLX  poloměr  kružnice  &,  na  p  ležící  a  protínající  k2  v  boděJ, 
vedeme  bodem  Lx  rovnoběžku  k  AB<  bodem  J  rovnoběžku  ku 
CCt;  obě  se  protnou  v  bodě  Jn  a  přímka  px  =  SJt  přísluší 
přímce  p.  Je-li  P,  průsečík  přímky  j^  s  kružnicí  A?lt  rovnoběžka 
jím  ke  směru  aflinity  vedená  protíná  přímku  p  v  jednom  bode 
koncovém  P  jednoho  průměru  hledaného.  Veďme  dále  v  £j  polo- 
měr SQÍ  jL  SPl  a  protínající  k2  v  bodě  Q2.  Rovnoběžka  bodem  <?, 
ke  směru  affinity  CCt  protíná  rovnoběžku  bodem  Q%  k  ose  affinity 
vedenou  v  koncovém  bodě  Q  druhého  průměru  hledaného  a  k  SI* 
sdruženého. 


Xf\ 


Obr.  199. 


188.  Další  konstrukce  ellipsy  k  na  základě  sdružených  průměrů. 

Je-li  ellipsa  dána  jednou  dvojicí  sdružených  poloměrů  SA, 
5C,  můžeme  tedy  jednoduše  sestrojiti  pomocí  kružnic  A',,  &2  libo- 
volnou jinou  takovou  dvojici  SP,  SR. 

Klaďme  SA  =  an  SC  =  hx  a  délku  poloměru  kružnice  1*3 
označme  a2,  osy  ellipsy  opět  a  a  6. 

1.  Obr.  200  —  Předpokládejme  nejprv,  že  příslušné  k  sol>5 
body  v  afíinní  poloze  mezi  ellipsou  k  a  kružnicí  kx  leží  vždy 
na  téže  straně    osy  affinity.    Otočme   trojúhelník  PXPP%  kolem 

5  o   pravý  úhel  tak,    aby  poloměr    SPX    kružnice    kt    splynul 
€  poloměrem  Sfí,.  Trojúhelník  ten  přejde  tím  do  polohy  PtRlRl 

6  bude  SP4  1  SP,  SP'  =  ~SP.   Veďme  dále  středem  S  přímku  «, 
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stejnosměrnou  se  směrem  příbuznosti,  a  bodem  R  stejnosměrku 
s  poloměrem  &R,,  která  nechť  protne  u  v  bodě  ř7,  přímku 
o  =  AB  v  bodě  O ;  konečně  veďme  kolmici  v  U  ku  přímce  u 
a  v  O  k  ose  affinity  o,  značíce  průsek  obou  kolmic  A7. 

Z  rovnoběžníků  S^RD,  8R2RO  plyne  UR  =  ai,  OR  =  a2 
a  tedy  Í70  =  al  -  aa.  Ze  shodných  trojúhelníků  í/TžíV,  i^SF 
plyne  dále,  že  NR=SP'.  Proto  jest  #R  normálou  ellipsy  pro 
bod  R  a  Stf  =  a  —  b  (166.  4). 

Z  toho  soudíme  naopak :  Jsou-li  v  rovině  tři  body  C7,  O,  Ji 
na  přímce  v  pevném  spojení,  při  čemž  leží  R  mimo  úsečku  Z70, 
a  pohybujeme-li  přímku  tak,  že  body  U1  O  popisují  současně  dvě 
k  sobě  libovolně  nakloněné  přímky  w,  resp.  o,  protínající  se  v  bodě  S, 
pak  bod  R  popisuje  ellipsu. 


?r<::- 


Obr.  200. 


Volme  označení  tak,  aby  bod  O  ležel  mezi  U  a  R;  sestrojme 
pro  libovolnou  polohu  přímky  UO  rovnoběžníky  SURRX1  SORR2 
a  opišme  kolem  S  kružnice  kíf  k%  poloměru  flfJS,,  resp.  SR2.  Pro- 
tneme dále  o  v  bodě  A  a  kolmici  vSkov  bodě  (7,  kružnicí  kt ; 
průsečíkem  C2  poloměru  8CX  s  k2  veďme  stejnosměrku  k  o,  bodem  Cx 
stejnosměrku  k  u>  jejichž  průsek  označíme  C. 

Tu  patrně  ellipsa  &,  na  základě  sdružených  poloměrů  SA,  SC 
stanovená,  podle  prve  (186)  uvedené  konstrukce  prochází  bodem 
R;  tedy  ellipsa  k  obsahuje  veškeré  polohy  bodu  R  přímky 
hybné;  jest  tedy  ellipsa  ta  drahou  bodu  R.    Ať  jest  R  kterýkoli 
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bod  přímky  této  na  prodloužení  úsečky  Í70,  vždy  obdržíme 
ellipsu.  Ježto  bod  N  jest  závislý  pouze  na  poloze  přímky  UOt 
nikoliv  na  poloze  bodu  R  na  ní,  budou  normály  všech  drali, 
které  různé  body  přímky  UO  s  U  a  O  pevně  spojené,  a  to 
prozatím  jen  ty,  které  leží  mimo  úsečku  UO,  popíší,  pro  každou 
polohu  přímky  té  protínati  se  v  jediném  bodě  2V. 


"-- \ř/ — V- 


Obr.  201. 


2.  Obr.  201.  —  Předpokládejme  dále,  že  v  affinní  poloze 
mezi  k  a  kx  příslušné  si  body  leží  na  různých  stranách  osy  affinity 
o  =  AB.  Pak  leží  body  Pn  Pa,  příslušné  libovolnému  bodu  P 
ellipsy,  na  různých  stranách  středu  S.  Jsou-li  opět  SP,  SR  dva 
sdružené  poloměry  ellipsy,  otočíme  opět  trojúhelník  PPiP» 
kolem  S  o  pravý  úhel  tak,  aby  bod  P,  splynul  s  iíi,  bod  Pa 
s  bodem  iž2,  při  čemž  bod  P  přijde  do  polohy  P.  Veďme  opět 
bodem  8  přímku  u  stejnosměrnou  se  směrem  affinity  CCt,  bodem 
R  stejnosměrně  s  přímkou  SRt  přímku,  protínající  o  v  bodu  O, 
u  v  bodě  V.  Konečně  spusťme  v  bodě  O  kolmici  k  o,  v  bodě  U 
kolmici  k  u,  značíce  průsek  obou  kolmic  opět  N.  Z  rovnoběžníků 
SR^UySR^RO  plyne  opětfM7=a19  OŘ=a2  a  tedy  00=^  +  oa. 

Ze  shodných  trojúhelníků  URN,  RXSP  seznáváme,  že  vektor 
RN  =  i*S,  následkem  čehož  jest  RN  normálou  ellipsy  v  bodě 
R  a  SŇ  =  a  +  b  (166.2). 
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Tíni  seznáváme  výsledek  obdobný  onomu,  jejž  jsme  na  zá- 
klade první  polohy  affinní  odvodili.  Úsečka  stálé  délky  OU  se- 
poliybuje  tak,  že  koncové  body  její  popisují  současně  přímky 
o  a  w,  pak  každý  bod  R  na  této  úsečce  s  O  a  U  pevně  spojený 
popisuje  ellipsu.  Docházíme  tudíž  vzhledem  ku  předešlé  kon- 
strtfkci  obecného  výsledku: 

Máme-li  na  přímce  řadu  bodů  pevně  spolu  spojených  a  pohy- 
bujeme-li  přímku  tah,  že  dva  body  popisují  současně  dvě  přímky? 
různých  směruj  pak  kašdý  jrjí  bod  další  popisuje  ellipsu. 

Normály  ke  všem  drahám  sbíhají  se  v  každém  okamžika 
pohybu  v  jediném  bodě. 


Obr.  202. 


Je  patrno,  že  uvedený  zákon  výtvarný  ellipsy  má  platnost 
i  tenkrát,  když  přímky  u>  o  jsou  libovolné  dvě  mimoběžky.  Přímka 
p,  na  níž  leží  řada  bodů  pevně  spojených,  pohybuje  se  tak,  že 
jeden  bod  U  popisuje  přímku  «,  druhý  bod  O  přímku  o,  pak  každý 
další  bod  Jí  popisuje  ellipsu  k.  Abychom  to  seznali,  mysleme 
si  rovinu  P  rovnoběžnou  s  přímkou  o  a  procházející  přírakoa 
u.  Poněvadž  pro  každou  polohu  přímky  hybné  p  vzdálenost 
bodu  O  od  roviny  P  jest  stálá,  rovnajíc  se  vzdálenosti  mimo- 
běžek  w,  0,  jest  také  vzdálenost  bodu  B  od  roviny  P  stálá,  a  bod 
B  pohybuje  se  tedy  v  rovině  R  rovnoběžné  s  P.  Následkem  toho 
mají  průměty  orthogonální  všech  poloh,  náležejících  úsečkám 
UO  a  UR  do  roviny  R  stálé  délky,  z  čehož  správnost  našeho 
tvrzení  jest  zřejmá. 

189.  Mechanická  konstrukce  ellipsy  ze  dvou  sdružených  polo- 
měrů SA,  SC. 
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Z  konstrukcí  právě  odvozených    bezprostředně  plyne  kon- 
strukce následující. 

Obr.  202  a  203.  —  Vedeme  kolmici  bodem  C  k  SA,  naneseme 
na  ni  v  jednom  nebo  druhém  směru  délku  CU  =  8A  a  spojíme 
bod  U  se  středem  přímkou  u.    Pohybujeme  pak  úsečku  OUy  ne- 
měníce její  délky  a  s  ní  přímku  OU  tak,   že  bod  O  zůstává  na 
o  =  SA)  bod  U  na  u ;  pak  popíše  bod  C  s  O  a  U  pevně  spojeny 
ellipsu  hledanou.    Pohyb  můžeme  realisovati  pomocí  nějakého 
proužku,  omezeného  přímou  hranou,    když  jej  nejprv  přiložíme 
mezní   hranou  tou   ku   přímce  CU  a  vyznačíme   si  na  hraně  té 
body  a>,  f*,  y  kryjící  se  s  O,   U}   C\   potom  pohybujeme  proužek 
tak,   aby  popisoval  bod  w  přímku  o,  bod  /c  přímku  u,  při  čemž 
si  vyznačíme  polohy  JR  bodu  y,    popisujícího   žádanou   ellipsu. 
Konstrukci  tuto  nazýváme  též  krátce  proužkovou. 


Obr.  203. 

190.  Vloha.  Na  přímce  hybné  lesí  tři  pevně  spolu  spojené 
hody  U,  O  a  R;  sestrojiti  osy  ellipsy  k,  kterou  popise  bod  12,  kdys 
se  body   U  a  O  pohybují  po  přímkách  daných  w,  resp.  o. 

Obr.  204.  —  Budiž  p  libovolná  poloha  přímky  hybné; 
vztyčíme  kolmice  v  bodech  U  a  O,  v  nichž  dané  přímky  w,  o 
protíná  k  těmto  přímkám.  Kolmice  ty  budou  se  protínati  v  bodě 
N\  tu  poloměr  ellipsy  ku  poloměru  SR  sdružený  jest  roven 
XN  a  k  RN  normální.  Obdržíme  tudíž  (172.2)  osy  ellipsy, 
když  nad  SN  jakožto  průměrem  opíšeme  kružnici.  Je-li  0A 
středem  jejím,  sestrojíme  v  této  kružnici  koncové  body  Ba,  -Rv 
pro  průměr  na  RO+  ležící;    pak  spojnice   středu  8  s  jedním 
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z  nich  Ra  jest  osou  hlavní,  s  druhým  Rp  osou  vedlejší ;  RaR  =  br 
RpR  =  a 

Vedeme-li  bodem  R  libovolnou  tětivu  £7,0,  kružnice  po- 
mocné, soudíme  z  konstrukce,  že  bod  R  pevně  spojený  s  body 
i/,,  Oj  popíše  touž  ellipsu.  když  bod  U1  se  pohybuje  po  přímce 
8UV  bod  O,  po  přímce  SO,. 


Obr.  204. 

191.  Body  2Ž,  /řlt  K2,  P}  ke  kterým  jsme  konstrukcemi  prve 
odvozenými  (188.  obr.  200.  a  201.)  dospěli,  položiti  lze  kružnici  g, 
mající  RP  za  průměr.  Poněvadž  přicházíme  k  poloměrům  SP, 
SR  a  tedy  ke  kružnici  g,  vyjdeme-li  od  libovolných  dvou,  k  sobě 
sdružených  poloměrů  a„  fc19  při  čemž  jest  RR2  směr  poloměru  alt 
JSJř,  příslušný  směr  affinity  mezi  ellipsou  a  kružnicí  kolem  S 
poloměrem  a,  opsanou,  můžeme  naopak  pomocí  kružnice  g 

/.  sestrojiti  ellipsu  ze  dvou  sdružených  průměrů, 

2.  sestrojiti  průseky  ellipsy,  dané  dvěma  sdruženými  průměry 
s  kružnicemi  soustřednými, 

3.  sestrojiti  další  dvojice  sdružených  průměrů,  je-li  jedna  z  nich 
polohou  i  délkami  dána  (187).  

Buďtež  SP,  SR  dané  poloměry  sdružené  a  8P±SP}  SP'  =  ŠP ; 
pak  kružnice  q  má  PR  za  průměr;  střed  její  nazveme  Q. 

1.  Obr.  205.  —  Veďme  libovolnou  sečnu  bodem  £  ku  g, 
protínající  kružnici  tuto  v  bodech  1,  2;  kružnice  Z2,  poloměrem 
52  kolem  S  opsaná,  protíná  poloměr  p,  ||fil  v  koncových  jeho 
bodech,  a  kružnice  lx  poloměrem  Si  kolem  S  opsaná  protíná 
poloměr  j?2 1| /í2  rovněž  v  jeho  koncových  bodech.  Dále  protne 
q  ještě  jednou  lt  v  bodě  3,  l2  v  bodě  4,  a  přímka  34  je  sečnou 
kružnice  g,  k  12  souměrně  položená  vzhledem  ku  průměru  SQ. 
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Proto   protíná  íx    ještě   průměr   k  J34   rovnoběžný  a  1%    průměr 
k  J?3  rovnoběžný  v  příslušných  koncových  bodech. 

Vedeme-li  zvlášť  bodem  S  průměr  SQ  kružnice  5,  jehož 
koncové  body  označíme  a  a  p  a  to  tak.  že  prvý  jest  vzdáleněj?: 
od  S  než  druhý,  příslušné  poloměry  ellipsy  mají  směry  přímek 
Rp,  /ř«,  jsou  tedy  k  sobě  normální;  první  z  nich,  maje  délku 
£«,  jest  nejdelší,  druhý  maje  délku  Sp  jest  nejkratší  v  ellipse; 
jsou  to  tedy  poloosy  ellipsy.  Z  toho  následuje,  že  osa  její  hlavní 
jest  rovnoběžná  k  Rp,  a  kružnice  la  kolem  S  poloměrem  S« 
opsaná  seče  ji  ve  vrcholech  hlavních,  kdežto  osa  vedlejší  jest 
rovnoběžná  k  Ra,  a  kružnice  poloměrem   Rp   kolem  S   opsaná 


Obr.  206. 

seče  ji    ve   vrcholích   vedlejších.    Tím   shledáváme    opět  jednu 
z  dřívějších  konstrukcí  (166. 1). 

2.  Obr.  206.  —  Průsek  s  kružnicí  soustřednou  lt  obdržíme, 
když  k  bodům  2,  4,  v  nichž  protíná  kružnici  g,  vyhledáme  body 
1,  3,  v  nichž  přímky  2$,  4S  kružnici  q  ještě  protínají ;  pak  protnou 
průměry  rovnoběžné  k  JSI,  JR3  kružnici  Z2  v  hledaných  bodech 
<?!,  (?a,  jyn  H2  ellipsy.  Je-li  jeden  z  bodů  1,  3,  na  př.  bod  3  příliš 
blízko  bodu  iř,  sestrojíme  symmetrálu  bodů  R%  3,  procházející 
středem  Q  dané  kružnice,  a  vedeme  průměr  HlHi  kolmo  k  ní. 

3.  Obr.  207.  —  Libovolná  přímka  středem  S,  která  seče  q 
v  bodech  R2  =  1,  R1  =  2  vyvolává  znovu  konstrukci  v  186.  pro- 
vedenou ze  dvou  sdružených  poloměrů  SA.  SC  pomocí  dvou 
kružnic  ku  k2  s  ellipsou  soustředných.  Béřeme-li  na  př.  za  kt 
kružnici    bod  R1=2   obsahující,   podává   dle  188.   RR2  =  Zři 
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směr  poloměru  SA,  omezeného  kružnicí  l\}  kdežto  RRX  =  /?2 
podává  směr  afíinity  mezi  hl  a  ellipsou  A,  Čímž  affinní  poloha 
mezi  kx  a  k  jest  úplně  stanovena. 

Jsou-li  tudíž  sdružené  poloměry  SP,  SR  dány  a  dán-li  jest 
další  poloměr  p  svojí  polohou,  vedeme  ku  p  rovnoběžku  bodem 
JS;  průsek  její  další  1  s  g  spojíme  s  bodem  S;  spojnice  ta  protne 
q  dále  v  bodě  2,  a  úsečka  S2  rovná  se  poloměru  SA  na  p  leží- 
címu. Učiníme  dále  SGX  ±  S A  a  SCj  =  £4  tím,  že  opíšeme 
kolem    8  kružnici   poloměrem    52,   která    body    A,  Ct    zároveň 


Obr.  206. 


Obr.  207. 


stanoví,  pak  naneseme  na  SCřl  úsečku  SC2  =  Si ;  tu  stejnosměrka 
bodem  C%  k  R2  a  stejnosměrka  bodem  Ca  ku  p  protínají  se 
v  koMCOvém  bodě  C  poloměru  SC  k  SA  sdruženého. 

192.  Z  množství  úloh,  které  můžeme  pro  ellipsu  řešiti  na 
základě  affinní  polohy  s  kružnicí,  provedeme  zde  ještě  některé, 
při  nichž  jednoduchost  konstrukce  závisí  na  vhodné  volbě  osy 
pro  polohu  affinní. 

Úloha.  Ellipsa  k  dána  jest  polohou  dvou  sdružených  průměrů 
1»,  n  a  dvěma  body  A,  B\  máji  se  sestrojiti  její  osy. 

Obr.  208.  —  Jmenujme  střed  ellipsy  O.  Opíšeme  křivku 
kruhovou  k4,  s  ellipsou  soustřednou  a  jedním  z  daných  bodů, 
na  př.  A  procházející.  Kružnice  ta  leží  s  ellipsou  příbuzně  pro 
■O  A  jakožto  osu  příbuznosti.  Abychom  směr  příbuznosti  vyhle- 
dali, veďme  bodem  B  stejnosměrky  ku  přímkám  w,  w,  které 
protneme  v  A/,  N  osou  afíinity. 

Úhlu  NBM  přísluší  v  naší  affinitě  úhel  pravý.  Opíšeme-li 
tedy  nad  NM  jakožto  průměrem  křivku  kruhovou,    protne  nám 
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ké  v  bodech  B\  B\1  a  BB',  BB\  podávají  možné  směry  aftinity 
mezi  iať.  Ježto  směry  ty  jsou  k  osám  ellipsy  antiparallelni, 
protněme  ké  v  1  stejnosměrkou  k  BB\  v  2  stejnosměrkou  k  BB\, 
středem  0  vedenou;  pak  jedna  osa  ellipsy  jest  stejnosměrná 
k  přímce  12  Přímka  NB  protíná  osu  a  v  bodě  3,  osu  b  v  bodě  4. 
Přímce  té  nechť  přísluší  v  poloze  affinní  přímka  NB\^  pak  jest 
33'  ||  44'  ||  BB\y  čímž  body  3',  4'  a  přímky  a1  =  03',  V  =  04'  k  sobe 
kolmé  jsou  stanoveny.    Je-li  P  jeden   společný  bod  přímky  a\ 
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Obr.  208. 

Q?  přímky  bé  s  k\  rovuoběžka  k  BB\,  bodem  P  vedená  protíná 
přímku  a  v  jednom  hlavním  vrcholu  P,  bodem  Q'  vedená 
přímku  b  v  jednom  vedlejším  vrcholu  Q  ellipsy. 

193.  Úloha.  Ellipsa  jest  dána  třemi  body  A,  B,  C  a  středem 
S ;  sestrojiti  jest  její  osy. 

Obr.  209.  —  Ellipsu  hledanou  k  vztahujme  affinní  po- 
lohou ke  kružnici  soustředné  kx  poloměru  SA.  Rozpůlíme -li 
úsečku  BC  v  bodě  J",  bude  vzhledem  ke  kružnici  JlSl  J_  ^i^ií 
vedeme-li  bodem  C  rovnoběžku  k  SJ}  protínající  osu  afíinity 
v  bodě  E,  v  případě  značí-li  D  průsek  přímky  BC  s  osou  affinity, 
přísluší  trojúhelníku  DEC  affinně  trojúhelník  D1E1C1  při  Ct 
pravoúhlý.  Následkem  toho  Cl  leží  na  kružnici  průměru  DE\ 
jest  to  tedy  jeden  průsek  kružnice  té  s  kv  čímž  bod  Cx  a  tedy 
i  směr  CXC  jest  stanoven.    Poněvadž  druhý  průsek  C*|f  určující 
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směr  CC*,  druhé  možné  polohy  affinní,  leží  souměrně  k  Cx 
vzhledem  k  ose  affinity,  vede  nás  tato  druhá  poloha  k  téže 
ellipse.  Úloha  daná  má  tedy  jediné  řešení.  Tyto  směry  affinity 
lze  též  takto  stanoviti.  Bodem  C  vedeme  rovnoběžky  ku  přímkám, 
které  spojují  bod  B  s  bodem  A  a  s  druhým  bodem  průsečným 
přímky  AS  a  kružnice  i,.  Opíšenie-li  nad  úsečkou,  kterou 
rovnoběžky  ty  z  osy  affinity  vytínají,  jakožto  průměrem  kružnici, 
protíná  kx  opět  v  bodech  Cn  C*x. 


\      Nty^  A/\ 


s  / 


Obr.  209. 

Kružnice  v  body  Cv  C  proložená,  mající  přímku  SA  za 
průměr,  protíná  přímku  tuto  v  bodech  X,  Y.  Osy  hledané  ellipsy 
jsou  stejnosměrné  k  XC,  YC;  jim  příslušejí  v  kružnici  kx  prů- 
měry stejnosměrné  s  přímkami  XCt,  YCV  jejichž  koncovým 
bodům  příslušejí  vrcholy  ellipsy. 

194.  Pro  následující  úlohu  vytkneme  si  větu: 

Při  ellipse  jsou  strany  rovnoběžníka  vepsaného  rovnoběžné 
s  dvěma  průměry  sdruženými,  a  úhlopříěny  rovnoběžníka  opsaného 
jsou  dvěma  sdruženými  průměry. 

Správnost  věty  vysvítá  z  toho,  když  převedeme  polohou 
affinní  ellipsu  v  kružnici,  že  prvému  rovnoběžníku  přísluší 
obdélník,  druhému  kosočtverec,  jehož  úhlopříčny  leží  na  dvou 
kolmých  průměrech  kružnice. 

Úloha.  Sestrojiti  osy  ellipsy,  jsou-li  dány  tři  tečny  její  a,  &,  c 
a  střed  S. 

Obr.  210.  —  Pro  affinní  polohu  mezi  ellipsou  *  a  kružnicí  W 
zvolme  tečnu  a  za   osu    affinity.    Vyhledejme  si  polohu   dvou 

J.  Sobotka:  Deikriptirni  geometrie.  18 
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dvojic  sdružených  průměrů  v  ellipse  k.  Za  tím  účelem  mysleme 
si  rovnoběžník  opsaný  o  ellipsu,  jehož  dvě  strany  leží  na  a  a  c. 
Úhlopříčny  CXS,  C%8  rovnoběžníka  toho  jsou  dva  sdružené  prů- 
měry ellipsy,  z  nichž  prvý  protne  a  v  bodě  Cl  ra.c,  druhý 
v  bodě  C%\  rovnoběžka  středem  S  k  c  vedená  protne  tedy 
úsečku  CjC,  v  bodě  ji  půlícím  C0.  Vedeme-li  tedy  středem  8 
stejnosměrku  k  c  až  ku  průseku  CQ  s  tečnou  a  a  opíšeme-li  kruž- 
nici kolem  C0  o  poloměru  C0CV  bude  na  ní  ležeti  střed  S* 
kružnice  k'.  Dále  vedeme  přímku  SB0\\b  a  kolem  jejího  bodu 
průsečného  B0sa  opíšeme  kružnici,  procházející  bodem  Bl=a  .b; 
kružnice  ta  protíná  se  s  kružnicí    prve   kolem  C0  opsanou    ve 
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středech  5',  S"  oněch  kružnic  &',  A",  které  leží  s  k  affinně  pro  a 
jakožto  osu  affinity.  Kružnice  ty  se  přímky  a  musí  dotýkati 
v  témž  bodě  A  jako  ellipsa.  Protíná  tedy  S'S"  přímku  a  v  bodě 
tom  a  S'A  =  AS"  jest  délka  poloměru  kružnice  kf  a  tedy  též 
poloměru  ellipsy  k  SA  sdruženého.  Osy  ellipsy  procházejí  body, 
v  nichž  kružnice  obsahující  body  3,  S\  S"  tečnu  a  seče,  a  osa 
hlavní  ellipsy  půlí  úhel  tf'SS",  Rovnoběžka  bodem  A  k  SS4 
protne  osu  hlavní  v  bodě  1,  vedlejší  v  bodě  2  tak,  že  konečně 
jest  AI  =  6,  A2  =  a  (166.  2  a  158). 

195.  Uveďme  ještě  některé  zvláštní  případy  této  kon- 
strukce. 

Úloha.  Ellipsa  je  dána  polohou  dvou  sdružených  průměrů 
tu,  n,  jednou  tečnou  t  a  jejím  bodem  dotyku  T\  sestrojiti  jest  její  osy. 
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Tu  patrně  kružnice,  jejíž  průměr  na  t  ležící  jest  omezen 
body  m .  ť,  n .  tf,  jest  proťata  normálou  vfk  ellipse  v  bodech  £', 
5"  a  fif' T  jest  délka  poloměru  k  ST  sdruženého,  čímž  úloha  je 
převedena  na  konstrukce  v  předcházející  úloze  provedené. 

Úloha.  Ellipsa  jest  dána  dvěma  dvojicemi  sdružených  prů- 
měrů mn,  pq  a  jednou  teěnou  t ;  sestrojiti  jest  její  osy. 

Opíšeme  dvě  kružnice,  z  nichž  jedna  má  za  průměr  úsečku 
přímkami  m,  n,  druhá  úsečku  přímkami  ;,  jz  tečny  t  vyťatou. 
Je-li  S'  jedním  průsečíkem  kružnic  těch  a  T  patou  kolmice  s  8' 
na  ty  jest  T  bod  dotyku  tečny  t  a  S'T  jest  délka  poloměru 
ellipsy  k  ST  sdruženého. 

Totéž  řešení  obdržíme  pro  úlohu : 

Ellipsa  jest  dána  polohou  os  a}  i,  tečnou  t  a  jejím  bodem 
dotyku;  máji  se  sestrojiti  její  vrcholy. 

Máme  tu  další  zjednodušení  konstrukce  uvedené.  Opíšeme 
kružnici  trojúhelníku  abt,  kterou  protneme  kolmicí  \  T  k  t; 
ke  spojnici  jednoho  z  bodů  prňsečných  s  bodem  S  vedeme  rov- 
noběžku, procházející  bodem  T;  jsou-li  1,  2  průseky  její  s  a  a  6, 
jest  jako  dříve  TI  =  6,  T2  =  a.  Jinak  lze  úlohu  také  tím 
provésti,  že  opíšeme  kružnici,  mající  za  průměr  úsečku,  ome- 
zenou body  S,  a.t;  bodem  T  vedeme  rovnoběžky  k  osám  0,  6; 
průsečík  jeden  T,  druhé  z  nich  s  kružnicí  vytčenou  spojíme  se 
středem  S  přímkou,  která  nechť  protíná  první  rovnoběžku  v  bodě 
T2)  pak  jest  52\  =  a,  ST2  =  b.  Další  řešení  úlohy  této  jest 
v  (173)  obsaženo. 

Je-li  ellipsa  dána  dvěma  tečnami  £,  tx  a  polohou  dvou  sdru- 
žených průměrů  m}  n,  vedeme  středem  stejnosměrku  k  £,,  až 
protne  t  v  bodě,  jejž  považujeme  za  střed  kružnice,  položené 
bodem  t .  tx ;  kružnici  tu  protneme  kružnicí,  mající  za  průměr 
úsečku,  již  průměry  i»,  n  z  tečny  t  vytínají.  Body  průsečné  jsou 
opět  8\  Su  jako  dříve  (194). 

196.  Úloha.  Dány  jsou  pro  ellipsu  průměr  AB,  poloha  prů- 
měru m  jemu  sdruženého  a 

1.  jeden  bod  T, 

2.  jedna  tečna  t\ 

mají  se  sestrojiti  koncové  body  C,  D  průměru  m. 

1.  K  hledané  ellipse  k  mysleme  si  kružnici  &'  v  affinní 
poloze;  za  osu  affinity  zvolme  tečnu  m,  v  bodě  B  k  ellipse,  která 
jest  stejnosměrná  s  m.  Přímky  středem  S  stejnosměrně  k  AT 
a  BT  vedené  tvoří  jeden  pár  sdružených  průměrů,  protínajících 

18* 
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mt  v  bodech  I,  II.  Kružnice  nad  průměrem  I II  tudíž  bude 
obsahovati  střed  S1  kružnice  Jb*.  Průměru  AB  v  k  přísluší 
v  kružnici  k4  průměr  kolmý  k  ml}  bodem  B  jdoucí;  ten  obsahuje 
taktéž  bod  S\  čímž  bod  ten  jest  stanoven.  S'Bje  poloměr  kružnice 
k\  jehož  délka  rovná  se  hledanému  poloměru  ellipsy. 

Obr.  211.  —  Pošiňme  nyní  celou  konstrukci  ve  směru  BS7  až 
bod  B  přijde  do  S  a  tedy  bod  S  do  A.  Tím  nabudeme  následující 
konstrukce.  Protneme  m  přímkou  AT  v  bodě  G  a  přímkou 
bodem  A  k  BT  rovnoběžně  vedenou  v  bodě  Gx ;  pak  opíšeme 
nad  průměrem  GGX  kružnici,  již  protneme  _v_  L  kolmicí  k  w 
v  bodě  S  vztyčenou ;  pak  jest  SÚ  =  DŠ  =  SL  a  má  platnost 
relace  SG  .  Gt8  =  SL*. 


Obr.  211. 

Přímky  Al\  BT  protínají  m  v  bodech  G,  H<  pro  něž  rovněž 
platnost  má  relace 

ŠČ*  =  SG.SH;  (l) 

pročež  body  G,  li"  jsou  koncovými   body  C,  D  průměru  m  har- 
monicky odděleny. 

2.  Sestrojíme  opět  střed  S'  kružnice  ké  ku-  k  affinně  po- 
ložené pro  tečnu  tnl  \\m  v  bodě  B  jakožto  osu  affinity.  Pova- 
žujeme-li  průsečný  bod  rovnoběžky  k  t  středem  ellipsy  vedené 
s  ml  za  střed  kružnice  t^  procházející  bodem  t.m^  kružnice  ta 
obsahuje  S';  bod  tento  leží  však  zároveň  na  kolmici  v  B  k  m  , 
čímž  jest  již  stanoven. 
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Obr.  212.  -  Pošiňme  celou  konstrukci  ve  směru  tečny  £,  až 
bod  B  přijde  na  m  do  polohy  Bx\  veďme  tedy  BBl\\ť,  kruž- 
nice vt  přejde  v  kružnici  v  kolem  S  opsanou  a  bodem  M-=zm .  t 
jdouci.  Je-li  S1%  průsekem  kolmice  vBjkws  kružnicí  v,  pak  jest 

CS  =  ~ŠĎ=B^~. 

Obdržíme  tedy  SC  na  základě  relace 

ŠČ*  =  SM*  —  SB\.  (2> 

Obr.  213.  —  Vzorce  (1),  (2),  na  nichž  konstrukce  právě  od* 
vozené  spočívají,  můžeme  též  odvoditi  tím,  že  si  myslíme  ellipsu 
k  affinně  přeměněnu  v  kružnici  &';  pro  kružnici  tu  má  platnost 

na  m'  relace  

&C2  =  S'G' .  S'H\  (V) 

jak  z  podobných  trojúhelníků  AáSéG\  H'S'B'  na  jevo  vychází. 


Obr.  212. 


Obr.  213. 


Rovněž  vzhledem  k  druhé  úloze  máme  v  trojúhelníku  pra- 
voúhlém B'S'B\  vztah  WB'*  =WB'\  —  &&1 

Je-li  N'  bodem  dotyku  tečny  ť  s  kružnicí  &',  trojúhelníky 
JBWB1,,  S'N'M'  jsou  shodné,  jest  proto  WW^z^WÁV]  tím  ob- 
držíme ze  vztahu  právě  uvedeného,  že 


S'C'M  =  S'M''  —  S'B';. 


(2') 


Relace  (1'),  (2')  se  však  affinitou  nemění  (130);  proto  mají 
platnost  též  relace  (1),  (2)  pro  ellipsu. 
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197.  Obr.  214.  —  Věty  v  130  uvedené  použijeme  ještě  k  od- 
vození některých  vlastností  sdružených  poloměrů  a,,  bt  ellipsy. 
Uvažujme  nejprve  v  kružnici  k'  dva  k  sobě  kolmé  poloměry  S'U% 
SéVé  na  přímkách  u\  v'  ležící,  a  dále  si  vytkněme  jiné  libovolné 
dva  poloměry  SéA\  S'B'  k  sobě  kolmé ;  promítněme  koncové  body 
jejich  orthogonálně  do  A'v  B\  na  w'  a  do  -á'a,  B\  na  t?'.  Ze 
shodných  trojúhelníků  S'A'A\,  B'S'B\  plyne 


&A;  =  B\  B\ 
proto  má  platnost  relace 


A\Aé  =  &B\\ 


(3') 
(40 


Máme-li  pak  na  zřeteli  ellipsu  k  a  SA,  SB  dva  v  ní  sdru- 
žené poloměry,  jež  promítneme  orthogonálně  do  SAt ,  SBt  na  osu 


Obr.  214. 


hlavní  «,  do  &á2,  SB2  na  osu  vedlejší  t?,  bude  míti  platnost  homo- 
genní relace  pro  tyto  průměty,  která  se  nezmění,  když  k  pro- 
mítneme do  k4.  Máme  tedy  též  pro  ellipsu  relace 

SA]  +  ŠB]  =  ď1  (3) 

SA\  +  ŠB\  =  &2.  (4) 

Sečtením  obou  relací  obdržíme  relaci  novou  SA  +  SB  = 

a*  +  62  čili 

a\  +  l\  —  a*  +  J2.  (5) 

Jest  tedy  součet  čtverců  sse  sdružených  poloměru  ellipsy  hod- 
notou stálou. 
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198.  Obr.  215.  —  Vytkněme  si  opět  v  ellipse  k  dva  sdru- 
žené poloměry  SU,  SV  a  promítejme  koncové  body  j4,  B  jiné 
libovolné  dvojice  sdružených  poloměrů  SA9  SD  ve  směru  SV 
na  přímku  SD  do  Ax,  resp.  J?,.  Zde  má  platnost  relace  (3)  v  197, 
totiž  SAl+SB\  =  SD\ 

Promítněme  nyní  poloměry  SA,  SB,  SU  na  libovolnou  přímku 
h  v  rovině  ellipsy  ve  směru  SV  do  SM',  S4B',  resp.  S  Ué.  Ježto  se 
promítáním  tím  poslední  relace  nemění,  obdržíme  relaci  novou 

SrA'*  +  ČČS7*  =  WU'*.  (6) 

Relace  (5)  se  promítáním  nemění,  ježto  ellipsa  promítáním 
přechází  též  v  ellipsu.  Otáčíme-li  rovinu,  v  níž  ellipsa  daná 
k  leží,  tak,  aby  uzavírala  stále  menší  a  menší  úhel  se  směrem 
promítáni,  stává  se  ellipsa,  do  níž  se  k  promítá,  ustavičně  užší ; 
relace  (5)  však  tím  nepozbývá  platnosti;  mát  platnost  i  ten- 
kráte, přechází  li  rovina  ellipsy  v  rovinu  promítající,  kde  průmět 
její  leží  na  přímce  stopní  h  roviny  této,  jak  to  relace  (6)  vy- 
jadřuje. 

199.  Jsou-li  a,,  4,  dva  sdružené  poloměry  ellipsy,  které 
uzavírají  úhel  <j,  pak  má  platnost  relace 

a,ř,  siny  =  ab, 
vyjádřená  větou : 

Rovnoběžníky  ellipse  vepsané,  jejichž  vrcholy  jsou  koncové  body 
dvou  sdružených  průměrů,  rovnají  se  vespolek. 

Přovedeme-li  totiž  zase  ellipsu  v  kružnici  pomocí  affinity, 
zmíněné  rovnoběžníky  přejdou  ve  stejné  čtverce,  a  proto  jest 
veta  se  zřetelem  k  132  správná.  Pomocí  téže  věty  poznáváme,  že 
obsah  ellipsy  má  se  k  obsahu  takového  rovnoběžníka,  jako 
obsah  kružnice  k  obsahu  čtverce  do  ní  vepsaného.  Rovná  se  tudíž 
obsah  ellipsy  abn. 

200.  Obr.  216.  —  Omezme  pomocí  kružnic  vrcholových, 
velké  kx  a  malé  k2  dva  k  sobě  kolmé  poloměry  &P=  rx,  SQ  =  r2 
ellipsy  k,  dané  osami,  velkou  AB  a  malou  CD.  Poloměry  kružnic 
těch  od  S  ku  P  směřující  buďtež  SLX,  SL2,  od  5  ku  Q  směřu- 
jící pak  8KU  SK2.  Rovnoběžka  k  AB,  bodem  Lx  vedená,  seče 
rovnoběžku  k  CD,  bodem  L2  vedenou,  v  bodě  V\  rovněž  tak 
rovnoběžka  k  AB,  bodem  Kx  vedená,  seče  rovnoběžku  k  CD, 
bodem  K%  vedenou,  v  bodě  K*. 

V  affinní  poloze  mezi  k  a  kx  poloměrům  SP,  SQ,  jejichž 
délky    hledáme,    příslušejí   poloměry   SPX,  SQX  kružnice   kx  na 
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přímkách  SL',  SK'  tak,  že  kolmice  s  P1  a  Qx  na  AB  omezují 
poloměry  SP,  SQ.  Z  konstrukce  jest  patrno,  že,  když  otočíme 
k  kolem  S  o  úhel  pravý  do  polohy  k\  jsou  SL\  SK4  dva  sdru- 
žené poloměry  ellipsy  A'. 

Značíme-li  opět  a,  b  délky  poloos,  jest  proto 

ŠL'*  +  SK'*  =  a2  +  b*. 

Srovnáme-li   jednou   trojúhelníky    SL'L.2,  SP1P,  po   druhé 
trojúhelníky  SKéK2,  SQXQ,  dojdeme  k  rovnostem 

které  vedou  se  zřetelem  na  předcházející  relaci  k  následující 
souvislosti : 

Í-4.-L- i-4-± 
r]  ~f  r\  ~  a2  "•"  i2' 

již  lze  vyjádřiti  větou: 

V  ellipse  mají  zvratné  hodnoty  čtverců  pro  dva  a  dva  k  sobe 
kolmé  poloměry  stálý  součet. 


\   >^   VNA'  »--*\    '<"" 


Obr.  216. 


N 


Obr.  217. 


Je-li  R  pata  kolmice  s  bodu  S  na  P@  nebo  P^',  značí-li  Q* 
druhý  koncový  bod  průměru  QS,  vychází  z  podobných  troj- 
úhelníků RSP,  SQ'P  úměra 

SR:SP  =  Q'S  :  Q'P, 
z  níž  plyne,  klademe-li  SR  =  v 

v*:r\=r\:(r\  +  r\), 
čili 


1 


1 


1 


r?         r?         v 


^? 


čímž  jest  geometrický  význam  uvedeného  součtu  dán. 
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Můžeme  tudíž  vysloviti  větu: 

Strany  všech  možných  kosočtverců  ellipse  vepsaných  dotýkají 
se  kružnice  s  ellipsou  soustředné. 

201.  Úloha.  Sestrojiti  vrcholy  ellipsy,  jejii  poloosy  a,  b  jsou 
v  předepsaném  poměru  mina  pro  niž  jsou  dva  k  sobě  kolmé  prů- 
měry PPX,  QQX  dány. 

Obr.  217.  —  Délky  poloos  a,  b  můžeme  ihned  sestrojiti. 
Opíšeme  kolem  středu  S  ellipsy  kružnici  u,  která  se  dotýká 
přímky  PQy  naneseme  na  SQ  délku  Sp  =  m,  na  SP  délku  Sv  =  n 
a  vedeme  tečnu  k  u  rovnoběžnou  s  přímkou  pv.  Seče-li  tečna 
ta  SQ  v  bodě  M,  SP  v  bodě  N,  jest  «3f  =  a,  ~ŠN  =  b.  Ellipsa 
žádaná  jest  tím  až  na  polohu  svou  úplně  určena,  tak  že  se  bude 
jednati  toliko  o  stanovení  úhlu  qp,  o  nějž  nutno  ellipsu  k^  ma- 
jící SMy  SN  za  poloosy,  kolem  S  otočiti  do  polohy  A,  v  níž  by 
obsahovala  též  body  P,  Px  a  Q,  Qx. 

Vyhledáme  tudíž  v  4»  poloměr  délky  SQ.  Opíšeme  k  torna 
konci  kružnici  g  mající  průměr  jeden  na  přímce  bodem  S  jdoucí, 
zde  na  přímce  SP  tak,  aby  jeden  koncový  bod  jeho  M  měl  od 
S  vzdálenost  a,  druhý  N  vzdálenost  ř,  tak  že  délka  průměru 
toho  jest  buď  a  +  b  aneb  a  —  b. 

Kružnice  A,  kolem  S  poloměrem  SQ  opsaná,  nechť  seče  g- 
v  bodě  1,  pak  jest  patrně  <  \NM'  =  $  (166. 1).  Seče-li  kružnice 
kolem  1  opsaná  a  bod  S  obsahující  úsečku  \N  v  bodě  2  a  na- 
neseme-li  na  h  oblouk  Q§  rovný  oblouku  £2,  ležícímu  na  poslední 
řečené  kružnici,  v  jednom  neb  druhém  možném  smyslu,  udává 
přímka  S3  polohu  velké  osy  pro  ellipsu  hledanou  k.  Druhá 
ellipsa  úloze  vyhovující  jest  patrně  k  ellipse  k  souměrně  polo- 
žena vzhledem  ku  PPX  a  QQX. 

202.  Úloha.  Ellipsa  jest  dána  dvěma  sdruienými  poloměry  SK, 
SL ;  sestrojiti  jest  ku  průměru  m  průměr  sdružený  n  a  omeziti 
oba  tyto  průměry. 

Provedeme  zde  řešení  této  úlohy,  o  níž  jsme  již  dříve  (187) 
jednali,  pomocí  jednoduchých  metrických  relací,  vztahujících  se 
ke  sdruženým  průměrům. 

Obr.  218.  —  Buďtež  nejprve  v  kružnici  dány  poloměry  kolmé 
SK%  SL,  a  vytkněme  v  ní  poloměry  m  =  SA,  n  •=.  SC^  rovněž 
k  sobě  kolmé;  nechť  protnou  přímku  m  tečny  vffaLke  kružnici 
v  bodech  Z>,  h\  rovnoběžky  bodem  C  k  nim  vedené  v  bodech 
G,  H.  Zuačíme-li  úsečky  z  bodu  S  vycházející  souhlasně  s  jejich 
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hodem  koncovým,  ale  malou  literou,  plyne  z  trojúhelníka  pravo- 
úhlého GCH,  ježto  G~C  =  á,  HČ=  /, 


*  =  Ťí 


GH 
a9  =  ýA. 


(3ff 


(1) 
(2) 
(3) 


Obr.  218. 

Obr.  219.  —  Poněvadž  promítáním  parallelním  relace  tyto 
.mezi  úsečkami  na  m  ležícími  se  nemění,  obdržíme  následující 


Obr.  219. 


řešení  dané  úlohy.  Protneme  opět  »»  v  bodech  D,  F  tečnami 
«llipsy  pro  body  K  a  L  ;_učiníme  SJ  ±  SB'  a  SJ  =  SF,  pak 
dle  relace  (1)  jest  AT=  (?# 

Spustíme-li  kolmici  s  bodu  S  na  DJ,  a  je-li  t/pata  této  koJ- 
-raiee,  dle  relace  (2)  jest  g  =  D  U,  A  =  VJ  a  tudíž  dle  relace  (3) 
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jest  a  ■=  ŠU.  Kružnice  kolem  S  poloměrem  SU  opsaná  omezuje 
průměr  w  v  bodech  A,  B. 

Naneseme-li  UD  do  SG  na  úsečku  SD  a  UJ  do  SH  na 
úsečku  5F,  rovnoběžka  bodem  G  k  SL  vedená  protíná  rovnoběžku 
k  SK  bodem  E  jdoucí  v  bodě  koncovém  C  průměru  n. 

203.  Konstrukce  právě  vylíčená  vede  nás  opět  k  úloze: 
Sestrojiti  osy  ellipsy  ze  dvou  sdruSených  poloměr  A  SA,  SC  (172). 
Hledíme,  z  poloměrů  £4,  SC  odvoditi  sdružené  poloměry 
JSK,  SL  tak,  aby  byly  k  sobě  kolmý.  Trojúhelník  GCH  musí 
při  C  býti  pravoúhlý.  Myslíme-li  si  (obr.  219.)  trojúhelník  DSJ 
přemístěn  v  rovině  tak,  až  body  D,  U,  J  splynou  příslušně  s  body 
6r,  £,  /T,  což  jest  dle  poslední  konstrukce  možno,  přijde  S  do  po- 
lohy Sx  tak,  že  SS1  JL  SA  a  SSt  =  SA.  Proto  kružnice  t;,  pro- 
cházející body  O  a  S,,  jejíž  střed  leží  na  přímce  SA9  seče  přímku 
tuto  v  bodech  G  a  H.  Dospíváme  takto  následující  konstrukce: 


Obr.  220. 


Obr.  220.  —  Otočíme  SA  kolem  bodu  S  o  pravý  úhel 
do  polohy  SSl  a  body  C,  £,  vedeme  kružnici  t>,  mající  střed 
na  přímce  SA  a  protínající  přímku  tu  v  bodech  6ř,  H.  Osy 
ellipsy  SJT,  SL  jsou  rovnoběžné  ku  přímkám  HC  a  6?C.  Dále 
naneseme  na  úsečku  SG  úsečku  SD,  rovnající  se  5,6?,  a  na 
úsečku  SH  úsečku  SF,  rovnající  se  S,J5T.  Pata  K  kolmice  s  D 
na  SK  jest  vrcholem  na  jedné  ose,  pata  L  kolmice  s  F  na  SL 
jest  vrcholem  na  druhé  ose  ellipsy. 

204.  Obr.  221.  —  V  následujícím  výkladě  odvodíme  si  ještě 
dvě  konstrukce  pro  body  a  tečny  kružnice  a  přeneseme  je  pak 
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na  ellipsu,  pročež  konstrukce  ty  upravíme  tak,  aby  promítáním 
parallelním  zůstaly  zachovány. 

Za  tím  účelem  vytkneme  si 

1.  libovolný  průměr  AB  a  libovolný  bod  C  na  kružnici  ř, 


,  v"     v*  'v" 


Obr.  221. 


2.  libovolný  průměr  AB  a  libovolnou  tečnu  c  ke  kružnici  k 
a  uvedeme  v  případě  prvním  sestrojování  dalších  bodů  kruž- 
nice a  tečen  ke  kružnici  v  bodech  těch,  v  případě  druhém  pak 
sestrojování  dalších  tečen  kružnice  a  jejich  bodů  dotyčných 
v  souvislost  s  prvky  danými. 
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Uvažujme  úlohu  prvou. 

Spojme  body  A,  C  přímkou  u,  body  B,  C  přímkou  v,  a 
buďtež  a,  6,  c  tečny  kružnice  v  bodech  A}  B,  resp.  C.  Libovolná 
rovnoběžka  8  tečnami  a,  b  nechť  protne  u  v  bodě  Í7,,  v  pak 
v  bodě  Vx.  Body  t/,,  P,  lze  s  bodem  A  považovati  za  vrcholy 
trojúhelníka  AUXVX,  v  němž  patrně  bod  B  jest  průsečíkem 
výšek;  jest  totiž  AB  výška  jedna,  VXB  výška  druhá  v  trojúhel- 
níku tom;  proto  jest  UtB  výška  jeho  třetí;  je-li  C,  patou  této 
výšky,  jest  úhel  ACXB  pravý,  a  proto  bod  C,  leží  na  kružnici  k. 

Abychom  tedy  sestrojili  libovolný  bod  C,  kružnice,  třeba  pro- 
tnouti u  a  v  libovolnou  rovnobéSkou  k  přímkám  a  a  b  v  bodech  17,, 
F,  ;  hádaný  bod  Cx  jest  průsekem  spojnic  UXB7  VXA. 

Tečna  c  nechť  protne  a  v  bodě  A0,  b  v  bodě  B01  a  dále 
nechť  jest  U  průsečík  přímky  usiaF  průsečík  přímky  vsa. 
Spojnice  bodu  A0  se  středem  5  kružnice  jest  kolmá  k  AC  a 
tedy  stejnosměrná  s  BC;  proto  jest  AA0  =z  A0V;  rovněž  tak 
jest  BBQ  =  B0t7,  a  protíná-li  tečna  c  přímku  17,^  v  bodě  27, , 
jest  též  VXHX  =HxUt.  Při  tom  může  býti  C libovolným  bodem 
na  k.  Půlí  tedy  tečna  cx  v  libovolném  bodě  Cx  kružnice  k  úsečku, 
již  utínají  přímky  ACU  BCX  na  libovolné  rovnoběžce  s  tečnami 
a,  b ;  následkem  toho  tečna  c,  prochází  rovněž  bodem  Hx .  Máme 
tudíž  výsledek: 

Tečna  v  bodě  Cx  spojuje  bod  tento  s  bodem  H,  v  němž  daná 
tečna  c  protíná  Ux  Vx . 

Protíná-li  průměr  AB  přímku  Ux  Vx  v  bodě  M  a  přímku 
CCy  v  bodě  L,  vyplývá  na  základě  konstrukce  harmonických 
bodů  (122),  že  body  M,  L  jsou  harmonické  k  bodům  A,  B. 

Spojme  body  .4,  B  a  M ,  L  jednou  s  bodem  Ou  po  druhé 
8  bodem  Vx ;  obdržíme  takto  v  prvém  případě  přímky  Ux  A, 
UXB,  harmonické  ku  přímkám  UXM,  UtL.  Přímky  ty  protneme 
tečnou  a,  čímž  na  ní  obdržíme  opět  čtyry  harmonické  body.  Prů- 
sekem přímky  a  s  UXA  jest  bod  A,  průsek  s  UXB  označme  P'; 
poněvadž  přímka  UXM  jest  stejnosměrná  s  a,  jest  průsek  její  s  a 
v  nekonečnu,  a  harmonicky  k  němu  sdružený  bod  vzhledem 
kiaF  půlí  úsečku  AV;  jest  to  tedy  bod  Au  v  němž  tečna  cx 
protíná  tečnu  a.  Z  toho  tedy  plyne,  že  přímka  VtL  prochází 
bodem  Ax. 

Protneme-li  vytčené  čtyry  harmonické  přímky  tečnou  bv 
seznáme  rovněž  tak,  že  přímka  Ux  L  prochází  bodem  B0,  v  němž 
tečna  c  seče  tečnu  b. 
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V  druhém  případě  obdržíme  přímky  VXA,  VXB,  harmonické 
ku  přímkám  VXM,  VXL\  protneme-li  jednou  tečnou  a,  po  druhé 
tečnou  6,  seznáme  obdobně,  že  přímka  F,X  obsahuje  bod 
A0  =  a  .  c  a  bod  JB,  =  b  .  c,.  Patrně  protínají  se  též,  značíme-li 
ještě  Vé  bod,  v  němž  ACX  seče  6,  přímky  VU\  V' V  v  témže 
bodě  X;  neboť  jest  AV=2.AA0,  BV'  =  2.BBl. 

Jest- li  dán  průměr  AB  a  bod  C,  a  zvolíme-li  na  AB  libo- 
volný  bod  X,  spojnice  CL  stanoví  na  k  další  bod  Cx  určitě  a 
jednoznačně;  tečna  cx  v  bodě  tom  ke  kružnici  vedená  protne 
tečny  a,  6  v  bodech  Ax,  JBn  tak  že  body  AĎ,  X,  Bx  leží  na  přímce 
VXL  a  body  2?0,  X,  -4t  na  přímce  UXL  Proto  přímky  ^40X,  B9L 
protínají  tečny  a,  &  v  bodech  Av  Bx  další  tečny  ke  kružnici  ft. 

Tím  jest  dáno  též  řešeni  úlohy  druhé. 

Protneme  c  tečnami  o,  b  v  bodech  A0)  B0,  vytkneme  na  AB 
libovolný  bod  X  a  protneme  A0L>  B0L  tečnami  6,  a  v  bodech  Bv 
At;  pak  jest  cx  =:AXB)  další  tečnou  kružnice  a  její  bod  dotyku 
leží  na  CL. 

Ježto  ACX  JL  BCi}  a  přímky  tyto  jsou  ku  přímkám  CjX,  CXM 
harmonické,  proto  <  CCYB=.  <  BC,  Ař ;  ^následkem  toho  přímka 
CXM  prochází  bodem  D  na  A,  souměrně  položeným  vzhledem  k  AB. 

Klademe-li    AA0  =  x,     BBQ  =  y,     AAX  =a?,,     BBX  =y„ 

plyne    z    trojúhelníků    AA0L,    BBtL   úměra    x  :  y,  =  -4X  :  Z?X; 

z  trojúhelníků  -4,-áX,  B0BL  úměra  xx\y  —  AL\BL.  Srovnáním 

obou  úměr  obdržíme 

xxyx  =  xy.  (1> 

Obdélník  z  úseček,  které  libovolná  tečna  kružnice  na 
tečnách  a,  b  utíná,  má  hodnotu  stálou.  Obdélník  ten  rovná  se 
čtverci  poloměru  kružnice  k. 

Vskutku  spojíine-li  A0,  B0  se  středem  S  kružnice,  ob- 
držíme pravoúhlý  trojúhelník  A08BQ,  neboť  kdybychom  vedli 
k  c  tečnu  rovnoběžnou,  bude  tvořiti  s  a  a  b  kosočtverec  o  kruž- 
nici opsaný,  &A0S,  B0S  jsou  úhlopříčny  kosočtverce  toho;  ostatně 
jest  A0S\\  CB,  B0S\\  CA.  Poloměr  SC=  r  jest  výškou  toho  troj- 
úhelníka; proto  jest  AQC .  CB0  —  r%;  poněvadž  však  AA0  =  A9C> 
BBQ  —  CBQ,  jest  xy  —  r*.  Hodnotu  stálého  součinu  obdržíme 
ihned,  vedeme-li  tečnu  cx  rovnoběžně  s  AB. 

205.  Z  odvozených  konstrukcí  pro  kružnici  plynou  obdobné 
konstrukce  pro  ellipsu.  Tak  můžeme  provésti  úlohu : 

Sestrojiti  pro  ellipsu  tečnu  c  v  bodě  daném  (7,  nebo  bod  dotyku 
C  tečny  dané  c,  jest-li  mimo  to  dán  průměr  ellipsy  AB  a  tečny 
k  ní  a  ||  b  v  jeho  koncových  bodech. 
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Obr.  222.  —  V  prvém  pří- 
pádě  protneme  na  př.  AG  teč*  - 
nou  b  v  bodě  Í7,  hledaná  tečna 
půlí  pak  úsečku  BU;  nebo, 
značí-li  opět  S  střed  ellipsy, 
protneme  b  přímkou  SB0\\AC 
v  bodě  B0  ležícím  již  na  c. 
V  druhém  případě  protneme 
tečnu  e  tečnou  b  v  bodě  B0  a 
buďto  naneseme  na  b  úsečku 
B0U  =  BB0,  pak  přímka  UA 
protíná  c  v  hledaném  bodu  do- 
tyku v  (7,  anebo  vedeme  k  SB0  bodem  A  rovnoběžku,  která  protíná- 
b  v  bodě  C. 

Obr.  223.  —  Předpokládejme  opět  pro  ellipsu,  že  dány  jsou 
dvě  rovnoběíné  tečny  a,  6,  jejich  body  dotyku  -4,  B  a  libovolný  dalšf 


Obr.  222. 


Obr.  228. 

bod  C.  Sestrojíme  jiný  další  bod  C,  ellipsy,  vedeme-li  rovnoběžka 
k  tečnám  a,  b  a  protneme-li  ji  přímkou  AG  v  bodě  Vu  přímkou 
BC  v  bodě  Vx.  Spojnice  UXB}  VXA  protnou  se  v  bodě  C,;  bod 
tento  popíše  hledanou  ellipsu,  jestliže  přímka  Ux  P,  se  pohybuje 
tak,  aby  byla  ustavičně  rovnoběžná  k  a  a  6.  Tečnu  c  v  bodě 
C  sestrojíme  způsobem  prve  uvedeným ;  ta  protíná  Ut  Vt  v  bodě 
//,,  který  leží  již  na  tečně  c,  ellipsy  v  bodu  (?,. 

Je-li  éllipsa  dána  opit  dvěma  rovnoběžnými  tečnami  a,  6,  jich 
lody  dotyku  A,  B  a  libovolnou  tečnou  c,  sestrojíme  další  tečnu  c1T 
zvolíme  li  (obr.  224.)  na  přímce  AB  libovolný  bod  L,  protneme 
a  přímkou  spojující  bod  L  s  bodem  b .c  v  bodě  Au  b  přímkou,  spo- 
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jující  bod  L  s  bodem  a .  c  v  bodě  Bx ;  pak  jest  cx  =  At Bx ;  přímka 
tato  obaluje  tedy  ellipsu  hledanou,  když  L  se  na  AB  pohybuje. 
Stanovíme-li  bod  dotyku   C  tečny  c,   přímka  CX   protíná 
tečnu  cx  v  jejím  bodě  dotyku  Cv 


Obr.  224. 

206.  Z  relace  (1)  v  204  odvozené  plyne  pro  ellipsu  vzhle- 
dem k  130: 

Součin  z  úseček,  které  libovolná  tečna  ellipsy  na  dvou  pevných 
rovnoběžných  tečnách  utíná,  jest  stálý  a  rovná  se  čtverci  z  poloměru 
ellipsy,  rovnoběiného  s  těmito  tečnami  pevnými. 

Na  základě  této  věty  lze  řešiti  na  př.  úlohu: 
Sestrojiti  k  danému  průměru  AB  ellipsy  poloměr  sdrušený,  jehož 
^směr  jest  dán.  známe-li  mimo  to  jednu  její  tečnu  c. 

Vedeme  se  směrem  hleda- 
ného poloměru  rovnoběžky  body 
A,  B,  až  protnou  c  v  AQ}  resp.  B0: 
pak  se  délka  n  poloměru  hleda- 
ného sestrojí  z  relace 

n*  =  AA0.BB0. 


Obr.  225. 


207.  Budiž  dána  ellipsa  teč- 
nami a\\b,  jejich  body  dotyku  A,  B 
a  bodem  C ;  sestrojiti  jest 

1.  její  průsečík  druhý  P  s  libovolnou  přímkou  p  bodem  A  pro- 
cházející, 

2.  její  průsečík  druhý  Q  s  libovolnou  přímkou  q  bodem  C  pro- 
cházející. 
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1.  Obr.  225.  —  Protneme  BC  přímkou  p  v  bodě  Uu  vedeme 
přímku  ř^PjHa,  až  protne  AC  v  bodě  V1\  BVl  pak  stanoví  na 
p  hledaný  bod  P. 

2.  Obr.  226.  —  Protneme  q  přímkou  AB  v  bodě  L  a  AC 
přímkou  b  v  bodě  U\  přímka  UL  protíná  a  v  bodě  V\  jehož 
spojnice  s  bodem  B  stanoví  na  q  hledaný  bod  Q. 


ty<s 


Obr.  226. 

208.  Úloha.  Pro  ellipsu  h  středu  8  jsou  dány  dvě  dvojice  sdru- 
žených průměrů  a^,  b^b2  co  do  polohy  a  jeden  bod  A;  sestrojiti 
jest  její  osy. 

Obr.  227.  —  Učiníme  SAX 
=  AS  a  vedeme  bodem  A  rov- 
noběžku k  alt  bodem  A1  rovno- 
běžku k  a2.  Průsečík  P  obou 
leží  na  ellipse  Je.  Bodem  A 
vedeme  dále  na  př.  ^H^, 
bodem  Ax  pak  6'2 1|  b2.  Spojnice 
bodů  b\  .  4XP,  b\\\AP  jest 
patrně  k  průměru  AAÍ  sdružena, 
t.  j.  rovnoběžka  p  k  spojnici 
této  bodem  S  vedená  jest  prů- 
měrem k  AAX  sdruženým.  Se- 
če-li  p  přímku  b\  v  bodě  1  a 
rovnoběžku  bodem  Al  k  b\ 
vedenou  v  bodě  2,  a  seče-li 
kružnice    průměra    12  kolmici 

viSkup  v  bodě  L,  jest  SL  délka  poloměru  na p  ležícího  (196. 1). 
Je-li  tudíž  m  střed  úsečky  A1Li  tu  kružnice,  kolem  co  opsaná 
a  bod  S  obsahující,  seče  A1L  v  bodech  Ra,  Rp  hledaných  os 
velké  a  malé,  pro  něž  jest  RaL  =  a,  RpL  =  b  (172. 1). 

J.  8  o  botka:  Deskrfptivni  geometrie.  19 


Obr.  227. 
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209.  Konstrukce  v  205  uvedené  mají  též  platnost,  když  bod  C 
jest  koncovým  bodem  průměru  k  AB  sdruženého;  máme  tudíž 
úlohu  (184,  188): 

Sestrojiti  ellipsu  danou  dvěma  sdruženými  průměry  AB,  CD. 

Tečny  v  bodech  A>  B,  C,  D  označme  vztažmo  písmeny 
a,  6,  c,  d. 

1.  řešeni.  Obr.  228.  —  Přidržíme  se  téhož  označení,  jež  jsme 
měli  pro  obdobné  vztahy  vzhledem  ke  kružnici  (204);  můžeme 
zachovati  tu  následující  postup. 


Obr.  228. 


Vytkneme  si  přímku  AC;  libovolná  rovnoběžka  k  CD 
protne  AC  v  bodě  Vv  AB  v  bodě  M\  pak  se  přímky  UXB,  DM 
protnou  v  bodě  Cx  na  ellipse.  Spojíme-li  body  tečny  d}  na  tečnách 
a,  b  ležící,  s  libovolným  bodem  N  na  ABy  spojnice  ty  pro- 
tínají tečny  ft,  a  ve  dvou  bodech  nové  tečny  ellipsy,  jejíž  bod 
dotyčný  leži  na  DN\  je-li  N=  M,  dotýká  se  právě  obdržená 
tečna  ellipsy  v  bodě  Cx  a  prochází  mimo  to  též  bodem  c.UxM. 

2.  řešeni.  Obr.  229.  —  Značme  a.c  písmenem  AQ,  b.c  pís- 
menem B0,  a.d  písmenem  A^b.d  pak  písmenem  Bu  S  budiž 
středem  ellipsy.  Uhlopříčny  A1B0,  A0Bl  a  průměry  AB,  CD  dělí 
rovnoběžník  A0AlBlB0  v  osm  stejných  trojúhelníků.  Aby  se- 
strojení ellipsy  bylo  přehledné,  vedeme  v  každém  trojúhelníku 
rovnoběžku  k  oné  úhlopříčně,  jež  tvoří  jednu  stranu  jeho;  tu 
rovnoběžka  ta  protíná  ostatní  dvě  strany  ve  dvou  bodech,  a  to 
v  jednom  bodě  L  na  jednom  z  daných  poloměrů  ellipsy  polo- 
ženém a  v  jednom  bodě  K  na  tečně  ellipsy  v  koncovém  bodě 
poloměru  toho.  Body  L  a  K  spojíme  s  koncovými  body  průměru 
k  poloměru  zmíněnému  sdruženého,  a  to   bod  K  s  tím  bodem, 
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jehož  tečna  prochází  jedním  vrcholem  trojúhelníka  vytčeného, 
bod  L  pak  s  druhým  bodem  koncovým.  Obě  spojnice  protínají 
se  v  bodě  X  na  ellipse. 

Správnost  konstrukce  seznáme,  promítneme-li  ellipsu  tu 
v  kružnici  V ;  pak  se  promítají  trojúhelníky  CSL.  DAÍ  K  ve  dva 
pravoúhlé  trojúhelníky  shodné,  jichž  strany  stojí  navzájem 
kolmo  k  sobě;  proto  příslušejí  CX  a  DX  dvěma  kolmicím, 
protínajícím  se  na  kružnici  k1.  Pročež  jest  X  bodem  ellipsy. 


<s*fK.\ 


2 


Obr.  229. 

Přímka  KL  jest  příčkou  ještě  v  jednom  z  takových  troj- 
úhelníků prve  blíže  vyznačených,  protínající  příslušné  strany  jeho 
v  bodech  Lx  a  Kx ;  příslušné  spojnice  bodů  těchto  s  koncovými 
body  průměru  k  SLt  sdruženého  dávají  další  bod  T  ellipsy. 
Táž  příčka  seče  dále  prodloužení  stran  trojúhelníka  SBBQ 
v  bodech  X,  Kq;  jest  tudíž  průsečík  Z  přímek  £2<7,  DL  též 
bodem  ellipsy,  atd.  Sestrojení  tečen  provádí  se  jako  při  kon- 
strukci předešlé. 

210.  Úloha.  V  rovině  dvěma  body  Ay  B  položiti  ellipsu  h  tah, 
aby  h  dané  kružnici  kx  ležela  affinně  pro  danou  osu  affinity  r. 

-  Obr.  230.  —  Bude  se  nám  jednati  o  to,  zdali  lze  stanoviti 
směr  affinity  takový,  aby  ellipsa  k  příslušející  affinně  kružnici 
kx  procházela  body  A,  B.  Dejme  tomu,  že  by  přímka  l  spojující 
bod  B  s  libovolným  bodem  na  kx  udávala  hledaný  směr;  pak 
by  bodu  B  na  k  příslušel  affinně  jeden  z  bodů  na  kružnici  kx, 
v  němž  ji  přímka  l  seče;  volme  na  př.  bod  Bé.  V  této  affinní 
poloze  bude  příslušeti  bodu  A  bod  A\  jejž  obdržíme  v  průseku 
rovnoběžky  ku  BB1  bodem   A  vedené  s  přímkou,  která  spojuje 

19* 
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bod  Bé  s  bodem  P  =  r  .  AB.  Otáčíme-li  BB4  kolem  B  a  popisu- 
je-li  při  tom  Bé  kružnici  kl%  pak  bude  bod  A'  popisovati  kruž- 
nici k2  s  kx  podobně  položenou  pro  P  jakožto  střed  podobnosti; 

PA 
modul  podobnosti  mezi  k2  a  kx  jest  p^.    Střed  K2  kružnice  h2 

odvodíme  ze  středu  Kx  kružnice  tai  když  protneme  přímku  KXP 
rovnoběžkou  ku  B'KX  bodem  A*  vedenou. 


Obr.  230. 

Má-li  nyní  ellipse  k  příslušeti  kružnice  k1,  nutno  přímku  l 
udávající  směr  affinity  a  obsahující  bod  B  vésti  tak,  aby  bod  Ax 
nař2,  podobnou  polohou  příslušný  bodu  B1}  v  němž  l  seče  kruž- 
nici klf  ležel  též  na  kt.  Musí  býti  tudíž  bod  Ax  průsečným  bodem 
kružnic  *j,  k2.  Pak  seče  přímka  PAX  kružnici  kx  ještě  v  bodě  Bx 
příslušném  bodu  Ax  v  poloze  podobné  mezi  k2  a  kt  tak,  že  jest 
BB1  \\AA^  Polohou  affinní  o  dané  ose  r,  v  níž  přiřadíme  bodu 
At  bod  A%  přísluší  pak  skutečně  kružnici  kx  ellipsa  procházející 
zároveň  bodem  B.  Poněvadž,  když  se  A2,  kx  sekou,  činí  tak 
mimo  Ax  v  dalším  ještě  bodě,  proto  vede  nás  úloha  obecně  ke 
dvěma  ellipsám. 

Paprsek  libovolný  PB',  bodem  P  vedený,  který  seče  kt 
v  bodě  B\  k2  v  bodě  příslušném  A\  protíná  kružnice  ty  ještě 
v  bodech   1?",  A"  podobně  položených. 

Patrně  platí  úměra 

PA!  :  PB'  =  PA"  :  PB", 


tak  že  jest 

Dále  jest 


PA' .  PB"  =  PB' .  PA".  (l) 

PB'.PB»=Pl, 

PA'  .PA«  =  p2,  w 

značí-li  px   potenci  bodu  P  vzhledem  ke   kt  a  p2  potenci  téhož 
bodu  vzhledem  ke  k2. 


—  293  — 

Dosadíme-li  do  (1)  hodnoty  za  PB'  a  PA"  z  rovnic  (2) 
plynoucí,  obdržíme  relaci 

PA1 .  PB"  =  VpIp7  <3) 

Součin  vzdáleností  nepříslušných  sobě  bodů  kružnic  k2)  klf 

ležících  na  témže  paprsku  podobnosti,  od  středu  podobnosti,  má 

tedy  hodnotu  stálou  pro  všecky  paprsky  podobnosti;   označme 

|  e*  |  její  absolutní  hodnotu. 

Pro  bod  Ax  společný  kružnicím  A2,  kx  splývá  na  PAX  ne- 
příslušný bod  opět  s  Ax  ať  jej  již  přisuzujeme  kružnici  k2  nebo 
kružnici  kx,  tak  že  v  případě,  když  se  kružnice  ty  protínají,  jest 
PA,  =  Q. 

Buďtež  7?2,  Rx  paty  kolmic  s  k2y  kx  na  r.    Ta  platí  úměra 

PA* :  PB'  =  PB2  :  PBX ; 

dosadíme-li  hodnotu  pro  PA\  z  úměry  té  plynoucí,  do  (3),  ob- 
držíme, jelikož  PB'  .PB"  =pu  relaci 

Zůstávají-li  body  -á,  B  pevnými  a  měníme-li  kružnici  kx  tak, 
aby  střed  její  ležel  ustavičně  na  přímce  KXRX,  a  aby  potence  bodu  P 
vzhledem  ke  kx  se  neměnila,  pak  se  kružnice  k2  mění;  její  střed  se 
pohybuje  na  K2R2t  ale  potence  bodu  P  vzhledem  k  ní  se  rovněž 
neměni,  jak  z  (4)  patrno ;  pak  ale  se  též  hodnota  |  (>2 1  nemění  a  proto, 
když  se  libovolné  dvě  takto  k  sobě  příslušné  kružnice  £2,  kx  sekou, 
leží  průsečíky  jejich  na  kružnici  v  středu  P  a  poloměru  q. 

Seče-li  kružnice  daná  Jfcx  osu  r  ve  dvou  reálních  bodech 
E.  Z>,  pak  seče  k2  osu  r  taktéž  ve  dvou  reálních  bodech  Ex,  D1% 
které  hoví  relacím 

PEX  :  PE  =  PDX  :  PD  =  PR2  :  PB,. 

Z  toho  vysvítá,  když  se  kx  mění,  jak  bylo  prve  uvedeno, 
tak  že  prochází  ustavičně  body  E,  Z),  pak  příslušná  kružnice 
k2  prochází  ustavičně  body  Exy  Dx,  a  pro  g  obdržíme  hodnotu 

q*  =  PE.  PDX  =  PD  .  PEX.  (5) 

211.  Úloha.  Sestrojiti  ellipsu  k  procházející  pěti  danými  body 
A,  Bt  C\  D,  E. 

v 

Obr.  231.  —  Řešení  úlohy  této  založíme  na  úloze  před- 
cházející. Spojíme  dva  z  daných  bodů  přímkou  r  a  budeme 
hleděti  ustanoviti  polohu  affinní  mající  r  za  osu  takovou,  aby 
jí  body  -4,  B,  C  přešly  v  body  Aq,  Bq,  C0  ležící  na  kružnici 
k0J  která  by  zároveň  obsahovala  body  D,  E. 
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Proložíme-Ii  body  ED  libovolnou  kružnici  ílf  tu  můžeme 
dle  předešlého  stanoviti  pomocí  příslušné  kružnice  k2  affinní 
polohu  vzhledem  k  ose  r\akovou,  aby  body  i4,  B  přešly  v  body 
Aly  B1  na  kx ;  obdobně  můžeme  stanoviti  pomocí  určité  kružnice 
ks  affinní  polohu  vzhledem  k  ose  r  takovou,  aby  body  A,  C 
přešly  v  body  -á2,  C2  na  kx.  Měníme-li  nyní  kružnici  k„  ale 
tak,  aby  ustavičně  procházela  body  2),  E,  pak  se  bude  kružnice  k% 
též  měniti,  při  čemž  bude  procházeti  ustavičně  dvěma  pevnými 
body  £1}  ^  na  r;  body  Ax,  Bx  budou  se  taktéž  měnitij  při 
čemž  bod  Al  bude  dle  předcházejícího  popisovati  určitou  kruž- 
nici v,  mající  střed  svůj  v  bodě  P  =  AB  .  r. 


vv 


\ 
\ 
\ 


3  \  /  »* 

<A'r — 
/ 


Obr.  231. 

Dále  ale  každému  kx  příslušeti  bude  určitá  kružnice  A3, 
a  sice  budou  všechny  takové  kružnice  k3  procházeti  rovněž 
dvěma  pevnými  body  2?2,  D2  nar;  body  A2,  (7a,  obdobné  bodům 
Ax,  Bx  prve  uvažovaným,  budou  se  rovněž  měniti,  při  čemž  bod 
A2  bude  obdobně  popisovati  určitou  kružnici  w,  mající  střed 
svůj  v  bodě  Q  =  AC .  r. 

Přiřadíme-li  nyní  bod  průsečný  A0  kružnic  v>  to  bodu  Ay 
pak  jest  osou  r  a  dvojicí  sobě  příslušných  bodů  AA0  stanovena 
poloha  affinní.  Kružnice  k0  proložená  body  2?,  D,  A0  má  tu 
vlastnost,  že  na  ni  padne,  dle  první  části  naší  konstrukce  též 
bod  B0  příslušný  ku  B  ve  vytčené  poloze  affinní  a  dle  druhé  části 
její  též  bod  CQ  v  téže  poloze  affinní  ku  C  příslušný. 


—  295  — 

Tím  jest  naopak  ellipsa  k  stanovena  jakožto  křivka  pří- 
slušná kružnici  k0  v  odvozené  poloze  affinní. 

Když  se  kružnice  t;,  w  neprotínají,  pak  nelze  též  danými 
body  položiti  ellipsu;  když  se  protínají,  pak  činí  tak  ve  dvon 
bodech  A0,  A'0  vzhledem  ku  r  souměrně  položených  tak,  že 
i  příslušné  kružnice  k0,  k'0  jsou  stejné  a  souměrně  položené, 
vzhledem  ku  r  a  oběma  přísluší  affinní  polohou,  stanovenou  osou  r 
a  dvojicí  AAQ,  resp.  AA'0  příslušných  sobě  bodů,  jediná  ellipsa  k, 
jejíž  velká  osa  jest  rovnoběžná  s  přímkou,  která  půlí  úhel  při 
A  v  trojúhelníku  A0AA'0.    Máme  tudíž  vŽtu: 

Lze-li  pěti  body  položiti  ellipsu,  pak  jimi  jest  ellipsa  ta  jedno- 
enačně  stanovena. 

Konstrukci  můžeme  pak  provésti,  jak  následuje: 

Kružnici  kx  opíšeme  tak,  aby  měla  DE  za  průměr,  tedy 
Bt  za  střed;  vedeme-li  tedy  ku  BRi  rovnoběžku  bodem  A,  protne 
tato  r  ve  středu  JR,  kružnice  příslušné  ia.  Jelikož  jest  P  =  AB.r 
středem  podobnosti  obou  těchto  kružnic,  protne  spojnice  bodu  P 
s  jedním  bodem  k1.BRí  přímku  AR2  v  bodě,  jímž  kružnice  Jfc2 
prochází,  čímž  jest  stanovena.  Kružnice  v  má  střed  v  P  a  pro- 
chází body  společnými  kružnic  *,,  Aa. 

Dále  stanovíme  kružnici  A3  ku  kt  příslušnou.  Vedeme  ku 
CR1  rovnoběžku  bodem  -4,  která  seče  r  ve  středu  R3  kružnice 
této.  Spojnice  bodu  Q  =  AC.r  s  jedním  z  bodů  kí,CR1  seče 
R3A  v  bodě  na  k3  ležícím,  čímž  kružnice  ta  jest  již  stanovena. 

Kružnice  w  prochází  body  kx .  fc3  a  má  svůj  střed  v  bodě 
Q%  čímž  rovněž  jest  stanovena,  jakož  i  stanoveny  jsou  již  body 
v. to  čili  j40,  A*0. 

Kdyby  se  kružnice  kn  k2,  resp.  k1}  k3  neprotínaly,  sestro- 
jíme poloměr  kružnice  v,  resp.  w\  první  se  dle  (5)  v  210  rovná 
\JPD.PElt  druhý  \JQE.QD2. 

Tím  jest  úloha  (laná  řešena.  V  obrazci  sestrojili  jsme  kruž- 
nici kit  bodem  AQ  jdoucí  a  odvodili_  z  jejího  středu  S0  střed  8 
ellipsy,  dále  jsme  na  AA0  nanesli  AI  =  AA'Q,  pak  jest  malá  osa 
ellipsy  rovnoběžka  bodem  S  ku  A'0l  vedená;  konečně  osu  tu, 
jakož  i  osu  velkou  jsme  omezili  pomocí  affinní  polohy  ellipsy 
«  kružnicí  k0. 

Když  kružnice  kx  přímku  r  neprotíná,  pak  kružnice  mající 
střed  v  bodě  Rx  a  protínající  kx  orthogonálně,  seče  přímku  KXRX 
ve  dvou  bodech  Ji,  J2  harmonicky  oddělených  body  Js1.KlRl 
čili  krátce  harmonicky  oddělených  kružnicí  kx.  Pak  ale  každá 
kružnice   body   J1}  J2    proložená   seče  kx  orthogonálně    a   tedy 
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též  každá  kružnice  u,  která  má  svůj  střed  na  r  a  seče  kt  ortho- 
gonálne,  prochází  body  «7i,  «7"a.  Naopak  každá  kružnice  majíci 
střed  na  K1B1  a  protínající  kružnici  u  orthogonálně,  protíná  též 
každou  jinou  kružnici  body  «/1,«/s  proloženou  orthogonálně  (125). 
Tím  jest  také  v  předcházejícím  obsaženo  řešení  úlohy  právě 
provedené  ve  znění  docela  obecném: 

Dány  jsou  v  rovině  tři  body  A,  5,  C  a  přímka  r ;  sestrojiti  jest 
kružnici  k0i  která  má  vzhledem  k  dvěma  daným  bodám  na  r  přede- 
psané potence^  a  ellipsu,  procházející  body  A,  B,  C  tak,  aby  obě 
křivky  ležely  affinně  vzhledem  k  r  jakožto  ose  affinity. 

212.  Přihlédněme  v  následujícím  ještě  k  zvláštnímu  pří- 
padu konstrukce  právě  provedené. 

Úloha.   Ellipsa  k  jest  dána   tětivou  DE  a  poloměrem  k    ní 

sdruženým  AB ;  má  se  převésti  v  kružnici  k0  affinní  polohou,  pro 

niž  jest  DE  osou. 

Obr.  232.  —  Mysleme  si 
nad  EDy  jakožto  průměrem 
kružnici  kx  a  odvoďme  dle  210 
příslušnou  kružnici  k2 ;  obě  mají 
bod  P=AB.DE  za  střed  po- 
dobnosti, který  jest  zde  zároveň 
společným  středem  jejich.  Se- 
če-li  ka  přímku  DE  v  bodech 
/>!,  Ex  tak,  že  body  A  Dx  leží 
na  různých  stranách  bodu  P, 
pak  dle  rovnice  (5)  v  210  ob- 
držíme  poloměr  q  kružnice  v, 

jakožto  polotětivu  bodem  P  kolmo  ku  DE  vztyčenou  v  kružnici 

mající  úsečku  DDX  za  průměr. 

Kružnice  v  musí  obsahovati  bod  A0  příslušný  k  A  v  poloze 
affinní  mezi  k  a  kQ.  Poněvadž  tečna  v  A  ku  i  a  tedy  i  tečna 
v  A0  ku  k0  jest  rovnoběžná  s  osou  affinity,  proto  jest  PA9 
poloměr  kružnice  v  kolmý  ku  DE. 

Z  toho  dospíváme  tudíž  k  následující  konstrukci  bodu  AQ : 
Bodem  A  vedeme  rovnoběžku  k  přímce  BD\  rovnoběžka 
ta  seče  DE  v  bodě  Dlf  a  kružnice  nad  průměrem  DDX  seče 
kolmici  v  P  ku  DE  vztyčenou  v  bodech  A0,  A'0  té  vlastnosti, 
že,  když  vytkneme  takovou  affinní  polohu  mající  r  za  osu,  aby 
bodu  A  příslušel  buďto  bod  A0  anebo  bod  Aá0f  ellipsa  k  pře- 
chází v  kružnici. 


Obr.  232. 
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Obdobně  jsme  mohli  bod  B0,  resp.  B'0  sestrojiti. 

Ovšem  mohli  jsme  postupovati  též  tak,  že  bychom  stano- 
vili nejprve  v  k  délku  průměru  s  DE  rovnoběžného  (196.  1), 
který  se  rovná  patrně  poloměru  kružnice  i0,  čímž  tato  jest 
rovněž  již  stanovena,  jakož  jest  i  směr  polohy  affinní  mezi  k  a  k0 
spojnicí  středů  těchto  křivek  přímo  stanoven. 


Obecná  affinita  útvarů  rovinných. 

213.  Nejprve  ukážeme  zevšeobecnění  vztahu  dvou  útvarů, 
vyjádřeného  affinní  polohou,  v  následujících  dvou  úlohách. 

Úloha.  V  průmětně  jest  dán  trojúhelník  A' 3*0;  má  se  sestrojiti 
rovina  R  a  v  ní  trojúhelník  ABC  daného  tvaru,  který  by  se  pro- 
tnítal  orthogonálné  do  daného  trojúhelníka. 

Můžeme  úlohu  též  takto  vysloviti: 

Má  se  protnouti  trojboký  hranol  H,  kolmý  ku  průmětně,  jehoé 
stopa  A'B'(?  jest  dána,  tak,  aby  řez  ABC  byl  danému  trojúhelníku 
A0B0C0  podoben. 

Obr.  233.  —  Sestrojme  v  průmětně  nejprv  trojúhelník  A'B'0^ 
podobný  trojúhelníku  A0B0C0  a  mající  s  ^'iW  stranu  A'B' 
společnou;  patrně  můžeme  trojúhelník  A0B0C0  nahraditi  troj- 
úhelníkem A!BCV  Můžeme  si  nyní  sestrojiti  v  průmětně  obraz 
podobný  2X  soustavy  rovinné,  obsažené  v  rovině  R  tak,  aby  troj- 
úhelník AtBéC1  byl  obrazem  trojúhelníka  ABC.  Pro  libovolný 
bod  N  na  straně  AB  má  platnost  úměra 

AN  _  AéNé 
BN  —  &N* " 

Jeli  N1  obraz  podobný  bodu  JW,  má  platnost  též  úměra 

AN  _  A'Ny 
BN  ~  B'N,  5 

z  obou  úměr  vychází,  že  Nt  =  N' ;   tedy  průmět  každého  bodu 
na  přímce  AB  a  obraz  jeho  podobný  se  stotožňují. 

Mysleme  si  v  hledaném  trojúhelníku  výšku  CS  s  bodu  C, 
dále  si  mysleme  v  jeho  rovině  R  kružnici  k  středu  S  a  polo- 
měru SC  a  označme  H  jeden  bod  průsečný  této  kružnice  se 
stranou  AB. 

SC  a  SH  jsou  dva  k  sobě  kolmé  poloměry  kružnice  k; 
jejich  obrazy  podobné  jsou  5'C,,  S'H4. 


-  298  — 

Aby  naše  úloha  byla  možná,  je  nutno  a  postačí,  aby 
se  kružnice  k  promítala  v  ellipsu  k'  tak,  že  poloměry  SCy  SH 
se  promítají  ve  dva  sdružené  poloměry  &H*,  S'C'  ellipsy,  což 
jest  vždy  možno.  Tyto  dva  sdružené  průměry  jsou  dány,  a  jimi 
jest  tedy  ellipsa  stanovena.  Sestrojme  si  z  průměrů  těch  osy. 
Tu  S* H'  není  nutno  sestrojovati,  poněvadž  SiC1=S,Há  a  S'C,  ±  S'H\ 
Podle  konstrukce  známé  (172. 1)  rozpůlíme  (7'C,  v  bodě  <o  a  kolem  co 
opíšeme  kružnici,  procházející  bodem  S\  která  protíná  C'Cl 
v  bodech  B«,  osy  hlavní,  a  Rp,  osy  vedlejší.  Který  z  těchto  bodů 
průsečných  náleží  ose  hlavní  a  který  vedlejší,  dle  uvedené  kon- 
strukce snadno  lze  rozhodnouti.  Pak  pro  ellipsu  ká  je  zde  BnC'z=i 
6,  RaCx  =  a.  Nanesme  na  S1  Rp  délku  TFT*  =  BaC  =  b  a  opišme 
kolem  V  kružnici  poloměru  BaCi  =  a.  Budiž  F  jeden  průsek 
kružnice  této  s  S'Ba;  bod  ten  jest  ohniskem  ellipsy  &'. 


Obr.  283. 


Ellipsa  ké  má  býti  průmětem  orthogonálním  kružnice  k. 
Bude  tedy  BaC1  délkou  poloměru  pro  kružnici  k.  Předpokládá- 
me-li  bod  S  v  průmětně,  pak  jest  8Ba  stopou  ri  roviny  hledané  R. 
Poloměr  kružnice  k  SRa  kolmý  se  promítá  do  S'V.  Vzdálenost 
od  průmětny  bodu  V  na  kružnici,  promítajícího  se  do  V\  plyne 
z  pravoúhlého  trojúhelníka  SfVF^  jakožto  odvěsnami7,  ježto  se 
přepona  rovná  pravé  délce  poloměru.  Uzavírá  proto  průměr  SV 
a  tedy  i  rovina  E  s  průmětnou  úhel  qp  rovnající  se  <  S'7'F.  Polo- 
žíme-li  tedy  přímkou  BaS  rovinu  R  pod  úhlem  qr  k  průmětně 
nakloněnou,  bude  protínati  hranol  H  v  trojúhelníku  ABC,  plochu 
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válcovou  promítající,  ellipsou  k*  položenou,  v  kružnici  k.  Touž 
vlastnost  má  rovina  R*  k  R  souměrně  vzhledem  ku  průmětně 
položená,  jakož  i  každá  s  R  a  každá  s  R*  rovnoběžná  rovina. 
Pravou  velikost  trojúhelníka  ABC  obdržíme  v  CXA^B^  když  na 
CXS*  naneseme  67,5^=  (?,/?«=«  a  bodem  S*  vedeme  rovnoběžku 
k  A'B\  protínající  přímky  CXA\  CxBé  v  A„  resp.  v  Bm.  V  obrazci 

jsme  nanesli  na  CXS'  délku  Cx  Sj  =  -~-  •  Cx  Ra  a  bodem  Sč  vedli 

jsme  rovnoběžku  k  A'B\  která  seče  CXA!  v  bodě  A^  GlBt  v  bod 
B#.  Trojúhelník  A#BfiCx  a  hledaný  trojúhelník  ABC  jsou  podobny 
v  poměru  stran  1 : 2. 

214.  Úloha.  Dán  jest  trojúhelník  (A)(B)(C)  v  průmětně ;  má 
se  v  ní  sestrojiti  přímka  rj,  kolem  níi  Iste  trojúhelník  ták  otočiti, 
aby  pak  průmět  jeho  orthogonální  A'BéO  byl  podoben  druhému 
trojúhelníku  danému  AaBaCa. 

Obr.  234.  —  Připojíme  k  straně  (A)(B)  trojúhelníka  prvého 
trojúhelník  (A)(B)CX  druhému  danému  trojúhelníku  podobný 
a  tedy  tvar  průmětu  A'B'C  udávající.  Trojúhelník  G4)(B)(C> 
považujeme  za  sklopení  trojúhelníka  ABC  v  rovině  R  polo- 
ženého. Budiž  (S)  pata  kolmice  s  C,  na  (A)(B). 

Stanovme  nejprv  ellipsu  e<  v  rovině  hledané  R  ležící  a  bodem  C 
procházející,  tak,  aby  průmětem  jejím  eé  byla  kružnice.  Takovou 
ellipsu  můžeme  snadno  ve  sklopení  (e)  vyjádřiti.  Za  střed 
ellipsy  (é)  zvolme  patu  (£)  kolmice  s  C,  na  (A)  (B).  Poněvadž 
(A)  (B)  Cx  ro  A'B'0,  bude  v  takovém  zpodobení  průmětny,  v  němž 
trojúhelníku  A'B'C  přísluší  trojúhelník  (A)  (B)  Cl9  průmětu  &  pří- 
slušeti kružnice  ex  kolem  (8)  poloměrem  (5)  Cx  opsaná  a  každému 
bodu  na  průmětu  A'Bé  bude  dle  úvahy  v  předcházející  úloze 
provedené  příslušeti  bod  na  {A)  (B)  ležící,  který  jest  se  svým 
sklopením  totožný.  Bude  proto  poloměr  (S)(H)  kružnice  eu  ležící 
na  04)  (2?),  zároveň  sklopením  příslušného  poloměru  ellipsy  (e)* 
Poněvadž  poloměry  (S)(H%  (S)^  v  e%  jsou  k  sobě  kolmé,  budou 
(5)(#),  (S)(C)  dvěma  sdruženými  poloměry  ellipsy  {e). 

Dle  toho  sestrojíme  osy  ellipsy  (e)  třeba  zase  tím,  že  délku 
(<7)  Cl  bodem  cd  rozpůlíme  a  položíme  kružnici,  která  bod  půlící 
má  za  střed  a  bodem  (S)  prochází.  Průsečné  body  «R«,  Rp  kruž- 
nice této  s  přímkou  (C)  C,  již  náležejí  osám  ellipsy  (e),  a  opět 
není  tu  pochyby,  který  z  nich  Ra  náleží  hlavní  ose  (5)i2ct 
který  Rp  náleží  vedlejší  ose  (S)  Rp,  při  čemž  opět  zde  RaCx  =  ay 
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Víme  dále  (165),  když  se  ellipsa  promítá  orthogonálne  do 
kružnice,  že  stopa  r\  její  roviny  je  stejnosměrná  s  osou  vedlejší 
ellipsy.  Můžeme  tedy  (S)  Bp  zvoliti  za  #*.  Aby  se  ellipsa  e  pro- 
mítla do  kružnice  e\  nutno  ellipsu  (e)  kolem  r\  otočiti  v  jednom 
nebo  druhém  smyslu  o  úhel  <p,  jejž  uzavírá  malá  osa  její  s  prů- 
vodiči  vrcholů  vedlejších  aneb  s  prodloužením  průvodičů  těch 
přes  vrchol.  Sestrojení  úhlu  tohoto  jest  v  obrazci  provedeno. 
Otočením  nechť  přejde  rovina  ellipsy  e  buď  do  polohy  R  nebo 
do  polohy  R#  k  ní  vzhledem  k  průmětně  souměrné. 


Obr.  234. 


Naneseme-li  tedy  na  (S)Ba  buď  v  témž  smyslu  neb  ve 
smyslech  opačných  délky  (S)  (T)  =  a,  (S)V  =  6,  jest  V  průmětem 
vrcholu  V  ellipsy.  V  poloze  orthogonálne  affinní,  jejíž  osou  jest 
nav  níž  bodu  (V)  přísluší  F,  přísluší  trojúhelníku  (4)(B)(C) 
žádaný  průmět  A'B'C 

Přímku  ri  lze  patrně  nahraditi  libovolnou  rovnoběžkou  k  ní. 
Otočíme- li  kolem  této  trojúhelník  (A)  (B)  (<7)  o  úhel  <p  do  polohy 
ABC,  jeho  rovina  přejde  do  polohy  rovnoběžné  s  R,  resp.  R#,  a 
průmět  A'B'C  trojúhelníka  ABC  jest  podoben  trojúhelníku  4aBaCa. 

Může  se  ještě  klásti  podmínka,  aby  trojúhelník  A'B'C  byl 
buďto  souhlasně  nebo  nesouhlasně  podoben  trojúhelníku  AaBJC^ 
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t.  j.  když  popíšeme  obvod  trojúhelníka  jednoho  v  určitém  smyslu 
a  obvod  druhého  ve  smyslu  takovém,  aby  v  obou  prvky,  které 
v  podobnosti  k  sobě  náležejí,  následovaly  v  stejném  pořádku 
za  sebou,  může  se  žádati,  aby  oba  trojúhelníky  měly  týž  smysl, 
aneb  aby  smysly  jejich  byly  opačné.  Té  podmínce  vyhoví  se 
jednoduše  tím,  když  sestrojíme  trojúhelník  (A)(B)C^  tak,  aby 
byl  souhlasně  podoben  trojúhelníku  AaBaCa,  že  bude  troj- 
úhelník A'B'Cá  tomuto  souhlasně  nebo  nesouhlasně  podobný 
podle  toho,  považujeme- li  (A)(B)(fi)  za  sklopení  kladné  či  zá- 
porné, kdežto  když  sestrojíme  trojúhelník  (A)  (JB)  Cx  tak,  aby  byl 
nesouhlasně  podoben  k  AaBaCa,  trojúhelník  ABÍQ  bude  tomuto- 
souhlasně  nebo  nesouhlasně  podoben  podle  toho,  zdali  považu- 
jeme trojúhelník   (-4)(B)((7)  za  sklopení  záporné  nebo  kladné* 

215.  Provedené  konstrukce  a  úvahy  vedou  nás  k  obecnější 
příbuznosti  dvou  rovinných  útvarů  -T,  ž\  ležících  buď  v  téže  rovině 
neb  v  rovinách  různých,  totiž  takové,  že  každému  bodu  B 
útvaru  jednoho  přísluší  opět  bod  B  útvaru  druhého,  každé 
přímce  p  opět  přímka  p',  a  to  tak,  když  B  leží  na  p  nebo  i* 
prochází  bodem  U,  Že  také  B*  leží  na  p\  resp.  p*  prochází 
bodem  Bé  a  že  dělící  poměry  na  přímkách  útvaru  jednoho  rovnají 
se  příslušným  dělícím  poměrům  útvaru  druhého.  Takovou  sou- 
vislost nazýváme  obecnou  affinitou  čili  affinitou  vůbec. 

Souvislost  ta  jest  možná  a  stanovena,  když  přiřadíme  libo- 
volnému trojúhelníku  ABC  útvaru  2  určitým  způsobem  troj* 
úheluík  AÍBO  v  -i',  při  čemž  již  označením  způsob  přiřadění 
podáváme,  značíce  opět  příslušné  prvky  a  útvary  týmiž  písmeny. 
Abychom  to  seznali,  sestrojme  trojúhelník  ABC"  podobný  trojúhel- 
níku A'B'0  a  dále  k  útvaru  2?  útvar  podobný  2"  tak,  aby  ke  troj- 
úhelníku A!BO  náležel  trojúhelník  ABC";  pak  z  výměru  affinity 
mezi  2,  2,'  plyne,  že  útvary  2",  JE"  jsou  v  poloze  affinní  pro  AB 
jakožto  osu  a  CC"  jakožto  směr  affinity.  Vidíme,  že  pomocí 
podobnosti  lze  dospěti  od  obecné  affinity  k  poloze  affinní,  a  ta 
nesčíslnými  způsoby,  neboť  můžeme  každou  přímku  útvaru  H 
nebo  -£'  voliti  za  osu  affinity.  Je-li  X  poměr  úseček  příslušných 
v  útvarech  podobných  2\  2",  právě  odvozených,  a  lze-li  sestrojiti 
v  poloze  affinní  mezi  2\  2"  příslušné  si  přímky  A,,  h*\  resp. 
A2,  A"2  tak,  aby  příslušné  si  úsečky   m,  *n"  na  nich  ležící  byly 

v  témže  poměru  X  (145),  pak  plyne  z  —^  =  X,  —^  =  X  též  mf  =  m. 

V  tom  případě  jsou  tedy  příslušné  úsečky  na  přímkách  h\,  hír 
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resp.  A'a,  íi,  v  útvarech  affinních  2?,  2  sobě  rovné,  a  proto 
můžeme  pouhým  přemístěním  útvar  2?  uvésti  v  polohu  affinni 
se  2  tak,  aby  přímka  A,,  resp.  hq  byla  osou  affinity.  Postačí 
provésti  přemístění  tak,  aby  nejen  přímky  *',,  *t,  po  případě 
přímky  A'8,  A„  nýbrž  i  všechny  příslušné  k  sobě  body  jejich 
se  kryly,  což  za  uvedených  podmínek  jest  možno. 

Tím  jest  již  také  vyznačeno  provedení  úlohy: 

Soustavu  rovinnou  jednu  položiti  na  affinni  k  ní  soustavu  druhou 
taky  aby  měly  polohu  affinni  pro  případ,  že  takové  přemístění  je 
vůbec  mošno. 

Můžeme  konstrukci  tu  též  následovně  provésti. 

V  soustavě  jedné  2  zvolíme  kružnici  k  středu  £,  poloměru  r 
a  odvodíme  k  ní  příslušnou  ellipsu  kf  středu  S'  o  poloosách  a,  b 
v  soustavě  druhé  2' ;  položíme  soustavu  2  především  do  roviny 
soustavy  2*  tak,  aby  S  =  S\  čímž  přejde  2  do  polohy  20  a  kruž- 
nice k  do  polohy  k0%  v  níž  lze  ustanoviti  společné  body  její 
s  ellipsou  k*  (191.  2).  Budiž  Jí'  jeden  takový  bod,  jejž  přiřadíme 
ellipse  ké  ;  jemu  přísluší  affinně  v  2  bod  11  a  na  kQ  tedy  bod  Ra. 
Otočíme  nyní  v  rovině  soustavy  Z'  soustavu  20  kolem  S*  až 
splyne  2?0  s  R\  čímž  jest  pak  soustava  2  do  polohy  affinni  se  2* 
převedena.  Aby  řešení  bylo  možné,  musí  a>r>6. 

216.  Vytkneme-li  v  útvarech  affinních  -T,  2?  dva  sobě  pří- 
slušné trojúhelníky  OAB,  0'AéB\  můžeme  útvar  první  vztahovati 
ku  přímkám  O  A  =  x,  OB  =  y,  útvar  druhý  ku  přímkám  O' A'  =  x\ 
OB*  =  y'  jakožto  osám  souřadným.  Libovolný  bod  L  v  2  měj 
souřadnice  x,  y,  příslušný  bod  v  2?  souřadnice  #*,  y',  pak  mají 
platnost  úměry 

JL  —  J^á     X  —  0B 

x*  ~0'A' '     y'  —  WB' ' 

To  vede  k  následující  konstrukci  dvou  rovinných  útvarů 
affinních. 

Vztahujeme  pomoci  souřadnic  parallelních  útvar  jeden  k  libo- 
volným dvěma  pevným,  k  sobě  nakloněným  osám  souřadným,  pak 
zvětšíme  neb  zmenšíme  úsečky  jeho  bodů  v  určitém  poměru  a  a  rovněž 
tak  pořadnice  v  určitém  poměru  fi.  Takto  změněné  souřadnice  bodů 
považujeme  za  souřadnice  bodův  útvaru  druhého,  který  vztahujeme 
k  jiným   libovolným  dvěma   osám   souřadným   k  sobě  nakloněným. 

Mohli  jsme  též  v  útvaru  2  zvoliti  za  osy  souřadné  dvě 
rovnoběžky  xv  x2  a  na  nich  body  počáteční  O,,  ^,  libovolně; 
pak  každá  přímka  p  v  útvaru  tom  jest  dána  úsečkami  xv  x^ 
iteré  na  vytčených  osách  utíná.  Zvolíme-li  pro  útvar  druhý  2? 
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dvě  rovnoběžky  x\,  x\  a  na  nich  body  počáteční  O',,  0'f  libovolně 
a  mimo  to  stálý  poměr  l,  můžeme  přímce  p  útvaru  prvého  při- 
řaditi v  J5"  přímku  pá  tak,  aby  #',=  *#,,  #'a  =  kca;  k  libovol- 
nému bodu  B  v  Z  obdržíme  příslušný  bod  B*  v  I?  jakožto  prů- 
sečík přímek  p\  q'  příslušných  k  libovoluým  dvěma  přímkám  p, 
q  bodem  B  procházejícím.  Zvláště  můžeme  tu  přímku  p  vésti  bodem 
Oj,  přímku  q  bodem  02;  aneb  vedeme  v  2  bodem  B  přímku 
b  ||  Ox02i  protínající  přímky  xt,  x2  v  bodech  Bx,  Bt\  stanovíme 
na  xál  bod  B\  tak,  aby  v  patřičném  smyslu  0\B\,  =  1 .  OlBl ; 
pak  prochází  přímka  V  bodem  B\,  jsouc  rovnoběžná  k  OšxOi  % 
a  protínajíc  #'a  v  bodě  B\.  Konečně  stanovíme  B*  na  b*  tak, 
aby  (B\B\B^)  =  (B.B.B). 

y 

Ze  útvary  takto  odvozené  jsou  též  affinní,  seznáme,  když 
si  na  xx  vytkneme  libovolný  bod  Q  a  na  x\  příslušný  bod  Q' 
tak,  že  tedy  0\Q4  =  X  .  OxQ  a  sestrojíme  k  útvaru  £  útvar  affinní 
£í  takový,  aby  ke  trojúhelníku  OxO%Q  příslušel  trojúhelník 
0,1Oi3Qi]  shledáváme  tu  ihned,  že  ^=2*. 

Následkem  uvedené  konstrukce  dvou  útvarův  affinních  plyne 
z  konstrukcí  dříve  odvozených  (213  a  214)  věta: 

Jsou-li  dva  útvary  rovinné  affinní,  lze  ke  kaSdému  z  nich 
sestrojiti  útvar  podobný  tak,  aby  se  promítal  orthogonálně  do  útvaru 
druhého,  a  naopak  lze  každý  z  nich  přemístiti  tak,  Se  v  nové  poloze 
průmét  jeho  orthogonální  jest  k  útvaru  druhému  podoben. 

217.  Odvodíme  si  dále  tuto  větu : 

Ve  dvou  útvarech  affinních  £lt  22,  v  téie  rovině  položených, 
rovnoběiky  libovolného  směru  útvaru  jednoho  protínají  příslušné 
přímky  útvaru  druhého  v  bodech  lesících  na  přímce ;  všechny  takové 
přímky,  z  nichi  každá  spojuje  průsečíky  přímek  určitého  směru 
v  útvaru  jednom  s  příslušnými  přímkami  v  útvaru  druhém,  tvoří 
svazek,  jehoi  střed  jest  jediný  samodružný  bod  obou  rovinných  polí 
affinních. 

Obr.  235.  —  Nechť  náležejí  přímky  Z,  ||  w,  útvaru  prvnímu 
a  nechť  jsou  lq  ||  m2  příslušné  přímky  útvaru  druhého.  Považujme 
body  i1=Z1J2,  Mlz=ml.mq  na  př.  za  body  útvaru  prvního;  bodu 
Lx  přísluší  v  útvaru  druhém  bod  L2  na  lq,  bodu  Mx  pak  bod  Mq 
na  mtt;  přímce  pt  =  LtMl  přísluší  tudíž  přímka  pq  =  LqMq. 
Je-li  pak  w,  libovolná  přímka  v  útvaru  prvém  rovnoběžná 
s  lx  a  protínající  p,  v  bodě  Nv  pak  příslušná  přímka  w2  prochází 
bodem  Nq  na  pq  a  je  rovnoběžná  s  lq ;  že  však  dělící  poměry 
při  affinitě  se   zachovávají,    má   platnost  úměra  LlNl:MlNl=. 
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L^N2 :  MqNa ;  proto  přímka  «a  prochází  též  bodem  NXÍ  čímž 
první  část  vytčené  věty  jest  dokázána. 

Přímky  p„  p9  protínají  se  v  bodě  samodružném  0lt.  Ze 
bod  ten  sám  sobě  přísluší,  seznáváme,  když  jím  vedeme  přímky 
°\  II 'i»*  °2  Wh-  Považujeme-li  bod  ten  za  přináležející  útvaru 
prvému,  jest  průsečíkem  přímek  o,,  px ;  příslušný  mu  bod 
v  útvaru  druhém  jest  průsečíkem  přímek  02,  p2,  které  však  obě 
též  v  bodě  012  se  protínají. 

Můžeme  také  sestrojiti  bod  012,  jak  následuje. 

V  2X  vytkneme  dvě  dvojice  přímek  rovnoběžných  ltmlf 
rxsx  a  odvodíme  dvojice  Z2m2,  r2s2  přímek  jim  příslušných  v  2% ; 
pak  přímka,  která  spojuje  body  Z,.J2,  ml.ml,  protíná  spojnici 
bodů  r,.ra,  8l.s%  v  bodě  Ol2. 


Obr.  235. 

Dva  útvary  obecně  affinní  nemohou  obsahovati  více  než 
jeden  samodružný  bod.  Předpokládáme-li  totiž,  že  obsahuji 
alespoň  dva  takové  body  Oxv  Flt,  jest  každý  bod  přímky  Ox%Vx2 
samodružný;  neboť  když  na  přímce  té  bodu  Px  přísluší  bod 
Pa,  jest  (Ox2VX2Pl)  =  (013Vl2P%)  a  proto  Pl=P2=Px%.  Útvary 
ty  leží  v  případě  tom  v  poloze  affinní;  přímka  0ltFlt  jest  osou 
affinity.  Abychom  se  o  tom  přesvědčili,  zvolme  si  dva  sobě  pří- 
slušné body  Ct,  C%\  pak  přímka  CXC%  jest  též  samodružná; 
bod  její  Hl2  na  0X2Vl2  sám  sobě  přísluší.  Značíme-li  HX—H%=RW 
přímka  CXHX  splýváš  C2H2.  Přímka  (7,(7,  podává  směr  affinity; 
vedeme-li  totiž  libovolným  jiným  bodem  Dx  stejnosměrku  k  Ct Hlf 
bude  jí  příslušeti  stejnosměrka  k  C2H%  =  ClHv  protínající  se 
s  ní  v  bodě  Kl2  na  přímce  0ítVX2;  bude  to  tedy  přímka  s  ní 
splývající,  a  dále  bude  DtK12:  D%KX2-=lCxHx%\  C%Hx%}  poněvadž 
i  v  obecné  affinitě  poměr  libovolných  dvou  úseček  rovnoběžných 
útvaru  jednoho  rovná  se  poměru  úseček  příslušných.  Tím  však 
jest  poloha  affinní  útvarů  £v  22  zjištěna. 
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218.  —  Obr.  236.  —  Uvedená  konstrukce  sprostředkuje 
charakteristickým  způsobem  přechod  od  libovolného  útvaru  2X 
rovinného  k  útvaru  <T8  k  němu  affinnímu  a  v  téže  rovině  8  ním 
položenému.  Jsou-li  útvary  ty  dány  trojúhelníky  sobě  příslušnými 
AxBxCl%  A%B%C%i  veďme  bodem  Cx  přímku  ct  ||  ^i1J3&9  bodem  C% 
přímku  c%\\A%B%  a  spojme  body  AXBX.A%B%%  cl.e2  přímkou  Po* 
Dále  veďme  bodem  Ax  přímku  al\\BxCx^  bodem  A%  přímku 
a2 1| B%C%  a  spojme  opět  body  BxCl.B2Ci,  ax .oa  přímkou  pp.  Prů- 
sečík přímek  pai  Pp  jest  patrně  bod  samodružný  0ia. 


Obr.  236. 

Jsou-li  Ll$  L2  libovolné  dva  body  affinně  sdružené,  odvoďme 
si  k  útvaru  jednomu,  na  př.  2V  útvar  podobně  položený  Hz  pro  0lt 
jakožto  střed  podobnosti  tak,  aby  bodu  L2  příslušel  bod  LZí  pro 
nějž  0iqL3=0l<lLl ;  potom  otočíme  28  kolem  012  tak,  až  splyne 
bod  í/3  s  bodem  Lx.  Tím  přejde  2Z  v  polohu  affinní  s  útvarem 
2\  pro  přímku  0J2L,  jakožto  osu  affinity.  Ve  zvláštním  případě 
může  býti  f^HPa*  tak  že  bod  01S  stává  se  nekonečně  vzdáleným. 
Posuneme-li  zde  útvar  jeden  v  rovině  rovnoběžně  tak,  aby  libo- 
volné dva  body  sdružené  Lu  L2  splynuly,  soudíme  z  předchá- 
zejícího, že  útvary  již  tlm  přecházejí  v  polohu  affinní.  To  se- 
známe ihned,  když  vyjádříme  affinitu  pomocí  trojúhelníků  sobě 
příslušících  AXBXLX,  A2B2L2  a  klademe  vzhledem  k  obrazci  236. 

J.  Sobotka:  Deskriptf  vni  geometrie.  20 
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Lt=C19  La  =  C2.  Přiřaďme  přímky  pa,  p^  k  útvaru  2\,  značíce  je 
v  této  vlastnosti  mx  =f>0;  w,  =  j>£.  Poněvadž  jsou  přímky  tyto 
rovnoběžný,  jsou  i  přímky  ro2,  n2  jim  v  22  příslušné  k  nim 
rovnoběžný.  Když  bodům  Mx  =  mx  -AXBX,  M\  =ml.cl  přísluěejí 
body  M%  =  m2 .  A%B2,  M'3  =  ma .  ca,  jest  následkem  toho  M^M\  = 
MXM\.  Vedeme-li  v  £x  vektor  LXPX  =  MXM4„  bude  proto  £2P2  = 
Zř^.  Po  provedeném  posunutí  bude  tedy  nejen  L2=Llf  nýbrž 
i  P%  =  P1%  tak  že  každý  bod  přímky  L%P%=LXPX  pak  splývá 
s  bodem  jemu  přiřaděným. 

Zároveň  dán  jest  též  přímý  způsob  konstrukce  sdružených 
bodů  Lu  X2  v  útvarech  affinních  2X<  2q. 

Stanovíme  totiž  (obr.  236.)  přímky  pa,  Pp<  Chceme  li  pak 
z  daného  bodu  Lx  odvoditi  bod  L2y  vedeme  bodem  tím  přímky 
9\  llcn  *i  II  ai*  Přímka  #,,  příslušná  přímce  gx1  prochází  bodem 
gt.pa  a  jest  rovnoběžná  k  c2,  kdežto  přímka  A2,  příslušná  přímce 
hu  prochází  bodem  hx.pp  a  jest  rovnoběžná  k  o^.  Bod  L2  plyne 
pak  jako  průsečík  přímek  g2,  h2. 


Upotřebeni  affinity  při  řešeni  metrických  úloh  v  parallelnfm 

promítáni. 

219.  Úloha.  Dány  jsou  průměty  parallelni  dvou  pravých  úhlů 
ab,  cd  a  průmět  pHmky  p ;  sestrojiti  jest  průmět  přímky  q  ±.  p, 
daným  bodem  Q  procházející. 


Obr.  237. 


Obr.  237.  —  Dejme  tomu,  že  přímky  a,  ft,  c,  d  procházejí 
jediným  bodem  S;  aby  přímky  a',  b'  a  c\  ď  byly  průměty  ramen 
dvou  pravých  úhlů,  jedno  rameno  úhlu  cd  musí  ležeti  v  jednom, 
druhé  rameno  v  druhém  úplném  úhlu,  přímkami  a,  b  určeném; 
obecně   řečeno:   libovolné   dva  sdružené    průměry  ellipsy  jsou 
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od  sebe  odděleny  kterýmikoli  jinými  průměry  jejími  sdruže- 
nými, jak  jsme  to  mlčky  v  předešlých  úlohách  předpokládali. 
Neboť  souvislost  tato  je  platná  pro  kružnici  a  promítáním  paral- 
lelním  se  nemění. 

Dejme  tomu,  že  pé  protíná  přímku  a'  v  bodě  A\  přímku 
cé  v  bodě  C".  Můžeme  sestrojiti  průmět  výšek  v  trojúhelníku 
ACS;  stejnosměrka  bodem  A4  k  ď  jest  průmětem  výšky  jedné, 
stejnosměrka  bodem  O  k  b4  jest  průmětem  výšky  druhé;  pro- 
chází tudíž  průsekem  JE"  obou  průmět  výšky  třetí  S'22".  Jest  tedy 
SE  ±p,  a  q'  jest  rovnoběžka  k  S'E\  bodem  Qé  vedená. 

220.  Úloha.  Daný  trojúhelník  ABC  promítnouti  parallelně 
do  dané  průmětny  tak,  aby  průmět  A°TíP(J*  byl  shodný  s  daným 
trojúhelníkem  AXBXCX. 

Obr.  238.  —  Budiž  r  stopa  roviny  R  =  ABC,  kterouž 
si  myslíme  sklopenu.  Tím  daný  trojúhelník  přijde  do  polohy 
(A)i[B){C).  Záleží  na  tom,  stanoviti  trojúhelník  A(TBaC<T  jakožto 
přemístění  trojúhelníku  A1B1C1  tak,  aby  s  (A)(B)(C)  ležel  affinně 
pro  r  jakožto  osu  affinity.  Vytkněme  si  v  rovině  R  vhodně  kruž- 
nici *,  jejíž  poloměr  značíme  m,  a  hledejme  příslušnou  jí  ellipsu 
kF%  affinně  s  ní  položenou.  Vědem e-li  v  k?  průměr  ea  rovnoběžný 
s  r,  musí  mu  v  (k)  příslušeti  průměr  (e)  taktéž  k  r  rovno- 
běžný ;  budou  tedy  oba  průměry  míti  stejnou  délku  2w.  Usta- 
novíme tedy  nejprv  polohu  průměru  ea  a  tím  i  osy  r  k  hleda- 
nému trojúhelníku  A°B?<y. 

Přemístíme  průmět  roviny  R  do  R,  tak,  že  trojúhelník 
APBPCP  splyne  s  A1B1Cl.  Při  tom  ellipsa  ka  přejde  do  polohy 
ku  v  níž  si  vyhledáme  poloměr  ex  délky  m.  Přímka  e,  spojuje 
patrně  dva  body  diametrálně  na  kx  protilehlé,  v  nichž  kružnice 
k0  s  ellipsou  &,  soustředná  a  stejného  poloměru  s  (A)  ji  protíná; 
přímka  ta  tedy  určena  jest  obecně  dvojznačně;  znamenají-li  a, 
b  délky  poloos  pro  kl%  vidíme  z  toho,  že  úloha  jest  jen  tenkráte 
možná,  když  a>  m>b. 

Kružnici  (k)  zvolili  jsme  tak,  aby  procházela  bodem  (B) 
a  měla  svůj  střed  (Z>)  v  patě  výšky,  v  trojúhelníku  (A)  (B)  (C) 
z  (5)  vycházející ;  tím  sestrojení  ellipsy  kt  stává  se  velice  jedno- 
duchým. 

Budiž  (2?)  jeden  bod  prňsečný  kružnice  (k)  se  stranou  (A)  (C). 
Na  stranu  CxBt  jsme  nanesli  délky  C^=(C)(£),  Cxd  =  (C)(D), 
Cta  =  (C)(i4)  a  proťali  jsme  CtAt  rovnoběžkami  k  Ata  vedenými 
body  d,  b  v  bodech  Dlf  resp.  £,,  kteréžto  body  příslušejí  vB, 

20* 
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patrně  bodům  (Z>),  (E).  Tím  jest  ellipsa  &,  příslušná  ke  kruž- 
nici £,  resp.  (&)  již  stanovena  dvěma  sdruženými  poloměry  DtBt, 
DiEx  příslušejícími  dvěma  kolmým  poloměrům  (D)(B),  (D)(E) 

v(t). 


\ 


\ 


i  / 1 

i  \  /// 


Obr.  238. 


Průsečné  body  kružnice  k0  s  ellipsou  kx  k  ní  soustřednou 
můžeme  vyhledati  dle  známé  konstrukce  (191.  2).  Otočíme  totiž 
úsečku  DlEl  kolem  Dx  o  pravý  úhel  do  polohy  DxEiÁ  a  opíšeme 
kružnici  q  o  průměru  BXE^.  Budiž  2  jeden  bod  společný  kružnicím 
g,  Jc0;  protneme  kružnici  q  přímkou  2Z>,  v  dalším  bodě  1,  pak 
jest  jeden  společný  průměr  e,  kružnice  kQ  a  ellipsy  kíf  mající 
pro  obě  křivky  touž  délku,  rovnoběžný  s  přímkou  Btl. 

Úhly,  které  uzavírají  přímky  B(TAff1  BCC°  s  r,  musí  se  tedy 
rovnati  úhlům  lB1Aíy  lByCx  a  to  bud  i  co  do  smyslu,  mají-li 
býti  trojúhelníky  A^IPCP,  A&Q  souhlasně  shodný  aneb  jsou 
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s  nimi   smyslů  opačných,  když  řečené  trojúhelníky  mají  býti 
souměrně  shodný. 

Protíná-li  stopa  r  přímku  (A)(B)  v  bodě  Q,  přímku  (J5)(C) 
y  bodě  A  v,  přemístěme  v  prvém  případě  H1  v  rovině  tak,  aby 
bod  Bx  padl  na  Gq  a  úsečka  Bx\  na  r,  čímž  přímka  AXBX  přejde 
v  polohu  přímky  A?BP\  potom  posuneme  přemístěnou  soustavu 
R,  ve  směru  CqAq,  až  přijde  Z?,  do  polohy  A^  tu  pak  BXCX 
zaujme  polohu  B^C*.  V  druhém  případě,  obrazcem  vyjádřeném, 
přenášíme  příslušné  úhly  ve  smyslu  opačném. 

Přímky  AcBty,  B?&  takto  obdržené  protínají  se  v  bodě  B°. 

Affinní  poloha  mezi  (A)  (B)  (C)  a  APBPCF  jest  osou  a  dvojicí 
(£),  &  bodů  sdružených  dána,  čímž  jest  i  průmět  A*BP&  sta- 
noven. Uvedeme-li  trojúhelník  ABC  ze  sklopené  polohy  do  polohy 
původně  dané,  podává  přímka  BB?  směr,  v  němž  nutno  pro- 
mítati, aby  se  dané  úloze  vyhovělo. 

Oba  takto  možné  trojúhelníky  jsou  souměrně  položeny 
vzhledem  k  ose  r. 

Kdybychom  byli  zvolili  pro  konstrukci  místo  bodu  2  druhý 
průsečík  kružnic  g,  i0,  obdrželi  bychom  další  dva  trojúhelníky 
souměrně  vzhledem  k  r  položené,  které  dané  úloze  vyhovují. 

Úloha.  Má  se  promítnouti  kruíniee  daná  kosoúhle  tak,  aby 
průmětem  byla  dlipsa  o  daných  délkách  poloos  a,  b  čili  s  danou 
ellipsou  shodná. 

Úloha    ta    jest   jen    zvláštním  *r 

případem  úlohy  předešlé.  /I  \ 


/  i 


221.    Vloha.  Dány  jsou  průměty  /   j     Vf ' 

parallelní  tři  bodů  A,  B,  C  a  průměty  A*(     I  /  \\\ 

dvou   pravých   úhlů  ;   má  se  sestrojiti  s^f  '^ř^-J  \ 

průmět  k4  kruinice  k  těmito  body  pro-  /    /    /      ^  j  \ 

cházejid.  /    //  /KA 

Obr.  239.  —  Dle  úlohy  219.  se-        /    //  '  J--Y 

strojíme  průmět  kolmice  k  BA  bodem        i  i/^^^ — '      \  i        \ 
A  vedené  a  kolmice  k  BC  bodem  C     B\  \  |       A« 

vedené.  Protínají-li  se  oba  v  bodě  D\  \j  / 

jest  B'D'   průmětem  jednoho    prů-  )£ 

měru  kružnice  k.  Za  účelem  úplného  0br  239 

sestrojení  ellipsy  k'  opišme  nad  B'D' 

jakožto  průměrem  kružnici  kx  a  uveďme  ji  s  k4  v  polohu  affinní 
pro  B'D'  jakožto  osu  affinity.  Protínají-li  se  přímky  B'A\  BřQ 
v  bodě  1',  přímky  D'A\  B'01  v  bodě  2',  jest  přímka  1'2'  průmětem 
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kolmice  12  k  BD,  neboť  bod  2  jest  průsečíkem  výšek  v  trojúhel- 
níku BDI.  Vedeme-li  tedy  bodem  O  rovnoběžku  k  1'2',  až 
protne  osu  affinity,  a  odtud  kolmici  k  této,  až  protne  kružnici 
l\  v  bodě  C,,  jest  CxO  směr  afflnity  mezi  ť,  £,,  čímž  úplné 
sestrojení  ellipsy  ké  jest  dáno. 

222.  Úloha.  Dány  jsou  průměty  parallélní  dvou  pravých  úhlů ; 
má  se  vyjádřiti  průmětem  přeneseni  daného  úhlu. 

Obr.  240.  —  Průmět  daného  úhlu  ab  =  a  o  vrcholu  A  budiž 
a*V  =  a4 ;  pro  druhý  úhel  «, ,  rovný  i  co  do  smyslu  úhlu  *,  jest 
průmět  dán  počátečního  ramene  a,  a  vrcholu  Au  uloženo  sestrojiti 
průmět  koncového  ramene  6,.  Budiž  L  bod  a.ax.  Považujme  AL 
za  průměr  kružnice ;  nechf  protne  kružnici  tu  rameno  b  v  bodě  M. 
a  přímka  at  v  bodě  N;  tu  jsou  úhly  obvodové  (LA%  AM\  (LN^ 
NM)  kružnice  této,  zachováváme- li  pro  ně  týž  smysl,  vždy  sobě 
rovny.  Vedeme-li  tudíž  bodem  Ax  rameno  ft,  stejnosměrné  k  NM> 
jest  «,  =  <  «i&i. 


Obr.  240. 


V  průmětu  jest  tudíž  konstrukce  následující.  Odvodíme 
obraz  L'M*  kolmice  k  b  a  obraz  A'Né  kolmice  k  a;  konečně 
vedeme  6,  rovnoběžně  k  N'M\  resp.  MN\ 

Úloha.  Dány  jsou  průměty  dvou  pravých  úhlů  a  průmět  ďV 
uhlu  a;  uloženo  sestrojiti  průmět  některého  stejně  velkého  úhlu 
a,  bt  =  a,  o  společném  vrcholu  A. 

1.  řešení.  —  Obr.  241.  —  Budiž  opět  a\  průmět  ramene 
počátečního  pro  úhel  «,.  Vytkneme  na  a  libovolný  bod  L  a  ve- 
deme jím  kolmici  k  6,  jejíž  pata  budiž  M.  Dále  vedeme  bodem  L 
stejnosměrku  k  a,  a  protneme  ji  kolmicí  s  bodu  A  k  ní  vedenou 
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v  bodě  N.  Poněvadž  pak  body  A,  M,  L,  N  leží  na  kružnici,  jest 
při  stejném  smyslu  <  (LN,  NM)  =  <  (LA,  AM)-=a.  Jde  tedy 
rameno  koncové  bx  hledaného  úhlu  rovnoběžně  s  NM. 


2.  řešení.  —  Obr.  242.  —  Na  a  zvolíme  bod  L  a  spustíme 
s  něho  kolmice  k  b  a  a, ;  paty  kolmic  těch  buďtež  M  a  N. 
Vedeme  dále  bodem  M  rovnoběžku  k  LN,  bodem  N  k  LM.  Je-li  P 
průsek  jejich,  leží  rameno  bt  na  přímce  TA.  Neboť  především 
jest  <  ab  =  <  (LN,  NM).  Mysleme  si  nyní  v  trojúhelníku  AMN 


Obr.  242. 


vedeny  výšky.  Výška  vrcholem  N  jest  NP\\LM}  vrcholem  M 
jest  MP ||  LN;  tedy  jest  P  bod  společný  výškám  trojúhelníka 
toho,  a  následkem  toho  jest  AP±MN.  Ramena  úhlů  (NA,  AP), 
(LN,  NM)  jsou  k  sobě  kolmá;  jest  tedy  <  (P4,  AN)  = 
<  (MN,  NL)  =  «.  Vyjádření  konstrukcí  těchto  průmětem  na 
základě  úlohy  219.  jest  patrné. 
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223-  Úloha.  Dány  jsou  průměty  paraUdni  pro  dva  pravé 
úhly ;  dále  jest  dán  průmět  Z'  útvaru  rovinného  £;  má  se  odvoditi 
průmět  X\  tékoi  útvaru  v  polose  Z,  která  vmikne,  hdyi  se  útvar  £ 
ve  své  rovině  holém  bodu  A  v  £  těšícího  o  určitý  úhel  otočí. 

1.  řešeni.  —  Obr.  243.  —  Ovšem  předpokládáme,  že  promítáme 
oba  útvary -i",  -i",  do  téže  průmětny.  Budiž  úhel  a'a\=*'  o  vrcholu 
A'  průmětem  úhlu  i,  o  nějž  máme  útvar  daný  kolem  A  otočiti. 
Budiž  6'  průmětem  libovolné  přímky,  středem  otáčení  vedené. 
Sestrojme  nejprve  pro  takovouto  přímka  průmět  b\  polohy  oto- 
čené; tu  nutno  6',  sestrojiti  tak,  aby  <a,6,=<aft  i  co  do  smyslu, 


což  učiníme  dle  předešlé  úlohy.  Zvolíme  na  přímce  a  libovolný 
bod  L.  Poněvadž  v  následujícím  výkladu  budeme  potřebovati 
středu  0  úsečky  L,  zvolíme  bod  0'  na  přímce  a'  libovolně  a  učiníme 
0'L'  =  A'0'.  Vyjádříme  dále  paty  M,  Nt  kolmic  s  L  na  b  a  n, 
a  sestrojíme  rovnoběžník  MLNtP;  jest  pak  b\  =  A'P  (222.2). 
Abychom  nyní  affinitu  mezi  útvary  2".  -2*,  blíže  stanovili,  zvolme 
si  v  -2\  trojúhelník  A'N'lRít  v  němž  R',  jest  průsek  přímky 
M'N\  s  6', ;  dle  předešlé  úlohy  jest  6,  X  MNt  a  tedy  trojúhel- 
ník -áiíjJi,  jest  pravoúhlý.  K  trojúhelníku  AW,^,  sestrojme 
nyní  v  £'  trojúhelník    příslušný  A'N'S'.    Za  tím  účelem  pova- 
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zujme  -T,  2X  za  útvar  jediný  77  a  sestrojme  k  němu  útvar  podobný 
77°  tak,  aby  úsečce  AL  příslušela  úsečka  AtiL0  =  A4V  a  položme 
nyní  útvar  ten  do  průmětny  do  polohy  77°  tak,  aby  úsečky  j4'L', 
A°L°  se  kryly,  aby  tedy  bylo  A°  =  A\  L°=L';  tu  každý 
bod  na  přímce  A'Lé  bude  se  krýti  s  příslušným  bodem  na  Á°L°, 
následkem  čehož  útvary  77°,  77'  budou  v  poloze  affinní.  Odvoďme 
si  bod  iV0,  v  77°  příslušný  bodu  Nix  v  77'.  Přímka  12,  spojující 
bod  průsečný  1  přímek  A  M,  LNX  s  bodem  prňsečným  2  přímek 
ii#i,  LM,  jest  kolmá  k  a.  Vedeme-li  tedy  bodem  N\  přímku 
stejnosměrnou  k  1'  2',  protínající  V  A*  v  bodě  H\  přísluší 
přímce  této  v  77°  kolmice  v  H4  k  A'Lé  vztyčená  a  bod  A™, 
obsahující.  Poněvadž  úhel  ANXL  jest  pravý,  leží  N°x  též  na 
kružnici  nad  A4L4  jakožto  průměrem  položené  a  mající  tedy 
svůj  střed  v  O4.  Následkem  toho  jest  N*l  průsečíkem  kružnice 
této  s  kolmicí  prve  zmíněnou.  Jest  tedy  A4Nut  obraz  podobný 
úsečky  ANV  tak  že  protneme-li  A'L4  v  bodě  N4  kružnicí  kolem 
A4  opsanou  a  bod  N°x  obsahující,  jest  A'N'  obraz  podobný  stejně 
dlouhé  úsečky;  proto  jest  AN=zANx.  Rovnoběžka  bodem  N4 
k  UM*  protne  b4  v  bodě  R4  a  ježto  aANR  ^  a  ANxRv  jsou 
A4N4R4,  A4N\R\  dva  sobě  příslušné  trojúhelníky  v  soustavách 
2',  2V 

Veďme  bodem  N4  rovnoběžku  k  b4  a  protněme  ji  rovno- 
běžkou k  b\  bodem  N\  vedenou;  bod  průsečný  spojme  pak  s  A4 
přímkou  u4p.  Obdobně  veďme  bodem  R!  rovnoběžku  k  a4  a  pro- 
tněme ji  rovnoběžkou  k  a',,  bodem  JJ'1  vedenou;  bod  průsečný 
spojme  opět  s  A4  přímkou  u4a.  V  obrazci  jsme  učinili  -á'/?  = 
3  .  A'R4,  A'px  =  3  .  A4R4X  a  vedli  body  /?,  ft  rovnoběžky  k  a', 
i;esp.  a't,  jejichž  průsečík  dává  rovněž  bodna«*'a.  Úhly  abx,  axh 
mají  společné  symmetrály,  a  snadno  se  přesvědčíme,  že  přímky 
<*'«>  w'č  Jsou  průměty  přímek,  v  rovině  útvaru  77  ležících,  mají- 
cích tytéž  symmetrály,  tak  že  např.  <  uaa  =  <bxup\  abychom 
to  seznali,  zvolme  na  b  a  bx  příslušné  body  S,  Sl  tak,  že 
AS  =  ASX  =  AN,  a  mysleme  si  sestrojeny  přímky  uaj  up  na  zá- 
kladě trojúhelníků  ANS,  ANXSX. 

Máme-li  tedy  z  průmětu  libovolného  bodu  G  odvoditi 
průmět  bodu  otočeného  Glt  vedeme  se  zřetelem  na  větu  v  217 
bodem  G4  rovnoběžku  k  a4  až  k  přímce  t*'a,  odtud  pak  rovno- 
běžku k  a\  ;  na  ní  již  bude  ležeti  bod  G4X.  Dále  vedeme 
bodem  G4  rovnoběžku  k  V  až  ku  přímce  u4$  a  odtud  pak 
rovnoběžku  ku  6',,  na  které  rovněž  G\  leží.  Tím  jest  bod  G\ 
stanoven. 
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K  libovolné  přímce  g4  stanovíme  příslušnou  přímku  g4^ 
když  stanovíme  dva  body  na  ní;  s  výhodou  body,  v  nichž  pro- 
tíná přímky  a',,  6',.  Protneme-li  totiž  a',  rovnoběžkou  k  N'N\ 
bodem  a4.g4  vedenou  a  b\  rovnoběžkou  k  R'R\  bodem  fr.g4 
vedenou,  jest  g\  spojnicí  těchto  bodů  průsečných. 

Prochází- li  přímka  c4  bodem  A\  postupujeme  při  kon- 
strukci přímky  &t  tak,  jako  když  jsme  z  přímky  b4  odvozovali 
přímku  &',,  k  čemuž  použijeme  již  pravého  úhlu  LMA.  Protneme 
totiž  &  přímkou  L'Mé  a  vedeme  průsečným  bodem  rovnoběžku 
k  1'2',  až  protne  A'M4  v  bodě  3';  bod  3'  spojíme  s  L4;  spojnice 
jest  již  průmětem  kolmice  slnae  spuštěné ;  pata  její  budiž 
Mr.  Dále  vedeme  bodem  M'r  rovnoběžku  k  LáN4l  a  bodem  N\ 
rovnoběžku  k  L'M'y;  průsečný  bod  PV  obou  rovnoběžek  leží 
již  na  přímce  c\.  Mohli  jsme  též  k  libovolnému  bodu  C  na  cf 
odvoditi  příslušný  bod  C,,  jímž  a  bodem  A4  jest  přímka  tfx 
rovněž  stanovena. 

2.  řešení.  —  Obr.  244.  —  Označili  jsme  tentokrát  střed  otáčení 
S,  tak  že  S*  jest  vrcholem  úhlu  aéa\.  Mysleme  si  kolem  S  kružnici 
k  libovolného  poloměru.  Průmětem  jejím  jest  ellipsa  k4.  Kdyby- 
chom dané  pravé  úhly  mn,  pq  rovnoběžně  posunuli,  až  by  jejich 
vrcholy  splynuly  s  5,  čímž  by  přišly  do  polohy  m<7tt<r,  Paqc,  a  kdy- 
bychom pak  na  rameni  jednoho  zvolili  libovolný  bod  E,  jest 
ellipsa  k4  úplně  určena  polohou  dvou  dvojic  sdružených  průměrů 
a  koncovým  bodem  E1  jednoho  z  průměrů  těch.  Konstrukce 
žádané  lze  pak  pohodlně  provésti  pomocí  této  ellipsy,  že  sta- 
novíme ještě  bodem  S  přímky  6,  i,,  kolmé  k  a,  a,,  jejichž  prů- 
měty lze  sestrojiti  jakožto  průměry  ellipsy  k  a',  resp.  a', 
sdružené,  aneb  jakožto  průměty  přímek  kolmých  k  a,  resp.  ax. 

V  našem  případě  předpokládáme,  že  by  průměty  a'6',  a',ft'i 
pravých  úhlů  aft,  a, 6,  byly  již  bezprostředně  dány;  při  tom 
předpokládáme,  že  úhly  mají  týž  smysl  jako  úhel  a.  Zvolíme 
na  b  bod  B,  jímž  kružnice  k  má  procházeti,  pak  omezíme  též 
ostatní  ramena  a,  a,,  J,  řečených  úhlů  kružnicí  tou  v  bodech 
A,  Au  Bx  známým  způsobem;  na  př.  tím,  že  upotřebíme  kon- 
strukce (202).  Vedeme  tedy  bodem  B4  rovnoběžky  k  a',  a  &'„ 
které  nechť  protnou  přímku  a*  v  bodech  a  a  /?,  potom  nad 
úsečkou  afl  jakožto  průměrem  opíšeme  polokružnici,  kterou 
protneme  v  y  kolmicí  k  a'  v  bodě  S*  vztyčenou.  Tu  patrně  S4y 
rovná  se  délce  poloměru  na  a'  ležícího,  tak  že  S'A4  =  S4y.  Dále 
přeneseme  ay  na  úsečku  S"«  do  S"/?x  a  py  na  úsečku  £'/?  do  S4a1 
a  vedeme  rovnoběžky  bodem  @x    k  a'„    bodem  ax    k  b\.    První 
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seče  b\  v  bodě  B\,  druhá  seče  a\  v  bodě  A'tí  při  čemž  přímky 
ty  se  dotýkají  ellipsy  W  v  bodech  B\,  resp.  A\.  Sestrojme  ještě 
tečny  v  A4  a  B4  k  ellipse.  První  z  nich  jest  rovnoběžná  s  6* 
a  seče  tečnu  A\ax    v  bodě,    jehož  spojnice    s  vrcholem  Sé  jest 


Obr.  244. 


průmětem  přímky  u^   půlící  úhel  oa, ;    druhá  pak  jest  rovno* 
běžná  s  a'  a  seče  tečnu  B\fit  v  bodě,  jehož  spojnice  s  vrcholem 
S'  jest  průmětem  přímky  t*a,    půlící  úhel  66,,    tak  že  zde  jest 
"«  ±  W/9  a  tedy  tajila,,  t^H-RB^ 
Tím  základ  konstrukce  jest  dán. 
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K  libovolnému  bodu  L'  sestrojíme  příslušný  bod  Z/lf  když 
vedeme  jím  přímky  rovnoběžné  k  a'  a  ft'$  průsečíkem  první 
z  nich  s  u 'a  vedeme  pak  rovnoběžku  k  a',,  průsečíkem  druhé  s  vfp 
rovnoběžku  ku  b\.    Bod  L\  jest  průsečíkem  obou  rovnoběžek* 

K  libovolné  přímce  g4  sestrojíme  příslušnou  g'v  když  ve- 
deme bodem  aé.g'  rovnoběžku  ku  přímce  u'a,  až  protne  přímku 
a',,  bodem  V.g*  pak  rovnoběžku  ku  přímce  w'^  až  protne  b\. 
Přímka  g\  jest  spojnicí  obou  bodů  průsečných.  Prochází-li 
přímka  gé  bodem  S,  pak  sestrojíme  jednoduše  k  libovolnému 
bodu  Lé  na  g4  příslušný  bod  £',,  čímž  obdržíme  g\  =  S'L\. 

Jiné  řešení  úlohy  předložené  obsaženo  jest  v  226. 


Sestrojování  rovinných  útvarů  shodných. 

224.  Jsou-li  dva  útvary  2*,  £x  v  rovině  takové,  že  je  lze 
pouhým  přemístěním  v  rovině  uvésti  do  polohy,  v  níž  se  úplně 
kryjí,  pravíme,  že  útvary  ty  jsou  shodné  vůbec  aneb  souhlasní 
shodné. 

Pakli  jsou  útvary  ty  -£,  £x  takové,  že  lze  jeden  Z  pouhým 
přemístěním  v  rovině  uvésti  do  polohy,  v  níž  se  úplně  kryje 
s  útvarem  £q  k  druhému  souměrně  položeným  vzhledem  k  libo- 
volné přímce  v  rovině  ležící,  nazýváme  útvary  2",  2X  nesouhlasní 
čili  souměrně  shodnými.  V  prvém  jako  v  druhém  případě  jsou 
útvary  2,  Sx  obecně  affinní,  parallelní  průměty  jejich  do  libo- 
volné roviny  jsou  taktéž  affinní  a  lze  podle  toho  jeden  z  druhého 
odvoditi. 

Útvary  2,  2,  souhlasně  shodné. 

Obr.  245.  —  Trojúhelníku  ABC  v  2  nechť  přísluší  troj- 
úhelník AXBXCX  v  2X.  Poněvadž  útvary  ty  jsou  affinní,  mají 
jeden  reální  samodružný  bod  O.  Označínie-li  1  bod  AB.A1Bl  a  2 
bod,  v  němž  rovnoběžka  k  AB  bodem  C  vedená  seče  rovnoběžku 
bodem  C,  k  AXBX  vedenou,  přímka  p  =  12  prochází  bodem  O. 
Protíná-li  rovnoběžka  bodem  B  k  AC  rovnoběžku  bodem  Bx 
k  Ax  Cx  vedenou  v  bodě  4,  a  je-li  3  =  AC.  AXCXX  jest  q  =  34  taktéž 
přímkou  bod  O  obsahující,  čímž  tento  bod  jest  stanoven.  V  našem 
případě  bod  3  není  přístupný.  Proto  jsme  proťali  CB  přímkou 
Bx\  v  bodě  5  a,  ArCx  rovnoběžkou  k  BC  bodem  A  vedenou  v  bodě  6. 
Pak  leží  trojúhelníky  2?54,  ^163  podobně,  a  přímka  q  prochází 
jejich  středem  podobnosti,  t.  j.  bodem  w,  v  němž  se  přímky  AB, 
65  sekou. 
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Přímky  AB,  AXBV  C2,  (7,2  omezují  patrně  kosočtverec, 
mající  přímku  p  za  úhlopříčnu;  leží  tudíž  přímky  AB,  AlBl 
a  rovněž  C2,  C',2  souměrně  vzhledem  ku  p. 

Sestrojme  útvar  ^ki1  souměrně  položený  vzhledem  ku  p  ja- 
kožto ose  souměrnosti.  Tu  jsou  útvary  2U  £9  nesouhlasně  shodné 
a  leží  affinně.  Bod  O  jest  samodružným  bodem  útvarů  -£,  2JX ;  ježto 
leží  na  ose  souměrnosti  p,  jest  též  samodružným  bodem  útvarů 
-T,  20,  jest  proto  též  samodružným  bodem  útvarů  -£0,  JSV  V  troj- 
úhelníku A0B0C0  leží  strana  A0B0  na  přimce  AxBt  k  AB  vzhledem 
ku  p  souměrně  položené,  poněvadž  jsou  obě  přímky  AXBX,  A0B^ 


V  ••-»  T  -    —   — 


7ř 


Obr.  246. 

k  přímce  AB  vzhledem  ku  p  souměrně  položeny  a  následkem 
toho  se  stotožnují ;  proto  střed  M  úsečky  AXA„  jenž  jest  zároveň 
středem  úsečky  BXB^  jest  též  samodružným  bodem  v  affinitě 
mezi  20  a  -2\,  a  následkem  toho  jest  každý  bod  přímky  r  =  OM 
samodružný,  čímž  affinita  se  stává  polohou  affinni,  tak  že  útvary 
^0,  Zx  leží  affinně  a  to  zvlažte  souměrně  vzhledem  ku  přímce 
r  =  OM.  Jsou-li  P,  P0,  Px  body  v  útvarech  2,  -£0,  2X  sobě  pří- 
slušné, jest,  popisujeme-li  úhly  všecky  v  témže  smyslu,  pro  sou- 
měrnost útvarů  2",  20: 

<  (OP,  p)  =  <  (r  OP,\ 
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.za  příčinou  souměrnosti  útvarů  -T0,  2\ 

<(OP„  r)  =  <(r,  OPx), 
tedy 

<JPOP1=<POP0  +  <P0OP1=2.<(píOP0)  +  2.<(OP0,  r) 

íili 

<  POPl  =  2  .  <  pr. 

Jest  tedy  <  POPx  stálý  pro   všechny  body  sobě  příslušné 
v  útvarech  2,  2\. 


-~-S/i 


Obr.  246. 

Máme  tedy  větu : 

Souhlasně  shodné  útvary  v  rovině  mají  tu  vlastnost,  že  lze 
jeden  převésti  otočením  kolem  pevného  bodu  do  polohy  druhého. 

Naopak  třeba-li  otočiti  útvar  -T  kolem  pevného  bodu  O 
o  úhel  daný  do  polohy  -i\,  lze  otočený  útvar  2X  sestrojiti  též 
tak,  že  provedeme  otočení  jediného  libovolného  bodu  N9  otočíce 
úsečku  ON  do  polohy  ON^  a  zvolíme  pak  ON  za  přímku  /*, 
vzhledem  k  níž  sestrojíme  útvar  -T0  k  2  souměrně  položený; 
pak  zvolíme,  jelikož  tu  N0  =  Nf  kolmici  r  s  O  k  NNt  za  osu, 
vzhledem  k  níž  sestrojíme  tttvar  k  2\  souměrně  položený,  jenž 
již  jest  útvarem  hledaným  -i\.  Neboť  úsečka  NP  k  NN^  sou- 
měrně položená  vzhledem  k  p9  přejde  otočením  kolem  O  o  daný 
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úhel  do  polohy  s  úsečkou  NXN  totožné,  jest  tedy  -A70P0^P1^1, 
tak  že  affinita,  která  panuje  mezi  ^0,  -£,,  přechází  v  polohu  affinní 
pro  r  jakožto  osu  affinity,  poněvadž  vedle  bodu  O  jest  též  bod 
r.NNx,  půlící  jak  jV0P0,  tak  NXP1}  samodružný.  Ježto  však  body 
N0  =  N}  Nx  jsou  souměrně  položeny  vzhledem  k  r,  poloha  útvarů 
jro,  2\  jest  souměrností. 

225.  Promítneme-li  právě  odvozenou  konstrukci  útvaru  2:, 
z  útvaru  2  parallelně  do  libovolné  roviny,  obdržíme  toto 

3.  řešení  úlohy  223.  —  Obr.  246.  —  Předpokládejme,  že  jsme 
průmět  S  středu  otáčení  a  průmět  jednoho  pravého  úhlu  a&, 
majícího  vrchol  v  bodě  S,  jakož  i  jebo  otočení  a,  6,  již  sestrojili. 
Omezíme  si  ramena  těch  úhlů  kružnicí  kolem  S  opsanou  v  bodech  A, 
Au  Bj  Bx  a  sestrojíme  přímky  i*a,  up  jako  při  2.  řešení  úlohy 
dané.  Zvolíme-li  nyní  p  =  a,  pak  jest  r  =  up.  Máme-li  z  průmětu 
P4  daného  bodu  odvoditi  průmět  Pél  bodu  otočeného,  vedeme 
bodem  2*  rovnoběžku  n  ku  V  a  sestrojíme  na  n  bod  2*0  jakožto 
bod  ku  2*  souměrně  položený  vzhledem  k  bodu  n.p'\  dále  vedeme 
bodem  P'0  rovnoběžku  q  k  přímce  t* 'a  a  sestrojíme  na  ní  bod  2*, 
jakožto  bod  ku  P0   souměrně  položený  vzhledem   k  bodu  g .  r*. 

226.  Úloha.  Jest  dán  útvar  2  a  k  úsečce  jeho  AB  v  souhlasné 
shodném  útvaru  2\  úsečka  příslušná  AXBÍ ;  máme  vyhledati  bod  O, 
kolem  néhoi  lze  2  otočiti  do  polohy  2X. 

Obr.  247.  —  Můžeme  sestrojiti  O  jakožto  samodružný  bod 
útvarů  -£',  2X. 

Za  tím  účelem  vedeme  kolmice  a,  b  k  AB  v  bodech  -4,  B\ 
rovněž  pak  kolmice  a15  6,  k  AXBX  vztažmo  v  bodech  Aí9  Bx 
a  spojíme  body  a. o,,  b.bx  přímkou  p\  pak  jest  O  pata  kolmice  q 
s  AB.AXBX  na  i?  spuštěné. 

Přímka  p  tvoří  totiž  jakožto  úhlopříčna  kosočtverce  aaxbbx 
stejné  úhly  smyslů  opačných  s  přímkami  a,  a,  a  proto  také 
s  přímkami  -á.fl,  AtBl%  tak  že  tyto  přímky  tvoří  s  p  rovnora- 
menný  trojúhelník.  Přímky  sobě  v  útvarech  -2",  -£,  příslušné 
a  s  AB7  resp.  .4,2?!  rovnoběžné  sekou  se  obdobně  v  bodech,  le- 
žících na  přímce  q,  jež  s  nimi  rovněž  uzavírá  stejné  úhly  smyslu 
.opačného;  proto  jest  q  výška  onoho  rovnoramenného  trojúhel- 
níka. Je-li  AB  ||  AXBX  a  smysl  úseček  AB,  AxBt  opačný,  jest 
O  —  AAt.BBtJ  tak  že  útvary  2\  £x  leží  centricky ;  ale  je-li  smysl 
úseček  AB^  AxBt  souhlasný,  jest  O  v  nekonečnu,  a  otočení  přejde 
v  rovnoběžné  posunutí. 
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Ostatně  mohli  jsme  O  sestrojiti  též  jakožto  průsečík  sym- 
metrál  pro  úsečky  AAU  BBt;  neboť  musí  býti  OX=  ÓA\, 
OB  =  OBv 


/     _— v- — X 

'        — --^     a  l\  \ 


\ 

\ 


Obr.  247. 

227.  Útvary  -T,  2\  nesouhlasné  shodné. 

Obr.  248.  —  Vytkněme  si   v  2'  trojúhelník  ABC  a  ví, 
příslušný  trojúhelník  AXBXCX.  V  affinitě  mezi  Ia2,  vyhledáme 
opět  nejprve  bod  samodružný  O.    Přímka  p,    která  spojuje  bod 
1  —  AB.AXBX  s  bodem  2,  v  němž  rovnoběžka  k  AB  obsahující 
bod  C  seče  rovnoběžku  k  AXBX  obsahující  bod  CIf  jest  jednou 
přímkou,    která  probíhá  bodem  O.    Přímka  ta  jest  úhlopříčnou 
kosočtverce,  jehož  strany  leží  na  přímkách  AB,  AXBX,  Cž  a  C,2. 
Vedeme-li  body  A,  Ax   rovnoběžky  ku  p,  z  nichž  prvá  seče  C2 
v  bodě  D,   druhá  C',2   v  bodě  2)n  jest  patrno,   že  příslušeji  si 
v  2 a  2\  též  trojúhelníky  ACD,  A,CXDU  poněvadž  CD  —  CxDlt 
jakož  i  < BAD  =  < B1A1D1 ;  z  toho  plyne  pak,  že  42)  ||  -4t  D,  || p+ 
Následkem  toho  každé  přímce  u  ku  p  rovnoběžné  přísluší  v  £x 
přímka  ux  taktéž  s  p  rovnoběžná.  Vzdálenosti  u  H  AD,  ux  H  A%  Dt 
se  sobě  rovnají  a  jsou  smyslu  opačného;  pročež  přímka  x  \\p, 
jež  půlí  vzdálenost  přímek  w,  wn  sama  sobě  odpovídá,  aniž  ovšem 
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její  body  jsou  obecně  samodružné.  Průseky  přímek  rovnoběžných 
v  2  s  příslušnými  přímkami  v  2X  leží  na  přímce  obsahující 
bod  samodružný  O.  Průsečíky  přímek  rovnoběžných  AD,  u ., , . 
s  příslušnými  přímkami,  resp.  A1D1,  ux  , .  .  leží  v  nekonečné 
vzdálenosti;  z  toho  soudíme,  že  i  bod  O  leží  v  nekonečné  vzdá- 
lenosti na  přímce  x. 

Poněvadž  přímka  x    půlí   vzdálenost    přímek  A  Z),    -á,2)n 
prochází  bodem  AQJ  půlícím  úsečku  AAX.  Máme  tedy  výsledek: 


Obr.  248. 


Středy  úseček,  které  spojuji  příslušné  sobě  body  dvou  rovinných 
útvarů  nesouhlasně  shodných,  leíí  na  přímce. 
Přímku  tu  nazýváme  osou  obou  útvarů. 

Séstrojíme-li  k  2  útvar  -2^  soufaaěrně  položený  vzhledem 
k  x  jakožto  ose  souměrnosti,  útvary  2qi  2X  budou  souhlasně 
shodné  Ježto  pro  libovolné  příslušné  sobě  body  P?  P,,  P, 
v  útvarech  J£9  2X,  resp.  -£,,  osa  x  půlí  jak  PPV  tak  PP%,  jest 
P,Pa||a?,  tak  že  útvar  Sx  obdržíme  ze  2%  pouhým  posunutím 
rovnoběžným  s  x;  příslušné  body  v  útvarech  <2U  2%  mají  násled- 
kem toho  od  sebe  stálou  vzdálenosti  rovnou  PiPa.  Protíná-li  PPX 

osu*  v  bodě  P0  a  PP2  v  bodě  P„  jest  P^=i^PtP%,  tak  že 

J.  Sobotka;  Detkriptivní  geometrie.  81 
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úsečky  P0P^  mají  taktéž  stálou  délka  l%  =  -x--   Body  příslušné 

Q*  Qt  v  útvarech  <£,  -ST,  ležící  na  x  mají  od  sebe  stálou  vzdálenost 
QQX  =  2 .  P,P0. 

228.  Dle  provedených  úvah  můžeme  snadno  řešiti  úlohu 
následující : 

Pro  dva  útvary  -T,  2\  v  tóř*  rotmtl  irffcf  nesouhlasně  shodné 
jest  dán  parallelní  průmět  2?  jednoho  a  souhlasný  průmět  dvou  bodů 
Av  Bt  útvaru  druhého;  sestrojiti  jest  průmět  <£*,. 


/.i 


\  X      N\ 


\ 


Obr.  249. 


Obři  249.  —  Vytkneme  si  v  -T'  body  A\  B*  a  rozpůlíme 
úsečky  ~A'A\,  JB'J3',.  Spojnice  bodů  půlících  4'0,  B'0  jest  prů- 
mětem osy  x.  Dále  vedeme  vektor  Bla=zB\A,l,  čímž  obdržíme 
průmět  A* a  přímky  k  x  normální;  přímka  A1  a  protne  x  v  bodě 
A\,  a  pro  všechny  body  P  úsečka  P+P9  jest  rovna  úsečce  A'mA'9 ; 
jsou  to  průměty  úseček,   majících  vesměs  délku  l0. 

Abychom  tudíž  k  libovolnému  bodu  P  v  2*  odvodili  pří- 
slušný bod  Ptx  v  2FU  protneme  x1  rovnoběžkou,  bodem  P  k  A'a 
vedenou,  v  bodě  J%;  na  xf  učiníme  PmP9=^A\A'%  a  na  přímce 
PP0  pak  P0'P1  =  ??0Í  čímž  dospějeme  k  bodu  Pv  Naopak,  kdy- 
bychom měli  z  P\  odvoditi  JP,  vedli  bychom  PXPX^  ||  A'a  až 
k  bodu  Pl0  na  o?',  pak  bychom  učinili  Pl+P0  =  A'QA\  a  spo- 
jili P)  s  P'0  přímkou,  na  níž  pak  jest  Pé0Pz=zPtP0. 

Máme-li  k  přímce  V  sestrojiti  přímku  příslušnou  l\% 
vedeme  na  př.  bodem  A'  rovnoběžku  k  V,  protínající  xá  v  bodě 
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Z»'a,  učiníme  na  z*  pak  L4aL\a  =  2 .  A'mA'0 ;  tím  obdržíme  přímka 
£'ia-4'i  příslušnou  přímce  L'aA'.  Bodu  L'=zl'.z'  přísluší  bod 
Xi1=Zi1.x',  pro  nějž  LéL\  =  Lé*L\ a.  Přímka  i'  prochází  bodem 
L\  a  jest  rovnoběžná  s  A\L\a.  Obdobně  můžeme  naopak  k  libo- 
volné přímce  i',  sestrojiti  příslušnou  přímku  i'. 

Prostorová  poloha  affinní. 

229.   Affinní  polohu  útvarů  v  rovině  zevšeobecniti  lze  na 
prostor  vůbec  tím,  že  osu  affinity  r  nahradíme  rovinou. 


Obr.  2fi0. 

Vztahujeme-li  totiž  dva  útvary  prostorové  JS1,,  2\  k  sobě 
pomoci  pevné  roviny  R  a  dvou  sobě  příslušných  bodů  Au  At 
tak,  aby  libovolné  dva  sobě  příslušné  body  ležely  na  přímce 
rovnoběžné  s  á,4  a  aby  spojnice  libovolného  bodu  v  2X  s  Ax 
buďto  protínala  spojnici  bodu  příslušného  v  2*a  s  A+  na  rovině  Rv 
aneb  aby  obě  spojnice  byly  k  R  rovnoběžný,  nazýváme  vztah 
ten  polohou  affinní  prostorovou ;  R  sluje  rovinou  affinity  a  směr 
přímky  AtA2  směrem  affinity. 

Obr.  250.  —  V  poloze  této,  vyjádřené  v  obrazci  průmětem 
parallelním,  při  čemž  pro  krátkost  průměty  jednotlivých  prvků 
označujeme  jako  prvky  ty  samy,  náležejí  k  sobě  body  jedno- 
značně, t.  j.  když  bodu  Bx  v  -T,  přísluší  bod  B2  v  -Tj,  pak 
přísluší  naopak  bodu  B2  v  2^  týž  jediný  bod  2?,  v  2,,  poněvadž 
se  přímky  A^B21  Ax  Bx    obecně  v  jediném  bodě   na  R  protínají. 

21* 
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Ve  vztahu  tom  přísluší  též  každé  přímce  útvaru  jednoho 
jednoznačná  přímka  v  útvaru  druhém  a  naopak,  a  libovolné  dve 
příslušné  sobě  přímky  protínají  se  obecně  v  rovině  E. 

Budiž  především  a,    libovolná  přímka  v  2*,,   procházející 
bodem  Ax ;  přímce  té  přísluší  přímka  aa,  která  spojuje  bod  ax  .  E 
s  bodem  Aq ;  nebot  dle  výměrové  konstrukce  každému  bodu  Bx 
na  ax  přísluší  bod  i?2,  ležící   na  a*.  Je-li  px   libovolná  přímka 
v  -£,    a   Bx   libovolný   bod   na   ní,    spojíme  příslušný    bod    2?2 
s  bodem  px  .R  přímkou  p3;  ta  bude  v  2*  přímce  px  příslušeti. 
Nejprv  poznáváme,  že  roviny  Axpx,   A2p2  se  protínají  v  přímce 
rl2,  náležející   rovině  R,   poněvadž  jak  průsečík   přímek  pl%  p2. 
tak  průsečík  přímek  AlBx,  A^Bq  leží  v  rovině  R.  Je-li  Cx  libo- 
volný bod  na  pxi   pak  přímce  c%  =  AXCX    přísluší  přímka    c^, 
která  spojuje  bod  c,  .  rxq  s  bodem  -42.  Přímka  tato  leží  v  rovině 
AzPz,  poněvadž  obsahuje  dva  body  její  e2.rl2  a  A^,  seče  proto 
j>2   v  bodě    C2,    Přímka   C,C2  jest  prňsečnicí  rovin   c,ca,  p,pft, 
a  poněvadž  prvá  obsahuje  přímku  AxAqj  druhá  přímku  JS,£2  k  ni 
rovnoběžnou,  jest  C,C2  ||  AXA9;  následkem  toho  jsou  body  CXJ  C2, 
z  nichž  jeden  leží  na  c,,   druhý  na  c2,  dva  příslušné  sobě  body 
v  poloze   affinní,   tak  že   skutečně    libovolnému   bodu  Cx    na  px 
přísluší  bod  C2  na  pa. 

Libovolné  rovině  P,  přísluší  opět  jediná  rovina  P2  a  na- 
opak, jež  se  s  ní  protíná  v  přímce,  náležející  rovině  affinity. 
Je-li  totiž  Px  libovolný  bod  v  rovině  Pt,  P2  bod  jemu  příslušný 
a  í>12  přímka  Pt.R,  tu  každé  přímce  p1%  bodem  P,  v  rovině  P, 
vedené  přísluší  přímka  j>2  bodem  P2  jdoucí  a  protínající  pt  na 
přímce  pXt ;  proto  všechny  přímky  p2  vyplňují  rovinu  Pt  =  P1f>lft. 
Libovolnému  bodu  Af,  v  P,  přísluší  bod  3f21  který  leží  v  P2, 
poněvadž  přímce  plz=PlMl  příslušná  přímka p2  leží  v  rovině  P2. 

Skutečně  jest  tedy  každé  rovině  útvaru  jednoho  přiřaděna 
rovina  útvaru  druhého  a  naopak. 

Ze  vztahu  uvedeného  plyne  přímo: 

Každý  bod  v  rovině  R  jakož  i  nekonečně  vzdálený  bod 
na  AlA%  přináleží  sám  sobě  čili  jest  bodem  samodružným; 
každá  přímka  v  R  aneb  rovnoběžná  k  AXA^  přináleží  taktéž 
sama  sobě  čili  jest  přímkou  samodružnou;  rovněž  rovina  R 
a  každá  rovina,  obsahující  směr  affinity,  jest  rovinou  samo- 
družnou. 

Položíme-li  libovolnou  rovinu  L  ve  směru  affinity,  útvary 
^\y  -4z>  jimiž  Zx  a  -£2  do  této  roviny  zapadají,  jsou  taktéž  v  po- 
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loze  affinní;  poloha  ta  má  přímku  ř,  v  níž  rovina  L  seče  rovina 
affinity,  za  osu  affinity  a  směr  affinity  prostorové  za  směr  affinity. 
Přímce  ;>,  rovnoběžné  k  R  odpovídá  přímka  jp2  k  ní  rov- 
noběžná, neboť  přímky  pn  p2  si  odpovídají  v  poloze  affinní,  již 
rovina  pxp^  z  affinní  polohy  prostorové  vytíná.  Rovině  Px  rov- 
noběžné k  R  odpovídá  rovina  Pa  k  oběma  rovnoběžná,  ježto  libo- 
volné přímce  px  v  P,  odpovídá  přímka  p2  k  px  rovnoběžná. 

Obecně  útvary,  ve  dvou  sobě  příslušných  rovinách  L,,  La 
sobě  přiřaděné,  leží  affinně  pro  přímku  1^ .  L2 .  R  jakožto  osu 
a  pro  AXA%  jakožto  směr  affinity. 

Rovnoběžným  přímkám  p%,  g,  v  2\  náležejí  v  2'2  zase 
rovnoběžné  přímky  p2,  g2 ;  neboť  rovině  E,:=p1g1  náleží 
rovina  E2,  jež  musí  obsahovati  přímky  p2,  g2,  a  roviny  pxp^ 
qxqq  jsou  rovnoběžné  s  AXA2  a  tedy  k  sobě  rovnoběžné,  ná- 
sledkem  čehož  jejich  průsečnice  p2,  g2   s  E2  jsou   rovnoběžné. 

Rovněž  tak  soudíme,  že  rovnoběžným  rovinám  P,,  Q,  ná- 
ležejí roviny  rovnoběžné  P2,  Q2.  Neboť  vytkneme-li  v  P,  libo- 
volné dvě  přímky  a,,  ft,  a  v  Q,  přímky  a*x  ||alf  &*,  ||6,,  pak 
budou  podle  právě  poznané  vlastnosti  prvým  odpovídati  přímky 
Oj,  bq  náležející  rovině  P2,  druhým  přímky  a*2 1|  a2,  6*2||6« 
náležející  rovině  Q&. 

Protínají-li  přímky,  obsahující  směr  affinity,  rovinu  affinity, 
rovina  ta  dělí  úsečku  spojující  libovolné  dva  sdružené  body  Pn 
P2  v  stálém  poměru.  Je-li  Pl2  průsečík  roviny  R  s  přímkou 
PXP*  a  Qxq  průsečík  její  s  přímkou  Q,Q2,  spojující  libovolné 
jiné  dva  sobě  příslušné  body  Qí%  Q2}  přímky  Px  Qu  P2()2,  P\*Q\i 
sfc  sekou  v  jediném  bodě  v  konečnu  neb  nekonečnu,  a  proto 
jest  (QXQ*QX*)  =  (PXP*PX*)=X.    • 

Stálou  hodnotu  X  nazýváme  opět  modulem  čili  charakteri- 
stikou polohy  řečené.  Naopak  mohli  jsme  v  obecném  případě 
definovati  prostorovou  polohu  affinní  takto: 

Příslušné  sobě  body  leii  na  přímkách  stálého  směru  a  vzdá- 
lenost jejich  jest  pevnou  rovinou  rozdělena  v  stálém  poměru. 

Vycházejíce  z  definice  této  došli  bychom  opět  ke  všem 
konstrukcím  a  vlastnostem  prve  uvedeným,  které  se  k  poloze 
této  vztahují. 

Je-li  směr  affinity  kolmý  k  rovině  affinity,  nazýváme  po- 
lohu tu  orthogonálně  affinní. 

Promítáme- li  ve  směru  affinity  do  libovolné  roviny,  prů- 
měty  dvou  útvarů  sobě  příslušných  splývají. 
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Když  ve  zvláštním  případe  jest  -á,-á2||R,  úsečky,  spojující 
příslušné  sobě  body,  položené  v  libovolné  rovině  E  k  R  rovnoběžné. 
se  sobě  rovnají  v  délce  i  ve  smyslu.  Neboť  jsou- li  B1B2,  C,0a 
dvě  takové  úsečky  v  rovině  E  a  značíme-li  Bl2  bod  A1B1 .  A2B%. 
Cu  bod  AlCl.A2C2%  kteréžto  oba  body  leží  v  rovině  R,  jest 
.8,2(7,2  průsečnicí  s  rovinou  R  společnou  rovinám  AlBlCr 
A2B2C2,  kdežto  B^C^  B2C2  jsou  průsečnice  rovin  těchto  s  ro- 
vinou E||R,  následkem  čehož  jest  BlCl  \\  B2C2,  a  poněvadž 
jest  též  BÍB2  ||Csť„  tedy  BXB2  =  C,C72.  Rovina  E  jest  patrně 
samodružná. 

Vytkli  jsme  jednoznačnost  vztahu  uvažovaného  vzhledem 
k  bodům ;  z  konstrukci  jest  patra  o,  že  má  platnost  jednoznačnost 
i  mezi  sdruženými  přímkami  a  rovinami.  Vztah  tento  jest  totožný 
s  oním,  jejž  jsme  dříve  (4)  označili  jakožto  hotnologii  paraUdní. 
Je-li  X  =  —  1,  tu  ke  každému  bodu  P,  =  Qt,  přísluší  týž  bod 
P2  =  Qí7  ať  již  jej  počítáme  k  útvaru  -2",  nebo  2*2;  je-li  tu  směr 
affinity  normální  k  rovině  affínity,  nazýváme  polohu  tu  sou- 
měrností útvarů  vzhledem  k  rovině  R. 

230.  Zevšeobecnili  jsme  affinní  polohu  v  rovině  pro  prostor 
tím,  že  jsme  nahradili  osu  affinity  rovinou,  kdežto  směr  a  modul 
affinity  jsme  zachovali;  ale  můžeme  zevšeobecnění  provésti  též 
tak,  že  zachováme  osu  r  a  modul  X  a  nahradíme  směr  affinity 
rovinou  S.  Pak  obdržíme  affinní  polohu  osovou  v  prostoru,  kterou 
můžeme  takto  definovati: 

Dva  útvary  prostorové  -1*,,  -ira  k  sobě  přiřaděné  leii  v  osové  poloze 
affinní,  kdy  i  spojnice  libovolných  dvou  sobě  přiřaděných  bodů  Aíf  Aq 
jest  rovnoběžná  s  danou  rovinou  S,  protíná  danou  přímku  r,  a  když 
přímka  tato  dělí  vzdálenost  Ax  A2  v  daném  poměru  stálém. 

Vztah  ten  jest  opět  dokonalý  (4);  neboť  každému  bodu  Av 
každé  přímce  px  a  rovině  Rt  v  2\  přísluší  jeden  a  jediný  bod 
A2j  jedna  a  jediná  přímka  jptJ,  resp.  rovina  R,  v  2',  a  naopak. 

K  libovolnému  bodu  Ax  obdržíme  příslušný  bod  Aa  tím, 
že  bodem  A%  položíme  rovinu  Sa||S,  již  protneme  osou  r 
v  bodě  Aqi  a  na  přímce  AxAq  sestrojíme  bod  Aq  na  základě 
dělícího  poměru  (AtAaA(>)  =z  k. 

Obr.  251.  —  Abychom  seznali,  že  přímce  pt  přísluší  opět 
přímka  j>2,  promítněme  veškeré  útvary  do  roviny  S  ve  směru  r. 
Průmět  ten  jsme  odvodili  z  průmětu  orthogonálního  p\ ,  r1  do  téže 
roviny,  v  němž  jsme  vyjádřili  na  přímkách  p1%  r  body  stopní  Pí, 
Ri  a  distanční  P^,  Jí*.  Učiníme-li  P*nQ  =  R'nRi,  jest  průmět  pcí 
přímky  px    ve  směru   r  spojnice   bodů    P\  a  (>,  kdežto   ra  =  JSi. 


-  327  — 


Jest  tedy  též  A°9=Rh  tak  že  jest  (A*tA*%Ri)  —  (A%AtAJ  =  l. 
Následkem  toho  bod  Ac%  vyplňuje  přímku  |iďa,  když  A*%  se  po- 
hybuje na  pď,.  Leží  tedy  útvar  p2  v  rovině  L,  již  položíme 
přímkou  j/^  rovnoběžně  k  r. 

Obr.  252.  —  Dále  promítněme  veškeré  útvary  parallelně 
do  libovolné  roviny  tak,  aby  přímky  promítající  byly  rovnoběžné- 
s  S.  Pak  se  budou  veškeré  roviny  rovnoběžné  s  S  promítati  do 
přímek.  Jsou -li  tedy  AT1,  Arq  průměty  libovolných  dvou  sobě  pří- 
slušných bodů  Ax ,  Aq  a  J?r, ,  BTq  průměty  dalších  dvou  bodů  sobě 
příslušných,  bude  BTI  B\  \  \  A\  A\  a  (A\  A\Ave )=(#*,  B\B%)=  A, 
tak  že  přímky  p*x  =ATyBxu  r^  —  Ax9Btfí  a  Ar2B\  se  budou 
protínati  v  jediném  bodě  P  =  pt1  .r*.  Leží  tedy  bod  2řr2  na 
přímce  P-4%;  tato  přímka  obsahuje  tedy  každý  další  bod  -Br« 
průmětu  px%  útvaru  pq  příslušného  přímce  p, ;  jest  tedy  jpT2 
taktéž  přímka,  a  útvar  p2  leží  v  rovině  M,  přímkou  p*q  rovno- 
běžně k  nynějšímu  směru  promítání  kladené.  Proto  jestp9  přímka 
průsečná  rovin  L,  M. 


Obr.  252. 


Je -li  přímka  px  s  osou  r  rovnoběžná,  jest  patrně  i  p2  s  ní 
rovnoběžná:  protíná-li  jp,  osu  r,  pak  bodem  pt .  r  prochází  též  p^\ 
lze-li  přímkou  px  položiti  rovinu  S*i  rovnoběžnou  s  S,  jest 
přímka  p2  rovnoběžná  s  px  a  rovněž  položena  v  rovině  S*. 
V  každém  jiném  případě  jsou  přímky  pu  p2  mimoběžné,  poněvadž 
spojnice  příslušných  bodů  Ax,  Aq,  resp.  /?,,  Bqi  jsou  mimoběžné. 
Každá  přímka,  která  osu  r  protíná  a  je  s  rovinou  S  stejno- 
směrná, přísluší  sama  sobě  čili  jest  samodružná. 

Rovině  P,  náleží  opět  rovina  P2  a  naopak,  poněvadž  libo- 
volným přímkám  v  P,  v  různých  bodech  se  protínajícím  náležejí 
taktéž   přímky  v  různých  bodech  se  protínající. 
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Přotíná-li  rovina  P,  osu  r  v  bodě  P?,  bod  ten  náleží  též 
rovině  P2.  Rovina  bodem  Ty  rovnoběžně  k  S  položená  seče  P, 
v  přímce  rr  která  sama  sobě  přísluší  a  tedy  též  rovině  P2  při- 
náleží.  Protínají   se  tedy  roviny  Pn  P2  v  přímce  samodružné. 

P   H  r 
Je-li  Pj  ||  r,  pak  jest  též  P2  ||  r  a  p'         =  X.  Každá  rovina 

rovnoběžná  s  S  akaždá  rovina,  přímkou  r  položená,  jest  samodružná. 
Libovolnému  útvaru  2X  položenému  v  rovině  Sf  rovno- 
běžné s  S  přináleží  útvar  -5j  podobně  položený  rovněž  v  rovině 
S«,  pro  bod  Sa .  r  jakožto  střed  a  pro  X  jakožto  modul  podob- 
nosti. Libovolnému  útvaru  r,  v  rovině  R,  položené  osou  rt 
přináleží  útvar  r2  v  téže  rovině  affinně  k  němu  položený  pro  r 
jakožto  osu  a  X  jakožto  modul  affinity,  jejíž  směr  jest  dán 
přímkou  R .  S. 

Je-li  X  =  —  1,  přísluší  libovolnému  bodu  Ax  =  B2  týž  bod 
A2  =  fřn  ať  již  jej  přiřaďujeme  k  útvaru  2\  nebo  k  útvaru  -Fa. 
Je-li  S  J_  r,  nazýváme  vztah  útvarů  2\,  2\  orthogonální  po- 
lohou affinní  vzhledem  k  r. 

231.  —  Obr.  253.  —  Budtež  dány  libovolné  dva  přidružené  sobe 
body  Al%  A^  jejichž  spojnice  seče  r  v  bodě  Aq.  Veďme  v  rovině 
S«||S  obsahující  přímku  AtA2  bodem  Aq}  libovolné  dvě  přímky 
k}  m  a  dále  veďme  bodem  Ax  rovnoběžku  k  m,  bodem  Aq  rovno- 
běžku k  přímce  k.  Obě  nechť  se  protnou  v  bodě  A3 ;  první  z  nich 
nechť  protíná  mimo  to  přímku  k  v  bodě  A*,  druhá  přímku  m 
v  bodě  Ap.  Patrně  jest  (AtA3Ax)  =  X,  (A3A^Afl)  =  X. 

Z  toho  plyne  následující  konstrukce  útvaru  -£,  z  daného 
útvaru  -i\,  dány-li  jsou  osa  r,  rovina  S  a  modul  X. 

Osou  affinity  r  položíme  libovolné  dvě  roviny  K,  M  a  se- 
strojíme  k  útvaru  -T,  útvar  -T3  affinně  položený  pro  K  jakošto 
rovinu  affinity,  pro  X  jakožto  modul  affinity  a  pro  směr  affinity 
určený  přímkou  M .  S ;  pak  jest  22  útvar  k  23  affinně  položený  pro 
M  jakožto  rovinu  affinity,  pro  X  jakožto  modul  affinity  a  pro  směr 
affinity  určený  přímkou  K .  S. 

Obdržíme  takto  osovou  polohu  affinní  jakožto  výslednici 
dvou  poloh  affinních  vzhledem  ke  dvěma  rovinám  K,  M. 

Obr.  254.  —  Zvolme  si  v  affinní  poloze  osové,  dané  osou  r, 
rovinou  S  a  modulem  X,  na  r  pevný  bod  O  a  položme  jím  rovinu  O 
rovnoběžnou  s  S.  Přímka  AxO  seče  přímku  bodem  A2  rovnoběžně 
k  r  vedenou  v  bodě  A»  a  průsek  přímky  A2A3  s  O  budiž  A*». 
Patrně  jest  OAm\\AxA2  a  (AxA30)=.X.  To  vysvítá  z  toho,  že 
obdržíme   v  rovině   rAx  podobné   trojúhelníky  AXA2A3,  OAmA3. 
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Tím  dospíváme  k  následující  konstrukci  útvaru  -12  z  útvaru  2\. 

Na  ose  affinity  r  /svolíme  libovolný  bod  O,  jimi  položíme  ro- 
vinu O  ||  S  a  sestrojíme  k  2\  útvar  2\  podobné  položený  pro  O  jakožto 
střed  a  l  jakožto  modul  podobnosti ;  tu  jest  22  útvar  affinní  položený 
pro  O,  ral  jakožto  rovinu,  pokud  se  týče  směr  a  modul  affinity. 

Obdržíme  takto  osovou  polohu  affínní  jakožto  výslednici 
polohy  podobné  s  polohou  affinní  vzhledem  k  určité  rovině  affinity^ 


/ 


* 


m* 
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Obr.  268. 


Obr.  254. 


232.  Je-li  v  poloze  podobné,  středu  O,  dvou  útvarů  prosto- 
rových modul  A  roven  —  1,  pravíme,  že  útvary  ty  leží  sou- 
měrně vzhledem  k  bodu  O;  je-li  dále  v  poloze  orthogonálně  affinní 
dvou  útvarů  prostorových  vzhledem  k  rovině  affinity  R  modul 
l  roven  —  1,  pravíme,  že  útvary  ty  leží  souměrně  vzhledem 
k  rovině  R,  a  je-li  konečně  v  poloze  orthogonálně  affinní  vzhledem 
ku  přímce  r  dvou  útvarů  prostorových  modul  l  =  —  1,  pra- 
víme, že  útvary  ty  leží  souměrně  vzhledem  ku  přímce  r.  Jest 
patrno,  otočíme-li  v  případě  posledním  jeden  útvar  kolem  r 
o  úhel  2p,  že  splyne  s  útvarem  druhým.  Jsou  tudíž  dva  útvary 
souměrné  vzhledem  k  dané  přímce  shodné. 

Souměrnou  polohu  dvou  útvarů  vzhledem  k  danému  bodu 
můžeme  dle  předešlého  výkladu  vždy  převésti  na  souměrnost 
vzhledem  k  rovině. 

Jsou-li  totiž  útvary  2Í9  23  souměrné  vzhledem  k  bodu  Oy 
položíme  bodem  tím  libovolnou  přímku  r  a  otočíme  2\  kolem 
r  o  úhel  2?,  čímž  přejde  do  polohy  -£„  souměrně  položené  ku 
1\  vzhledem  k  rovině  O,  kterou  klademe  bodem  O  normálně 
k  ose  r.  Neboť  je-li  Ax  libovolný  bod  v  2\  a  jsou-li  A2,  A3  body 
jemu  v  2a,  resp.  23  příslušné,  tři  body  tyto  leží  v  rovině, 
obsahující   přímku  r  (obr.  254.),   a  v  rovině  této  jest  pak  bod 
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A2  souměrně  položen  k  Ak  vzhledem  ku  přímce  r,  kdežto  bod 
A3  jest  k  Aq  souměrně  položen  vzhledem  ku  přímce  OA^ 
v  níž  se  roviny  O,  AXA%A^  sekou. 

Lze  tedy  dva  útvary  souměrně  položené  vždy  převésti 
v  polohu  takovou,  v  níž  buďto  se  stotožňují  aneb  leží  souměrné 
k  určité  rovině,  tak  že  můžeme  též  říci,  že  dva  útvary  takové 
jsou  vždy  buď  souhlasně  neb  nesouhlasně  shodné. 

Affinita  obecná  dvou  soustav  prostorových. 

233.  Vlastnosti  obecné  affínity  dvou  útvarů  v  rovině  lze 
rovněž  zevšeobecniti  pro  dva  útvary  -T,,  2%  v  prostoru. 

Abychom  to  mohli  učiniti,   vztahujme  celý  prostor  k  ur- 
čité soustavě  souřadné,    vzhledem  k  níž  stanovíme  jednoznačně 
polohu  každého  bodu   v  prostoru  pomocí  jeho  souřadnic.   Sou- 
stava  souřadná   O  (#,  t/,  *)   budiž   za   tím    účelem    dána   třemi 
přímkami  £,  y,  *,  z  libovolného  bodu  O  jakožto  počátku  vychá- 
zejícími,  které  leží  v  obecné  poloze,  tedy  takové,  že  jimi  nelze 
položiti  rovinu.  Bod  O  zove  se  počátek  soustavy,  přímky  x,  y,  0 
osami  a  roviny  xy,   xz}   yz  rovinami   souřadnými.    Myslíme   si 
libovolným  bodem  L  v  prostoru  roviny  rovnoběžné  k  yzs  xz,  xy, 
ty  budou    protínati    příslušně  osy  x,  y,  z   v  bodech  Lx,  Ly,  LXj 
a  délky  úseček  x  =  OLx<  y  =  OLy,  z  =  OL%  nazýváme  souřad  - 
nicemi  bodu  L.    Na  každé  ose  zvolíme  jeden  smysl  za  kladný, 
druhý  tedy  za  záporný  a  přisuzujeme  souřadnicím  na  ose  této 
znamení  kladné  nebo  záporné  podle  smyslu,  který  úsečkám  OLx, 
OLy,  OLz  náleží.  Tím  jest  každý  bod  v  prostoru  svými  souřad- 
nicemi nesporně  určen.  Můžeme  jej  pohodlně  z  daných  souřadnic 
x,  y,  z  sestrojiti,  když  naneseme  na  př.  na  osu  x  úsečku  OLx=zx% 
bodem    Lz   vedeme   rovnoběžku    k  y,    na  niž  naneseme   úsečku 
LxLt  =  y  a  konečně  bodem  L$  vedeme  rovnoběžku   k  z,  na  niž 
naneseme  LsL  =  z,  čímž  obdržíme  žádaný  bod  L. 

Buďtež  v  -i\  libovolné  tři  přímky  z„  y,,  *,,  z  jediného 
bodu  O,  vycházející,  v  obecné  poloze,  a  v  2q  buďtež  obdobně 
libovolné  přímky  a?2,  yfl,  *2  z  bodu  0,2  vycházející;  přiřaďujeme-li 
útvary  ty  tak  k  sobě,  aby  souřadnice  bodů  v  2£%  vzhledem  k  sou- 
stavě 02  (xa,  y21  zq)  byly  úměrné  k  souhlasným  souřadnicím  bodů 
příslušných  v  útvaru  JSU  vzhledem  k  soustavě  Ol  (#,,  y,,  *,)* 
nazýváme  souvztažnost  útvarů  těch  obecnou  affinitou. 


Má-li  tedy  libovolný  bod  A,  v  £,  souřadnici;  xt,  yv  z„  má 
příslušný  jemu  bod  At  v  £t  souřadnice  x,  —  lx„  yí=py1, 
e3  =  trn,,  kde  i,  fi,  *  json  stálé  veličiny. 

Obr.  255.  a  256.  —  Affinita  mezi  dvěma  útvary  £t,  2a  je 
stanovena,  když  libovolným  čtyřem  bodům  0„  X,,  Ytt  Z,  útvare 
jednoho  přiřadíme  libovolné  čtyři  body  0„,  Xa,  71(  Z%  útvaru 
druhého.  Zvolíme  totiž  pro  £t  soustavu  souřadnon  O,  (Xl¥1Zi)t 
v  níž  jest  xl=OíXlf  y,  =  0,7,,  *,  =  £>,Z„  pro  £%  soustavu 
souřadnou  O,  (Xs  7,2,),  v  níž  jest  z,  =  OtXv  yt  =  Ot  7„  f,  =  0,Z% 
a  volíme  1=0^:0^,  u=!\Y\:0^  &  »  =  072,:  O^,,  tak 
že  jest  x,  i *,=SÍX7 ':  6^X~,  y,  :ys=Ó777:  0,7,,  *,  :ít1=0,^i: 
OaZ2.  Pak  jest  útvar2',af&nní  dle  výměru  s  útvarem  21,  a  vaffinitě 
této  skutečně  přísluší  bodům  O,,  X,.  7t,  Z,  útvaru  2.',  v  útvaru  2't 
vztažmo  body  0„  Xt,  7t,  2,. 


284- Snadno  seznáme  následující  vlastnosti  vztahu  odvozeného. 

Jsou-li  dva  útvary  £,.  ,2",  affinnf,  každé  přímce  p,  v  2, 
přináleží  zase  přímka  p3  v  2",;  přímkám  rovnoběžným  plt  q,  v  2", 
přináležejí  přímky  rovnoběžně  ps.  qt  v  £t;  úsečkám  v  2",,  ležícím 
na  téie  přímce  neb  na  přímkách  rovnoběžných  přináležejí  v  .T,  úsečky 
úměrně  a  naopak.  Rovněž  tak  přináleží  každé  rovině  P,  zase  rovina  Pt ; 
rovnoběžným  rovinám  P,,  Q,  přináležejí  ease  roviny  rovnoběžné  Pt, 
Qa,  útvaru  ležícímu  v  libovolné  rovině  P,  přináleží  útvar  v  Pt 
s  ním  afinní  a  naopak,  plochám  ležícím  v  téže  rovině  nebo  v  rovi- 
nách rovnoběžných  útvaru  2',  přináležejí  v  .i,  plochy  jim  úměrné 
a  naopak;  poměr  dvou  libovolných  těles  útvaru  jednoho  rovná  se 
poměru  příslušných  dvou  těles  útvaru  druhého. 

Provedeme  důkaz  vyslovených  vět. 
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Především  je  zřejmo,  že  útvary  v  rovinách  souřadných,  oh- 
sahujících  trojúhelníky  OtXxY„  OxXxZxs  O, F, Z,,  jsou  příslušné 
affinní  k  útvarům  v  rovinách  souřadných,  obsahujících  trojúhel- 
níky 0%X%Z„  0%X2Z%,  OtY%Z2;  affinita  jest  pokaždé  přiřaděním 
trojúhelníků  uvedených  stanovena  (215).  Dále  jest  každé  přímce 
A,  v  2'j,  rovnoběžné   s  kteroukoliv   osou   souřadnou,    přiřaděna 
určitá  přímka  A2,  rovnoběžná  s  příslušnou  osou  v  ±\.    Je-li  na 
př.  Al  ||  s,  a  //j  průsek  přímky  této  s  OíXxYx,  pak  bodu  Rr  přiná- 
leží bod  H%  v  2\  a  každému  bodu  na  hx  přináleží  bod  na  přímce 
A2,  která  jest  bodem  H2  rovnoběžně  k  z2  vedena,  a  řady  bodové 
na  A,  a  Aa  patrně  jsou  podobné,  v  poměru  OxZx :  0%Z%.    Ti  toho 
dále  soudíme,  že  každé  rovině  L,,  rovnoběžné  s  kteroukoliv  osou 
souřadnou  v  -T,,  přináleží  v  2\  taktéž  rovina  L2,  rovnoběžná  s  pří- 
slušnou  osou   souřadnou  a  že  útvary  příslušné  v  L,  a  L3  jsou 
affinní.    Budiž   na  př.   L,!!*,;    vytkněme    v   rovině  té   přímky 
*i  II  h  II  z\  s  jiní  příslušejí  v  -Tf  přímky  A,  ||  /2 1|  zt ;  bodům  //,,  Lt  % 
v  nichž  prvé  dvě  přímky  sekou  rovinu  OxXlYXi  příslušejí  body 
//a,  Zřtfl  v  nichž  přímky  A2,  i2  rovinu  02X2Yq  protínají,  a  poněvadž 
útvary  v  rovinách  OxXx  Yx ,  02X2  YQ  jsou  affinní,  proto  si  též  přímky 
HXLX,  /?2£2  příslušejí.  Tedy  přísluší  každému  bodu  Rt  v  L,  bod  2?t* 
který  leží  v  rovině  L2  =  htl%\  neboť  přímka  m,  ||  xr,  bodem  JS,  ve- 
dená seče  přímku  HXLX  v  bodě  Mu  jemuž  přísluší  v  2\  bod  M.r 
ležící  na  #aZ*2,  a  přímka  *w2  musí  býti  rovnoběžná  se  zq  a  prochá- 
zeti bodem  il/2f  leží  proto  v  rovině  L2  a  v  ní  tedy  též  bod  B*.  Ná- 
sledkem  toho  jest  skutečně   L2    rovina  příslušející   rovině  L,. 
Budiž  Kx  libovolný  bod  na  A,   a  2T2  bod  jemu  příslušný  na  Aa; 
roviny    L,,    L2     můžeme   vztahovati    k  sobě    affinně    tak,     že 
trojúhelníku  KlHlLl  přísluší  trojúhelník  K%H%Lt.  Vztahujeme-li 
body  v  rovině  Lx  ku  přímkám  KtLx,  HXLX  a  v  L2  ku  přímkám 
R%Lt,   H2Lt  jakožto  osám  souřadným,  vidíme,  že  libovolné  dva 
body   sobě   příslušné  v   affinitě  rovin  L,,    L2  jsou  takové  též 
v  affinitě   mezi   2X    a  -Y2.    Libovolné   rovině   L*,||L,  přináleží 
rovina  L"t||Lt;    neboť    přímkám    rovnoběžným,    v  nichž   seče 
rovina  OxX1Yí    roviny  L*n  L,,    přináležejí   přímky  rovnoběžné 
v  02-Y2Y2l  jimiž  příslušné  roviny  L*2,  L2  procházejí. 

Je-li  dále  dána  libovolná  přímka  pu  mysleme  si  jí  polo- 
ženy roviny,  rovnoběžné  s  přímkami  #,,  y,,  zx.  Z  rovin  těch 
budou  vždy  alespoň  dvě  H,,  P,  různé.  Rovinám  těm  přináležejí 
roviny  rovnoběžné  ku  přímkám  #2)  y2,  *2,  z  nichž  opět  alespoň 
dvě,  totiž  H2  a  P2  budou  různé.  Bodům  napx  budou  přináležeti 
body  společné  rovinám  H2,  P21  tedy  body  na  přímce  p2  =  H2.P2. 
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Přináleží  tudíž  skutečně  každé  přímce  px  zase  přímka  jv  Je-li 
PiUín  můžeme  přímkou  g,  položiti  roviny  EPJIHj,  P*i||Pn 
jimž  přináležeti  budou,  jak  jsme  právě  seznali,  roviny  H*a,P% 
rovnoběžné  k  Ha.  pokud  se  týče  k  P2.  Proto  jest  přímka  g2  = 
H%  .  P*2  rovnoběžná  k  přímce  pq.  Leží-li  napt  úsečka  AXBX,  na 
qx  úsečka  C,/),,  ajsou-li  A2B^  C2D2  úsečky  příslušné,  mysleme 
si  promítnuty  prvé  dvě  úsečky  ve  směru  jedné  z  os  souřadných 
do  roviny,  která  obsahuje  ostatní  dvě,  a  rovněž  druhé  dvě  úsečky 
ve  směru  příslušné  osy  a  do  příslušné  roviny  souřadné,  Jsou-li 
průměty  v  prvém  případě  A4xBéx,  C\Ď'„  v  druhém  případě 
A\B442,  C"2Z)"a,  mají  platnost  úměry 

AXBX  :  CXDX  =  A4lB4x :  OxD\, 

•"2      2  •  kj|//2  -— •  A    2*3    g   I    O    2JJ    g* 

Ale  poněvadž  úsečkám  A4XB4X,  C\D\  přiřaděny  jsou  v  útvaru 
-2,  affinně  úsečky  A4i2B442,  C"2D\,  má  platnost  též  úměra 

A\B^ :  C44J)44%  —  A\B\  :  Ct  D'v 
tak  že  obdržíme 

A2B% :  Cai92  =  AXBX  :  CXDX. 

Pokud  se  týče  rovin,  zbývá  jen  prozkoumati  takové,  které 
jsou  ke  všem  třem  osám  souřadným  nakloněny.  Budiž  P,  taková 
rovina  v  2„  protínající  osy  xxy  yx,  %x  v  bodech  Ax>  Bv  Cx, 
jimž  příslušejí  body  <da,  B2i  C2  na  osách  x2,  y2,  zv  Tu  si  patrně 
i  přímky  AXBU  BXC„  CXAX  a  A2B„  B2C2t  C9A2,  patřičně  pří- 
slušejí. Je-li  tedy  R\  libovolný  bod  v  P1?  spojme  jej  na  př.  s  Ax 
a  Bx ;  seče-li  přímka  Ax R\  přímku  BxCl  v  bodě  Dx  a  přímka BXR\ 
přímku  CXAX  v  bodě  Ev  pak  bodu  Dx  bod  D%  na  B2C%  přísluší 
tak,  že  (B2C2D2)  =  (BXCXDÍ)  a  tedy  přímce  AXDX  přísluší  v  22 
přímka  A2D2,  ležící  v  rovině  A2B2C2\  rovněž  bodu  Ex  přísluší 
bod-E,  na  (7,4,  tak,  íe(C2A2E2)  =  (CtAxEx\  a  tedy  přímce  BXEX 
přísluší  v  2%  přímka  B^Et,  ležící  rovněž  v  rovině  A2BtC%.  Ná- 
sledkem toho  bodu  R\=  AxDy .  Bx  Ex  přísluší  bod  R'%  =A%D% .  B2E2 
roviny  P2  =  A%B2Cr  Přináleží  tudíž  každé  rovině  P,  opět 
rovina  Pa  a  to  tak,  jak  z  konstrukce  patrno,  že  jsou  příslušné 
sobě  útvary  těchto  rovin  totožné  s  oněmi,  jež  si  přináležejí  v  affi- 
nitě  rovin  Pi;  Pa,  stanovené  příslušnými  sobě  trojúhelníky  AXBXC„ 
A2B2C2.  Proto  také  libovolné  dvě  plochy  v  P,  mají  týž  poměr 
jako  příslušné  jim  plochy  v  P,. 

Seče-li  rovina  Qt  1 1  Pt  osy  xx ,  yx ,  *,  v  bodech  A*x ,  JB*, ,  C*x 
a  rovina  jí  přiřaděná  Q,  osy  x2X  yt,  z2  v  bodech  příslušných 
A*21  B*2,    C*a,   mají   platnost  rovnosti   (OlAxA*í)  =  (0a4a-4*a), 


1 
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(O^J?*,)  =  (O^fl*,),  (0,0,0*,)  =  (0/7,0%);  leží  proto  roviny 
Pr  Qa  podobně  vzhledem  k  bodu  0„  jsou  tudiž  rovnoběžný. 

Mějme  nyní  v  P,  plochu  I„  v  Q,  plochu  II,  a  bucftež  L? 
IIS  plochy  jim  příslušné  v  <£a.  Mysleme  si  dále  přímku  pl7  která 
není  s  P,  rovnoběžná  a  posunujme  rovnoběžně  přímku  k  pt 
rovnoběžnou  tak,  aby  omezovala  v  P,  plochu  I,  a  tedy  v  Q,  |[  P, 
plochu  III,  s  I,  shodnou,  tu  bude  příslušná  přímka  rovnoběžná 
k  jp3  v  Jr2  se  posunovati  rovnoběžně  tak,  že  bude  v  P,  omezovati 
plochu  I*  a  v  Q,  ||  Pa  plochu  III,,  affinně  přiřaděnou  ploše  IIT, 
a  s  plochou  Iq  shodnou.  Proto  z  relace  III,  :  II,  =  lil*  :  11^  plyne 
ihned  relace 

jak  bylo  ve  větě  tvrzeno. 

fiuďtež  dále  A,,  B,  nejprv  dva  libovolné  rovnoběžnostěny 
v  2t  a  Aa,  B,  příslušné  jim  rovnoběžnostěny  v  2V  Vytkněme 
si  dále  v  -T,  rovnoběžnostěn  C,,  jehož  dvě  rovnoběžné  roviny 
omezující  L,,  L*1  náležejí  též  rovnoběžnostěnu  A,,  a  další  dvě 
rovnoběžné  roviny  omezující  Pn  P*,  náležejí  rovnoběžnostěnu  B,. 
Jsou-li  jit,  AYx  plochy  těles  A,,  C,,  v  rovině  L,  obsažené,  má. 
platnost  patrně  úměra 

A,  i  O,  —  A,  :  AYl* 

Jsou-li  dále  77,,  nYx  plochy  těles  B,,  C,  v  rovině  Plt  mi 
platnost  rovněž  úměra 

C,  :  B,  =nrt  :/7,. 

Násobíme-li  obě  úměry,  obdržíme 

A,  :B,  =  AJIYi  :  AYlnt  (1> 

Vzhledem    k  útvarům    v  -2^,  těmto   affinitou  přiřaděným, 
obdržíme  obdobně 

Att  :  B2  =  AqIJY2  :  zfy2J72.  (2) 

Poněvadž  jsou  plochy  At,  AYx    v  téže  rovině  Ln   jest  dle 
vlastnosti  prve  uvedené 

Ai   I  Ay,  ZZZ  Aq  ',  /ty*' 

Plochy  IJYl9  /7,  jsou  také  v  jedné  rovině  P, ;    má  platnost 

tedy  rovněž  úměra 

77y,  :  IJl  =  UY%  :  77tt. 

Znásobením  obou  úměr  obdržíme 

AíTIyí    :  Ayini  =  AtlIJy2  l  AyqIJ%i 

tak  že  obdržíme  konečně,  srovnáme-li  (1)  a  (2),  úměru 

A,  :  B,  =  A,  :  B9. 
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Úměra  tato  platí  též  pro  libovolné  dvojice  příslušných 
sobě  čtyřstěnů,  poněvadž  platí  pro  příslušné  sobě  rovnoběžno- 
stěny, na  něž  lze  čtyřstěny  ty  doplniti;  následkem  toho  plati 
pro  libovolné  dvojice  příslušných  sobě  mnohostěnů,  jelikož  tyto 
lze  v  příslušné  sobě  čtyřstěny  rozložiti.  Konečně  platí  úměra 
ta  i  pro  tělesa  omezená  křivými  plochami  vůbec,  poněvadž  platí 
o  příslušných  sobě  mnohostěnech,  jež  těmto  tělesům  lze  libo- 
volně vepsati  neb  opsati. 

Tím  jsou  vlastnosti  affinity,  prve  vyslovené,  dokázány. 
Obdobně  jako  v  136.6.  můžeme  vysloviti  tedy  větu: 
Kaidá  homogenní  rovnice  algebraická  mezi  obsahy  těles  v  Xx 
má  platnost  téí  pro  obsahy  příslušných  těles  v  2\. 

Z  uvedených  vlastností  útvarů  2U  2*a  jest  patrno,  že  ob- 
držíme touž  affinitu,  nahradíme  li  0„  Xv  Yv  Zx  libovolnými 
body  Av  B^  Cx%  Dt  útvaru  -T,  v  obecné  poloze,  jenom  když. 
pak  zároveň  nahradíme  body  Og,  Xq,  ys,  Zq  těmi  čtyřmi  body 
-da,  2?a,  (7a,  Z)a,  které  jsou  bodům  Al%  Biy  C19  Dx  v  -£a  přiřaděny. 

235.  Dva  prostory  bodové  2x>  2^  v  obecné  affinitě  letící 
mají  obecni  jediný  bod  samodruéný  Qí2. 

Jest  to  vlastnost  obdobná  té,  již  jsme  dokázali  pro  dvě 
soustavy  rovinné,  které  leží  v  jediné  rovině  (217). 

Obr.  257.  —  Mysleme  si  především  svazek  rovin  rovno- 
běžných A,,  B,,  Ct,  .  .  .  v  £x\  jemu  přísluší  v 22  rovněž  svazek 
rovin  Aa,  Ba,  Ca,  .  .  .  rovnoběžných.  Seznáme  ihned,  že  přímky 
At.Aa,  B,,Ba,  Cj.Cg,  v  nichž  se  příslušné  roviny  obou  svazků 
protínají,  leží  v  jediné  rovině,  tvoříce  v  ní  svazek  přímek  rovno- 
běžných Mysleme  si  totiž  libovolnou  přímku  k  rovinám  A,, 
Bt . . .  nakloněnou  a  v  bodech  Al%  2?t,  Cx . . .  je  protínající*  Přímka 
příslušná  protíná  roviny  Aa,  Ba,  Ca . .  v  bodech  -áa,  iřa,  Ca . . . 
přidružených  a  pro  libovolné  tři  dvojice  takových  bodů  má 
platnost  (Jj-BjC,)  =  (<dajBaGa).  Z  rovnosti  té  vychází,  že 

Ct  H  A, Ca  H  Aa  m 

Cx  H  Bj       Ca  H  B2  ' 

proto  přímky  A|.Aa,  B,.Ba,  Gx.Cq  a  tedy  též  průseky  všech 
příslušných  prvků  v  uvedených  svazcích  rovin  leží  v  jediné 
rovině.  Abychom  to  seznali,  uvažme,  že  řečené  přímky  jsou 
rovnoběžné,  a  protněme  oba  uvedené  svazky  libovolnou  rovinou 
k  přímkám  těm  normální. 

Označme  přímky  řečené  a,,  bl%  cn  . .,  považujíce  je  za  prvky 
útvaru  £x  a  rovinu,  v  níž  leží,  označme  Rr  Přímky  aa,  6a,  ca, . . 
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budou  taktéž  rovnoběžné  a  budou  ležeti  v  rovině  R2  ;  mimo  u 
se  přímky  av  af ;  Jt,  6a ;  c,,  c8 ; . . .  ležíce  v  rovinách  Ař,  JB2,  Ca, . ., 
protínají,  a  průsečíky  jejich  leží  na  přímce  společné  rovinám  E.. 
Ra.  Považujeme-li  přímku  tuto  jakožto  přímka  ;?,,  přináležející 
útvaru  2',,  tu  příslušná  přímka  pa  leží  v  rovině  R2,   a    bod  Qjr    / 
v  němž  se  jp,.  i>a  protínají,  přináleží  affinitou  sám  sobě. 


Obr.  257. 

Abychom  to  seznali,  položme  bodem  tím  rovinu  Mx  [|  At  : 
ta  protne  R,  v  přímce  mx  \\  ax ;  rovina  Ma  jest  rovnoběžná  s  A2 
a  prochází  přímkou  mv  kdežto  přímka  ms  jest  rovnoběžná  s  a% 
a  protíná  m,  na  přímce pv  tedy  v  bodě  Qir  Jest  tudíž  bod  tento 
jak  průsečíkem  přímek  ml9  pv  tak  i  průsečíkem  přímek  wa,  pu 
tedy  skutečně  bodem  samodružným.  Je-li  však  jps||i>i,  leží  bod 
Q19  v  nekonečnu  a  jest  samodružný,  poněvadž  každé  přímce 
<L\  \\P\  přísluší  přímka  g2  k  ní  rovnoběžná  a  tedy  bodem  Q1f 
procházející. 

236.  O  zvláštních  vztazích  affinnich. 

Stane-li  se,  že  affinní  prostory  bodové  2V  2t  mají  ve 
zvláštní  poloze  dva  body  012,  Vl%  samodružné,  tu  mají  celou 
řadu  bodovou  na  přímce  olt  =  0ltV1%  samodružnou,  ježto  pro 
libovolné  body,  sdružené  P„  Pa  na  01%Vl%,  jest 

tO»rxtPl)  =  (01%Vl%PĚ) 


MB. 
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a  tedy  P,  =  Pr  V  tom  případě  affinita  jest  stanovena,  vy- 
tkneme-li  si  mimo  přímku  oia,  kterou  nazýváme  osou  obecné 
affinity  osové,  ještě  dvě  dvojice  sdružených  bodů  XXX%J  Yx  Fa. 
Prostor  bodový  rozložíme  v  pole  bodová,  jejichž  roviny  tvoří 
svazek,  mající  ox%  za  osu.  Spojíme  totiž  X1%  Yx  a  X2,  Y%  přímkami. 
Zvolíme-li  pak  na  XXYX  libovolný  bod  Rx,  příslušný  jemu  bod 
JRj  leží  na  XtY%,  tak  že  (X%Y%R%)  =  (X^fl,)-  Soustavy  rovinné 
v  rovinách  oirR,,  ox%R%  jsouce  affinní,  nacházejí  se  tudíž  v  poloze 
affinní  pro  ola  jakožto  osu  a  pro  RxRt  jakožto  směr  affinity; 
jeden  útvar  jest  průmětem  druhého  ve  směru  RtR%. 

Klademe-li  roviny  rovnoběžné  s  přímkami  X,XS,  Yt  Y„ 
kterákoli  z  nich  M  seče  přímku  XXYX  v  bodě  P,,  přímku  X%Y% 
v  bodě  Pa  tak,  že 

(xJr,p1)  =  (xírípí); 

neboť  jsou-li  M„  Ma  roviny  k  M  rovnoběžné,  z  nichž  první 
obsahuje  XjX^,  druhá  Yx  F4,  jest  každý  z  dělících  poměrů  (Xx  YXPX\ 

(X„r2P4)  roven   g-^. 

Z  toho  plyne,  že  uvedené  směry  affinity  iž,^,  splývající  se 
směry  l\P„  jsou  rovnoběžné  s  M. 

Stane-li  se,  že  přímka  PXP2  seče  oxv  ta  roviny  o12P,, 
olsP2  splývají  v  jedinou,  a  máme  polohu  affinní  v  této  rovině. 
Rovina  ta  jest  tudíž  samodružná. 

To  lze  říci,  ať  již  jest  poloha  přímek  XtX2,  YXY2  jaká- 
koliv; předpokládáme  však  při  tom,  že  přímky  ty  osu  oia  ne- 
protínají.  Když  ve  zvláštním  případě  přímky  X,X2,  YxYq  se 
protínají,  jest  rovina  M  rovnoběžná  s  rovinou  jejich  aneb  s  ní 
splývá,  a  směry  PXP*  leží  v  rovině  XÍX2Y1Y2;  protínají -li  se 
přímky  X,Xa,  YXY2  na  ose  oX27  jsou  patrně  roviny  ox%XxX29 
ox2YxY2  samodružné. 

Zvláštní  pozornosti  zasluhuje  případ,  je-li  XtJQ||  YXY%,  tu 
jest  rovina  jejich  rovinou  M;  příslušné  body  Rt9  iča.  které  jsme 
prve  sestrojovali,  leží  na  přímkách  rovnoběžných  ku  přímkám 
XXX2,  YXY„,  tak  že  bod  průsečný  Lx%  přímek  XXYX,  Xttra  jest 
samodružný.  Následkem  toho  jest  tu  též  samodružná  rovina 
ol2Zl2,  jakož  i  každá  přímka  bodem  Lxi  v  rovině  té  a  dále 
každý  bod  P,  =  Pa  na  ní,  poněvadž,  značí-li  Hx2  bod,  v  němž 
seče  přímka  ta  o18,  jest 

(HxqLxqPx)  =  (Hx<lLxqP2). 

J.  Sobotka:  Detkriptirni  geometrie.  22 
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Affinita  přechází  ta  v   polohu   affinni,  mající   oiaL1%    za  rovinu 
a  XtX%  za  směr  affínity. 

Obr.  258.  —  Předpokládáme  dále,  že  XtXq  seče  osu  ot2  v  bode 
Aíq)  kdežto  přímka  TíYi  jest  k  ní  mimoběžná.  V  tom  případe 
neobdržíme  nic  nového;  rovina  oliXlXq  jest  tu  jednou  rovioou 
samodružnou,  v  níž  příslušné  sobě  prvky  útvarů  -2*,,  ž\  leží 
affinně.  Druhou  rovinu  takovou  můžeme  snadno  stanovití  tím. 
že  si  myslíme  ol%  jako  osu  affinni  polohy  osové,  v  níž  boduX 
přináleží  bod  X'9  =  Xq  a  útvaru  -2^  jistý  útvar  jrm%  která  ale 
jinak  jest  libovolná,  tak  že  můžeme  voliti  libovolnou  přímku 
bodem  Yt  protínající  oia  v  bodě  £t]  a  Da  ní  odvoditi  bod  1\ 
tak,  aby  (YlY'%Kl%)  =  (Xir%AlJ.  Tu  bude  v  této  poloze  libo- 
volnému bodu  Rt  na  XXYX  přináležeti  bod  Bfq  na-X^T^  avaffi- 


nitě  původní  bod  U*  naXttF2,  při  čemž  iř'ttfíg||  Y'qY2,  poněvadž 
(X2Y2RJ  =  (X2Y'qR'i)  =  (Xl  YxRt).  Protněme  pak  rovinu  XJ.T, 
přímkou  oia  v  bodě  N  a  veďme  bodem  tím  přímku  rovnoběžnou 
s  Y%Y\.  Přímka  ta  bude  protínati  přímku  X%Y%  v  bodě  Nv 
přímku  XtY\  v  bodě  N\+  a  bodu  Af'a  přináleží  v  affinni  poloze 
útvarů  -Ta,  2p\  bod  Nx  na  XxYt,  při  čemž  ovšem  zase  přímka 
NtN\  osu  oia  protíná,  tak  že  tato  leží  v  rovině  N^N^N*  a  tudíž 
protíná  též  přímka  JNrlN%  osu  oia.  Následkem  toho  jest  rovina 
oí2NlN2  též  samodružná,  a  affinni  poloha  útvarů  sobě  příslušných 
v  JSti  23  a  zároveň  v  rovině  této  obsažených  jest  osou  o,, 
a  dvojicí  příslušných  bodů  Nt,  N2  stanovena. 


—  339  - 

Jestliže  však  nejen  přímka  XXX„  nýbrž  i  přímka  YtY9 
osu  oxi  protínají  v  bodech  -ála,  B%%%  jsou  již  obě  roviny,  spoju- 
jící tyto  přímky  8  o12,  samodružné.  Je-li  tu  zvláště  (XtX%Ax%)  = 
<F,  Y%BX%\  tu  affinita  přechází  v  polohu  affinní  osovou. 

Jsou-li  přímky  ^X,,  Yt  Yq  rovnoběžný  a  první  z  nich 
protíná  osu  o,3  v  bodě  Al2,  druhá  však  k  ní  jest  mimoběžná, 
stanovíme  na  YxYq  bod  Bx%  tak,  aby  {YiYqBiq)  =  (XxXqAxq)\  bod 
ten  jest  patrně  též  samodružný,  a  affinita  přechází  v  polohu 
affinní  pro  rovinu  oxqBxq  jakožto  rovinu  affinity  a  přímku  XXX% 
jakožto  směr  affinity. 

V  každém  případě  tudíž  poloha  affinní  ať  vzhledem  k  rovině 
affinity,  ať  vzhledem  k  dané  ose  jest  zvláštním  případem  affinity 
obecné,  tak  že  o  ní  mají  platnost  všechny  vlastnosti  poslední 
větou  o  obecné  affinitě  vyslovené. 

0  prostorových  útvarech  shodných. 

237.  Zvláštní  případ  affinity  obecné  dávají  dva  útvary 
shodné  nl%  77s.  Nazýváme  opět,  jako  jsme  činili  při  rovině, 
útvary  ty  souhlasně  shodnými,  lze-li  útvar  jeden  v  prostoru  tak 
přemístiti,  aby  splynul  úplně  s  útvarem  druhým ;  kdežto  nesou- 
hlasně shodnými  je  nazýváme  tenkráte,  lze-li  útvar  jeden  pře- 
místiti tak,  aby  přišel  do  polohy  souměrné  s  útvarem  druhým 
vzhledem  k  určité  rovině. 

Libovolné  dvě  úsečky  AXBU  AqBq,  které  si  v  útvarech 
shodných  přináležejí,  leží  vždy  affinně  vzhledem  k  ose,  která 
dělí  úsečky  AXA2,  BXB%  v  stejném  poměru. 

Rozpůlíme-li  zvlášť  úsečku  AxAq  v  bodě  Aiq%  úsečku  UXB% 
v  bodě  Bxq  a  zvolíme-li  za  osu  affinní  polohy  přímku  o  =  AxtBl2 
a  za  modul  1=  —  1,  tehdy  úsečce  AXBX  přísluší  úsečka  A%BV 
Proto  leží  body,  půlící  všecky  úsečky,  které  spojují  příslušné 
body  na  přímkách  AXB„  A9B2,  na  přímce  o. 

Úsečky  AlBi,  A2B%  promítají  se  orthogonálně  do  každé 
roviny  Pí  přímkou  o  položené  ve  dvě  stejné  úsečky,  poněvadž 
trojúhelníky  promítající  pro  obě  jsou  shodné;  majíf  úsečky  AXBX9 
A2B%  stejné  délky  a  body  Av  A„  jakož  i  body  Bx,  B%  mají 
•od  Pí  stejné  vzdálenosti,  ale  v  různých  smyslech,  tak  že 

Ax  H  Pí  —  Bx  H  Pí  =  B%  H  Pí  —  Aq  H  Pí. 

238.  Buďtež  dva  útvary  shodné  2X,  £t  nejprv  útvary  ležící 
ve  dvou  rovinách  Pn  Pt,  libovolně  v  prostoru  položených.  V  tom 
případě  rozdílu  mezi  souhlasnou  a  nesouhlasnou  shodností  není ; 

22* 
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neboť  přemístíine-li  jakýmkoliv  způsobem  roviny  ty,  až  splynou* 
útvary  £v  2%  stávají  se  buďto  souhlasně  shodnými  nebo  nesou- 
hlasně shodnými;  ale  otočíme-li  dále  rovinu  jedna  kolem  libo- 
volné přímky  v  ní  o  úhel  2p,  stanou  se  útvary  Su  -Ta  v  případe 
prvém  nesouhlasně  shodnými,  v  případě  druhém  souhlasně 
shodnými. 

Obr.  259.  —  Zvolme  v  Pt  trojúhelník  AXBXC„  v  P2  troj- 
úhelník mu  příslušný  A%B% 0a.  Buďtež  AiBjCi  body,  které  půlí 
úsečky  AyA„  BXB%>  CXC%\  body  těmi  položme  rovina  Pí,  již 
považujeme  za  průmětnu,  do  níž  promítáme  orthogonálně.  Prů- 
měty A\B\C\,  A\B'%C'%  uvedených  trojúhelníků  budou  shodné, 
a  to  obecně  souhlasně  shodné. 


Obr.  269. 


Neboť  úsečka  A\B\  musí  se  rovnati  A\B'%\  obě  úsečky 
jsou  průměty  stejných  délek,  a  rozdíl  vzdáleností  bodů  Al%  Bt 
od  Pí  rovná  se  svou  velikostí  rozdílu  vzdáleností  bodů  A„  B2 
od  Pí,  při  čemž  oba  rozdíly  jsou  různého  znamení.  Mají  tedy 
trojúhelníky  A\B\C\,  A\B\Ci  příslušné  strany  sobě  rovny  a 
jsou  proto  shodné.    Kdyby  byly  nesouhlasně  shodnými,   tu  by 
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body  půlící  úsečky  A\A\t  B\B'%9  C\C%  musily  ležeti  na  přímce  o 
<227) ;  ale  body  ty  jsou  totožný  s  body  A\>  -Bi,  Cí.  V  tom  případě 
tedy  by  trojúhelníky  AxBtCxy  A%B%C%  musily  býti  ve  zvláštním 
vztahu  affinním  vzhledem  ku  přímce  o.  Že  pak  rovina  Pí  jest 
neurčitá,  proto  dva  takové  útvary  se  promítají  orthogonálně 
do  každé  roviny  osou  o  položené  ve  dva  útvary  nesouhlasně 
shodné. 

Obecně  však  nejen  trojúhelníky  AXBXCX)  A%B%C%  se  promítají 
do  Pí  v  trojúhelníky  souhlasně  shodné,  nýbrž  činí  tak  i  každé 
jiné  dva  příslušné  trojúhelníky  DXEXFU  D%E%F%  v  rovinách  Pn 
resp.  P9.  Především  jest  patrno,  že  rovina  Pí  půlí  úsečku,  spoju- 
jící libovolné  dva  příslušné  sobě  body  J9lf  D%  v  rovinách  P,,  Pt. 
Leží-li  totiž  D,  na  př.  na  přímce  AtBu  přísluší  mu  bod  Dt 
na  A2B2\  úsečce  AXD\  přísluší  úsečka  A2D%  a  body,  které  půlí 
vzdálenosti  příslušných  si  bodů  těchto  úseček,  jakož  i  přímek 
jimi  stanovených,  leží  na  jediné  přímce;  neboť  myslíme- li  si 
na  př.  osovou  polohu  affinní,  v  níž  bodu  Ax  přísluší  bod  A^ 
bodu  Bx  bod  Ba,  jejíž  modul  rovná  se  —  1  a  jejíž  osou  jest 
tudíž  přímka  A{Bi,  tu  bodu  Dx  přísluší  v  této  poloze  bod  Z)a, 
ježto  (At  B, Dx)  =  (A2B%D2),  a  spojnice  D,  Z)a  seče  osu  AiBi  v  bodě 
Dh  tak  že  D,Z>i  =  jDiZ>a.  Poněvadž  body  Au  Bi  leží  v  rovině  Pí, 
leží  v  ní  i  bod  D\  na  přímce  AiB\.  Z  toho.  soudíme,  že  pro  libo- 
volné dva  body  sobě  příslušné  Z),,  Z)a  na  přímkách  obsahujících 
strany  trojúhelníků  A1B1Cl,  resp.  A2BSC2,  leží  střed  úsečky  DXD2 
v  rovině  Pí.  Ale  jsou-li  Du  Da  libovolné  dva  sobě  příslušné  body 
rovin  P,,  Pa,  tu  na  př.  přímka  C%DX  seče  AXBX  v  bodě  Eu  přímka 
C%D%  seče  pak  A2B%  v  bodě  příslušném  £a,  a  poněvadž  středy 
Ji,  E\  úseček  AlAi,  EkE%  leží  v  Pí,  proto  leží  střed  úsečky, 
která  spojuje  libovolné  dva  sobě  přidružené  body  přímek  AXEU 
A2ES,  rovněž  v  rovině  Pí.  Když  však  jest  C1D1\\AlB1  a  tedy 
C2D2 1)  A2B„  můžeme  spojiti  Dx  s  jiným  vrcholem  přímkou,  pro- 
tínající stranu  protilehlou  v  trojúhelníku  AlBlCl,  a  odvoditi 
k  spojnici  přímku  příslušnou  v  rovině  Pa. 

Můžeme  tedy  vysloviti  větu: 

Bodyy  které  půlí  úsečky ,  spojující  příslušné  si  body  ve  dvou 
útvarech  shodných  v  libovolných  dvou  rovinách  položených,  vyplňují 
taktéž  rovinu  Pí. 

Pro  trojúhelníky  DXEXF^  DqE^Fqi  které  jsme  si  prve  zvo- 
lili, leží  tedy  body  A>  J&»  F\  taktéž  v  rovině  Pí ;  následkem  toho 
jsou  průměty  jejich  D'XE'XF4U  D\E\F^   shodné  a  to  souhlasně 
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shodné,  neboť  jinak  by  body  Dj,  £i,  Fi  musily  ležeti  na  přímce, 
a  tedy  trojúhelníky  ĎtEtF^  D2E^Fq  a  následkem  toho  i  ťitvary 
<£,,  -2T2  nacházely  by  se  ve  zvláštním  vztahn  affínním  vzhledem 
ku  přímce  této. 

Když  však  libovolné  dva  trojúhelníky  sobě  příslušné  v  útva- 
rech -£,,  2*  se  promítají  do  Pí  v  trojúhelníky  souhlasně  shodné, 
průměty  obou  útvarů  do  Pí  patrně  jsou  souhlasně  shodné,  a  lze 
tedy  v  rovině  Pí  určiti    bod  Oi,    kolem   něhož  lze   průmět  -I*, 
otočiti  tak,  že  splyne  úplně  s  průmětem  -5T'a.    Poněvadž   Oj  jest 
bodem  samodružným  obou  průmětů,  vychází  z  toho,  že  přímka  a 
jím  kolmo  k  Pí  vedená  seče  roviny  P,,  Ptt  ve  dvou  příslušných 
sobě  bodech  0,,  Oq.  Stopami  pu,  p*i  rovin  Plt  P2  do  Pí  jsou  též 
dvě  přímky  sobě  příslušné;  neboť  kdyby  přímka  příslušná  přímce 
pn  neležela  v  Pí,  pak  by  ani  středy  úseček,  spojujících  příslušné 
jejich  body,  nemohly  veskrze  ležeti  v  Pí.  Má  tedy  bod  0\  stejnou 
vzdálenost  od  obou  stop  pn,  p2i-  Provedeme-li  pak  otočení  útvaru 
-T,  kolem  o  potud,  až  A\  splyne  s  A\y  průměty  JFn  2\  splynou 
docela,   a  útvar  2£x   přejde  do  polohy  k  £q  souměrné  vzhledem 
k  rovině  Pí. 

239.  —  Obr.  259.  —  Berme  nyní  v  úvahu  jakékoli  dva  nesou- 
hlasně shodné  útvary  77,,  772  v  prostoru  a  vytkněme  si  v  nich  dvě 
libovolné,  ale  sobě  příslušné  roviny  P„  Pa,  vzhledem  k  nimž  se- 
strojíme rovinu  Pí,  bod  v  ní  ležící  0\  a  osu  o;  buďtež  pak  A\9  A'^ 
průměty  orthogonální  do  Pí  dvou  bodů  sobě  příslušných  v  P,  a  P8. 
Otočme  útvar  77,  kolem  osy  o  do  polohy  778,  až  bod  A\y  který 
zároveň  otáčíme,   splyne  s  Af2,    Tím  otočením   ona  část  útvaru 
77,,  která  jest  v  rovině  Px  obsažena,  přejde  v  polohu  vzhledem 
k  Pí  souměrně  položenou  s  příslušnou  částí  útvaru  772,  a  splyne 
proto   útvar   k  77,    vzhledem    k  Pí    souměrně    položený   docela 
s  útvarem  77a.  Z  toho  vychází,  že  lze  útvar  77,  pouhým  otočením 
kolem    přímky  o  převésti  v  polohu  k  772    souměrnou  vzhledem 
k  rovině  Pí.  Poněvadž  při  otáčení  vzdálenosti  jednotlivých  bodů 
od  roviny  Pí  se  nemění,  jest  pro  libovolné  dva  body  sdružené 
R„  2Ž,,  útvarů  77, ,  nq  vždy  Pí  H  Jžt  =  7řa  H  Pí.  Následkem  toho 
bod  7?i,   který  půlí  úsečku  72^,   leží  též  v  rovině  Pí.    Rovina 
ta  přísluší  sama  sobě;  neboť  jsou-li  P,,  Pa  libovolné  dvě  roviny, 
které  si  v  útvarech  77,,  77a  přináležejí,  stopy  jejich  jpu,  pn  sobě 
též   příslušejí,  a  rovina  Pí    obsahuje  tedy  nekonečné  množství 
dvojic  přímek  sobě  příslušných.  Kolmicím  AXA\  .  .  .  k  Pí  v  77, 
příslušejí   v  772   opět  kolmice    AqA'9  ...  k  Pí,  kdežto   kolmice 
o  =  0%Oq   k  této  rovině  sama  sobě  přísluší.    Z  toho  plyne,  že 
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i  průměty  22',,  22'9  jakožto  části  útvarů  27, ,  22,  sobě  příslušejí 
a  že  bod  0\  jest  bodem  samodružným  útvarů  27,,  272. 

Nazveme-K  úsečky,  které  spojují  příslušné  sobě  body  dvou 
shodných  útvarů,  jejich  tětivami,  můžeme  tudíž  vysloviti  větu: 

Pro  dva  prostorové  útvary  nesouhlasně  shodné,  v  poloze  obecné, 
leií  body,  půlicí  tětivy  příslušných  sobě  bodů,  v  jediné  rovině;  rovina 
ta  jest  samodružná ;  útvary  mojí  téi  samodruinou  přímku  k  rovině 
té  kolmou  a  útvar  k  jednomu  z  daných  útvarů  souměrně  položený 
vzhledem  k  samodružné  rovině  lze  kolem  přímky  samodružné  otočiti 
tak,  že  s  druhým  útvarem  docela  splývá;  průsečík  přímky  samo- 
družné s  rovinou  samodružnou  jest  bodem  samodružným  obou  útvarů. 

Je-li  ve  zvláštním  případě  bod  0\  v  nekonečnu,  útvar  sou- 
měrný k  jednomu  z  daných  útvarů  vzhledem  k  rovině  Pí  lze 
pouhým  rovnoběžným  posunutím  uvésti  do  polohy,  splývající 
s  útvarem  drahým. 

Libovolné  dvě  příslušné  sobě  roviny  uzavírají  následkem 
věty  pfávě  odvozené  s  Pí  stejné  úhly.  Vytkneme-li  dvě  roviny 
rovnoběžné  P,,  Qt  v  22,  a  vyhledáme  příslušné  k  nim  roviny  P2I 
Q,i?  rovina  R,  která  spojuje  přímky  P,  .P2Í  Qj.Qa,  prochází 
bodem  Oi  (235)  a  půlí  úhel  rovin  P„  P2,  poněvadž  Q,  H  P,  = 
PjHQj.  Z  toho  plyne,  že  roviny,  které  spojují  samodružný 
bod  Oi  s  průsečnicemi  sdružených  rovin,  půlí  dva  jejich  .úhly 
vrcholové. 

Poněvadž  bod  Q\  jest  středem   otáčení  průmětů  22',,  72'9f 
vysvítá  z  toho,  že  kolmice  s  Oi  na  průmět  libovolné  tětivy  A\A't 
má  svou  patu  ve  středu  jejím  A\.  Jest  proto  0\Ai  také  stopou 
roviny  normální  k  tětivě  AXA^  vztyčené  v  jejím  bodě  půlícím. . 
Z  toho  vychází  věta : 

Normální  roviny  k  tětivám  dvou  nesouhlasně  shodných  útvarůy 
ve  středu  tětiv  vztyčené,  procházejí  bodem  samodružným  obou  útvarů. 

Máme  tedy  konečně  následující  konstrukci  roviny  Pí,  bodu 
Oi  a  přímky  o. 

Rozpůlíme  libovolné  tři  tětivy  AxAt,  BXB%,  (7,(7,  v  bodech 
A\,  2?i,  C\,  pak  jest  ¥i  — AiBiCi;  položíme  normální  roviny 
v  bodech  A\,  B\  k  tětivám  AtA%)  BXB%  a  jejich  průsečnici  pro- 
tneme rovinou  Pí.  Bod  průsečný  jest  Oj.  Přímka  o  jde  bodem 
Oi  kolmo  k  Pí. 

240,  Obr.  260.  —  Jsou-li  opět  AXBX7  A%B9  libovolné  dvě 
sobě    příslušné   úsečky   ve   dvou    útvarech   shodných,    můžeme 
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zvoliti  na  přímce  AXA%  libovolný  bod  Aw  na  přímce  BtB*  pak 
sestrojiti  bod  BX2  tak,  aby  (*,*,*„)  =  (4^,,);  dále  položme 
rovmu  S  libovolným  bodem  v  prostora  tak,  aby  obsahovala 
přímky  a\\AtA%i  b\\BxBt  bodem  tím  vedené.  Považujme  nyní 
přímku  AxiB12  za  osu  affinní  polohy  osové,  jejíž  modul  jest 
OMa^ia)  a  jejíž  přímky  sdružené  body  spojující  jsou  rovnoběžné 
s  rovinou  S.  V  poloze  té  přísluší  úsečce  Ax  Bx  úsečka  A%B%.  Z  toho 
vysvítá,  že  spojnice  příslušných  sobě  bodů  Rx,  R%  v  útvarech 
shodných,    ležících   na  přímkách  AXB„  A,B„   jsou  rovnoběžnv 


Obr.  260. 


s  rovinou  S.    Klaďme  ještě   přímkou  AXBX  rovinu  Rn   rovno- 
běžnou s  A%B2,  a  přímkou  A2B2  rovinu  Rs,  rovnoběžnou  s  AXBV 
a  tedy  též  k  Rt ;  pak  veďme  bodem  IvR,  ležícím  rovnoběžky 
LLq  k  tětivám  RxRt  sdružených  bodů  na  přímkách  AtB21  A%B% 
a  nanesme    na  každou   rovnoběžku  délku   tětivy  patřičné  i  co 
do  smyslu,  čímž  obdržíme  na  ní  bod  L?,  pro  nějž  tudíž  LLq  =  RXR2, 
tak  že  bod  L?  leží  v  rovině  Ba.  Rovnoběžky  ty  budou  vyplňo- 
vati rovinu  Sa  ||  S  a   tedy  budou   koncové   body  jejich  Lq,  .  .  . 
vyplňovati  přímku,  v  níž  se  roviny  Sa,  R8  protínají.  V  obrazci 
vyjádřili  jsme  R1  trojúhelníkem  AXBX2,  v  němž  Al2  =  A2B2  aR« 
trojúhelníkem  AqíB9J  v  němž  Atl  =  AíBt.  Vedeme-li  tu  bodem 
Rj  vektor  2^3  =  -4^,  tak  že  3  leží  na  Aql  a  bodem  3  rovno- 
běžku k  2?2 1,  protne  tato  A^B2  v  bodě  2^;  dále  jsme  na  rovno- 
běžce k  RxRq    učinili  LLq-=zRxR^  tím,   že  jsme   k  LRX  vedli 
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^rovnoběžku  bodem  R,.  která  již  prochází  též  bodem  Lq.  Z  toho 
plyne : 

Vedeme-U  pevným  bodem  O  v  prostoru  vektory,  rovnající  se 
tětivám  příslušných  sobě  bodu  na  dvou  shodných  řadách  bodových 
a,  —A^B^  a%  =  A2B„  jejich  body  koncové  leží  na  přímce  a0. 

Takto  je  přiřaděna  ve  dvou  útvarech  shodných  každé  dvojici 
přímek  axa%  určitá  přímka  a0. 

Veďme  bodem  O  libovolnou  přímku  p  normální  ku  přímce 
4*0,  tu  lze  klásti  přímkou  a0  rovinu  normální  ku  přímce  p,  pro- 
tínající ji  v  bodě  00.  Promítněme  útvary  zde  se  vyskytující 
orthogonálně  do  roviny  P0  s  rovinou  právě  položenou  splývající 
aneb  k  ní  rovnoběžné.  Rozdíl  vzdáleností  od  průmětny  P0  bodu  O 
a  koncového  bodu  pro  libovolný  vektor  ve  větě  vyznačený  jest 
patrně  Oo0.  Následkem  toho  jest  rozdíl  vzdáleností  libovolných 
dvou  bodů  sdružených  na  a,,  a%  roven  též  úsečce  000.  Ozna- 
<Síme-li  vzdálenost  libovolného  bodu  N%  od  P0  krátce  n,  můžeme 
psáti  «,  —«,  =  /?!  —  p%  =  000  a  tedy  «,—/?,=  «a  —  8t,  Úsečky 
AtBu  -42BS  se  sobě  rovnají  a  rozdíly  «t  —  ^,,  «2  —  /?„  pro  vzdá- 
lenosti jejich  koncových  bodů  od  průmětny  se  taktéž  sobě 
rovnají,  proto  musí  se  také  jejich  průměty  A\B\%  A\B\  ortho- 
gonální  do  P0  sobě  rovna  ti. 

Dána-li  jest  libovolná  přímka  p  a  libovolný  bod  A,  nazý- 
váme patu  An  kolmice  s  A  na  p  v  rovině  Ap  spuštěné  průmětem 
orthogonálním  bodu  A  na  přímku  p.  Průmět  ten  obdržíme  též. 
položíme-li  bodem  A  rovinu  normální  ku  přímce  p;  bod  An 
jest  průsečíkem  roviny  té  s  jp.  Průmětem  úsečky  AB  na  p  jest 
pak  úsečka  AnBn. 

Průměty  stejných  vektorů  jsou  stejné;  značí-li  d  jejich 
délku  a  a  jejich  odchylku  od  průmětů  ď  na  jp,  jest  pro  všechny 
<ř  =  d  cos  a. 

Vidíme,  že  průměty  tětiv,  náležejících  sdruženým  bodům 
přímek  a„  a2,  na  přímku  p  dříve  zvolenou,  vesměs  sobě  se 
rovnají. 

241.  Uvažujme  zase  nejprv  dva  útvary  shodné  JSV  -£a,  ležící 
ve  dvou  rovinách  R,,  Ra,  libovolně  v  prostoru  položených. 
Veďme  zase  libovolným  bodem  pevným  O  vektory,  rovné  tětivám 
sdružených  bodů,  náležejících  útvarům  £u  2\.  Snadno  se  přesvěd- 
číme, že  body  koncové  těchto  vektorů  budou  vyplňovati  rovinu  P0. 
Jsou-li  totiž  an  a%  libovolné  přímky  rovin  Rt,  R,  sobě  příslušné, 
zmíněné  body  koncové  naplňují  přímku  a0.  Každá  dvojice  pří- 
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slušných  přímek  bx,bt  v  těchto  rovinách  vede  nás  k  takové  přímce 
b0.  Jestliže   se  přímky  a,,   bx  protínají,  také  přímky  aG,    b9   se 
protínají,  totiž  v  bodě  koncovém  onoho  vektoru,  jehož  příslušná 
tětiva  spojuje  body  a,  .  &„  a8  .  br  Protínají-li  libovolné  přímky 
cn  dl . . .,  přímky  ap  bx  v  různých  bodech,  také  přímky  ca%  d9  .  .  . 
protínají  přímky  a0,  ft0   v  různých  bodech,   leží  tudíž   v  rovině 
P0  =  a0ft0.    Ale  i  když    přímka  lx  v  R1   bodem   a, .  6,    prochází, 
leží  Z0  též  v  P0;  neboť  přímka  Z,   seče  «,,  d,  v  různých  bodech 
a  tedy  l0  seče  též  c0,  d0  v  různých  bodech  a  leží  proto  s  nimi 
v  rovině  P0.  Ale  i  každé  přímce  hx  k  libovolné  přímce  a1   rov- 
noběžné  přísluší  přímka  h0  v  rovině   P0  ležící  a  s  přímkou  a# 
rovnoběžná;  nebof  lze  cvdl  voliti  tak,  že  přímka  A,  je  protíná, 
v  různých  bodech,    tak  že  i  hQ  seče  c0,   d0  v  různých    bodech 
a  leží  tudíž  v  P0.   Že  jest  h0 1|  a0  vysvítá  z  toho,  kdyby  se  přímky 
tyto  protínaly  v  konečnu,   že  tětiva  příslušná  vektoru    spoju- 
jícímu O  s  h0.a0  musila  by  také  býti  v  konečnu  a  přímky  at,  «, 
musily  by  tedy   míti  s  přímkami  A,,  //2  jednu  konečnou  tětivu 
společnou,  což  není  možno,  je-li  A,  \\ar 

Přímce  rx  =  Rt .  Ra  přináleží  přímka  r2  v  R2  ležící,  a  pří* 
slušná  přímka  r0  jest  průsekem  roviny  P0  s  rovinou  rovno- 
běžnou k  Ra  bodem  0  vedenou;  téže  přímce  rx  =  s9  přináleží 
v  Rt  přímka  *,,  a  příslušná  přímka  s0  jest  průsek  roviny  P0 
s  rovinou  rovnoběžnou  k  R,,  bodem  O  vedenou. 

Spusťme  kolmici  p  s  bodu  0  na  rovinu  P0  a  budiž  0o  její 
patou.  Zřejmě  jest  000  společným  průmětem  orthogonálním 
všech  vektorův  uvažovaných  na  přímku  p. 

Z  toho  soudíme,  že  průměty  orthogonální  na  přímku  p 
všech  tětiv  pro  body  sobě  v  R,  a  R,  přináležející  sobě  se 
rovnají. 

Libovolné  dva  trojúhelníky  AXBXCX,  A%B%C„  sobě  příslušné 
v  rovinách  R,,  R9  promítají  se  orthogonálně  do  P0  ve  dva  shodné 
trojúhelníky,  poněvadž  dle  předcházejícího  výkladu  (240)  jest 
A\B\  =  A\B'V  B\C\  =  Bt%C\,  C\A\  =  G\A\.  Průměty  tyto 
jsou  souhlasně  shodné.  Nebof  kdyby  byly  nesouhlasně  shodné, 
středy  At„  Sl2,  Cls  úseček  A\A'„  B\B'„  OxC\  a  tedy  i  tětiv 
AXAV  BXB%,  CXC2  ležely  by  na  přímce  vX3  =  AX%BÍ%C1%  a  oba 
trojúhelníky  AíBíCn  A^B^  byly  by  ve  zvláštním  vztahu 
affinním. 

Jsou-li  však  průměty  libovolných  dvou  trojúhelníků  v  R, 
a  Ra  souhlasně  shodné,  jsou  i  průměty  příslušných  sobě  útvarů 
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-T,,  -Ta  v  rovinách  řečených  souhlasně  shodné;  je-li  Oia  dvojný 
bod  jejich,  lze  průmět  2V,  otočením  kolem  0,a  převésti  do  po- 
lohy, v  niž  se  stotožůuje  se  J£"f.  Úhel  otáčení  jest  roven 
<  A\Ol%A*ť=za>)  při  čemž  otáčení  lze  provésti  v  jednom  nebo 
druhém  smyslu.  Otočíme-li  -T,  kolem  přímky  t?,a,  kolmé  k  Pa 
a  bod  Oia  obsahující,  o  týž  úhel  do  polohy  -I3l  průmět  útvaru  2^ 
taktéž  splyne  s  průmětem  Z\%  a  lze  pak  pouhým  posunutím  ve 
směru  v,  a  o  délku  000  útvary  převésti  do  polohy,  splývající  se -T2. 

242.  Uvažujme  nyní  o  libovolných  útvarech  77, ,  77t  v  pro- 
storu, jež  jsou  souhlasně  shodné. 

Vytkněme  si  v  nich  libovolné  dvě  sdružené  roviny  Rt,  Ra 
a  v  nich  pak  útvary  £v  po  případě  -Ta,  z  nichž  první  náleží  zároveň 
útvaru  77,,  druhý  útvaru  77t.  Pro  útvary  -£,,  <±\  stanovme  dále 
rovinu  P0,  bod  Oxt  a  přímku  t;18  jako  prve ;  promítejme  opět  ortho- 
gonálně  do  P01  a  buďtež  opět  A\,  A\  průměty  dvou  bodů,  sobě 
v -I,,  2\  přiřaděných.  Otočme  pak  útvar  77,  kolem  t?ia  do  po- 
lohy 773  o  úhel  A\Ol2A'%  čímž  2X  zaujme  polohu  -i3,  pro  uiž 
jest  2é3  =  2?2 ;  posuňme  pak  773  ve  směru  t;,  a  o  příslušnou 
úsečku  000,  čímž  útvar  -T3  splyne  se  2r  Poněvadž  77,  a  772t 
tedy  i  773  a  77a  jsou  útvary  souhlasně  shodné,  splyne  pak  i  77a 
s  útvarem  778  docela. 

Následkem  toho  jest  77'3  =  77'a,  a  tedy  jsou  průměty  77't 
77'2  souhlasně  shodné. 

Průmět  orthogonální  na  přímku  t?,a  libovolné  tětivy  RxRiy 
pro  niž  tedy  Jfí,  neleží  v  rovině  R, ,  rovná  se  taktéž  délce  OO0 = L 
Vedeme-li  bodem  O  vektor,  rovnající  se  tětivě  jR,Ra,  koncový 
bod  jeho  zapadne  rovněž  do  roviny  P0. 

Přímka  vl9  jest  samodružnou  přímkou  útvarů,  neboť  pře- 
chodem od  77,  přes  773  do  772  polohu  svou  vůbec  nemění;  ale 
přechod  ten  učí,  že  mimo  vl%  není  samodružné  přímky  v  útvarech 
těch ;  nebof  kdyby  byla  ještě  přímka  g,  =  ga,  byla  by  též 
přímka  {',  =  fl'2,  a  <  j*,s'g  by  musil  býti  roven  0  neb  násobku 
úhlu  4p,  což  by  mohlo  býti  jen  tehda,  kdyby  útvar  77,  bylo  lze 
pouhým  posunutím  ve  směru  p  převésti  v  útvar  772. 

V  konečnu  libovolné  dva  body  sdružené  Plf  Pa  na  via  máji 
od  sebe  vzdálenost,  rovnající  se  000,  tedy  útvary  dané  na  přímce 
vl%  nemají  samodružného  bodu  v  konečnu;  mají  však  bod  ne- 
konečně vzdálený  V^  na  přímce  vy%  jakožto  samodružný  bod; 
neboť  jsou-li  libovolné  dva  body  0|f  Hx  na  t;12,  jsou  přidružené 
jim  body  Gqf  H±  taktéž  na  t?,a,  a  pro  bod    Fa  sdružený  k  bodu 
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Vx  =  V^  má  platnost  relace  (6ř ,  H}  Fx  )  =  (G%H%  V\).  První  poměr 
jest  však  roven  +1,  tedy  jest  též  ((?ai7aF2)  =  +  1  a  musi 
proto   V%  býti  též  bod  nekonečně  vzdálený  na  v12. 

Máme  tedy  následující  výsledky: 

Dva  souhlasně  shodné  útvary  77,,  TI%  v  prostoru*  v  poloze  obecné, 
mají  jedinou  přímku  v12  samodružnou,  kterou  nazýváme  osou  útvarů* 
a  jejíS  hod  nekonečně  vzdálený  jest  též  samodružný.  Koncové  body 
vektorům  vedených  pevným  bodem  a  rovnajících  se  tětivám  příslušných 
sobě  bodů,  vyplňují  rovinu  P0,  k  níž  jest  osa  v12  normální.  Útvary 
tt\i  Ht  promítají  se  orthogonálně  do  P0  ve  dva  útvary  souhlasné 
shodné^  jejichž  bodem  dvojným  0,2  osa  vl%  prochází.  Útvar  77,  lze 
otočením  kolem  v12  o  jistý  úhel  a  posunutím  ve  směru  vx%  o  jistou 
délku  převésti  do  polohy,  v  níž  splyne  docela  s  útvarem  J7t. 

243.  Uvažujme  ještě  o  zvláštním  vztahu  affínním  dvou 
útvarů,  k  němuž  jsme  byli  v  238  a  241  vedeni.  Mějme  tedy 
v  libovolných  dvou  rovinách  R,,  R2  útvary  shodné  2l%  -27a  v  po- 
loze takové,  že  středy  tětiv  pro  příslušné  sobě  body  leží  na 
jediné  přímce  v12. 

1.  Mysleme  si  nejprv,  že  by  útvary  JE1,,  JS%  ležely  affinně 
vzhledem  k  v12  jakožto  ose.  V  tom  případě  by  průsečnice  rovin 
R,,  R2  protínala  vl2   v  jejich   bodě   samodružném   /2,2.     Jsou-li 

£,,  L2  libovolné  dva  sdružené  body  rovin  těch,  jestZ/,/í12  =  £a22l2 
a  LxL^Rl(1  jest  trojúhelník  rovnoramenný,  tak  že  LtL2  ±_  vls. 
Tím  poloha  affinní  útvarů  2U  22  se  stává  souměrností  vzhledem 
k  r12;  lze  tudíž  otočením  o2q  kolem  t?12  převésti  £x  do  polohy 
splývající  se  JSq. 

Náležejí-li  -2i,  2'2  libovolným  útvarům  souhlasně  shodným 
//,,  /7a,  otočením  uvedeným  splyne  taktéž  77,  s  J72;  tedy  útvary 
ty  leží  vzhledem  k  přímce  t?l2  affinně,  tak  že  přímka  t?12  půlí 
tětivy  patřící  veškerým  dvojicím  sdružených  bodů  a  jest  k  nim 
kolmá. 

Vidíme  z  toho,  že  uvedený  vztah  affinní  jest  možný  a  že 
jest  souměrností  osovou. 

2.  Předpokládejme  nyní,  že  2,,  22  neleží  affinně  a  zkou- 
mejme, jakého  druhu  uvedený  vztah  musí  býti,  aby  vůbec  byl 
možným. 

Vyjděme  od  libovolné  dvojice  AXA2  příslušných  sobě  bodův 
a  stanovme  vzhledem  k  ní  polohu  libovolné  jiné  dvojice  takové 


—  349  — 


2  ' 

* 
29 
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Za  tím  účelem  si  vytkněme  osovou  polohu  affinní  modulu 
—  1  vzhledem  k  ví%  jakožto  ose,  v  níž  bodům  A^  Bx  příslušejí 
body  A^  B2.  Nechť  pak  seče  vl2  přímku  AtA2  v  bodě  -4I2,  přímku 
B1Bq  v  bodě  2?J2;  body  ty  jsou  v  této  nové  poloze  affinní  samo- 
družnými. Vedeme-li  vektory  Al2B*xz=AxB„  AxiB*2  =  -4aBa, 
též  body  B*v  B*2  si  příslušejí  a  přímka  B*XB*2  seče  vJ2  v  bodě 
B*í2,  který  půlí  úsečku  B\B* 
poněvadž  však  též  BlB*1  =  B2B 
proto  se  přímky  BXB2,  B*XB*2  sekou 
nat>l2,  tak  že  2Í*12  =  i?,  a.  Trojúhelník 
B*XB*2AX2  jest  rovnoramenný,  proto 
jest  úsečka  -4,2^2  společným  prů- 
mětem úseček  Aí2B*1,  Al2B*2  na 
osu  t>12.  Značí-li  Aí3,  7?13  průměty 
bodů  Aíf  Bx  na  vi2%  jest,  poněvadž 
průměty  dvou  stejných  vektorů  se 
sobě  rovnají,  Al3Bl9  =  Aí2Bi2  a  tedy 
BJ2B13  -=zA12A13.  Rovnoběžka  s  t?ia, 
bodem  A2  vedená,  nechť  seče  AtAia 

v  bodě  A3  a  rovnoběžka  bodem  B2  vedená  nechť  seče  BtBt 
v  bodě-B3;  ježto  A2A3  =  2.A12 Al3,  B2B3  =  2. B12B13,  jest  B2B3 
=  -4a-á3.  Body  A3,  B3  leží  souměrně  k  bodům  4X,  if,  vzhledem 
k  ose  v12.  Z  toho  plyne,  odvodíme-li  k  2£x  útvar  2;l  souměrně 
položený  vzhledem  k  ose  v12,  čehož  lze  dosíci  též  obratem 
kolem  osy  té,  že  pak  £,  přechází  rovnoběžným  posunutím  k  r12 
o  délku  A3A2  v  útvar  22. 

Náležejí-li  opět  £u  JS%  libovolným  útvarům  souhlasně 
shodným  77|,77s>  pohyby  právě  řečené  převedou  útvar  77,  rovněž 
do  polohy,  v  níž  splyne  s  útvarem  77a.  Tu  tedy  tětiva  každé 
dvojice  příslušných  sobě  bodů  jest  přímkou  v12  rozpůlena  a 
přímka  ta  jest  samodružnou  v  affinitě  útvarů  77lf  772. 

244.  Máme-li  bod  A  převésti  z  polohy  Ax  do  polohy  A2 
otočením  kolem  dané  přímky  vl2  o  úhel  00  a  pak  posunutím  ve 
směru  přímky  vl%  o  délku  d,  můžeme  pohyby  ty  provésti  zároveň. 
Při  otáčení  bod  A  popsal  by  oblouk  AXA3  kružnice  wa,  polo- 
měru r,  jejíž  střed  Oa  leží  na  vl%1  jejíž  rovina  jest  normální  k  vl2 ; 
pak  by  se  posunul  o  délku  A3A2  =  d.  Můžeme  však  polohu  A% 
z  polohy  Ax  obdržeti  následujícím  způsobem. 

Mysleme  si  bodem  Ax  přímku  £,||t;12;  otáčejme  bod  Ax 
a  sním  přímku  gx  kolem  t;12  stejnoměrně  a  na  přímce  gx  si  mysleme 
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bod  A*x,  jehož  poloha  počáteční  splývá  s  Ax ;  bod  ten  nechť  se 
pohybuje  současně   s   otáčením  prve  vytčeným  na   přímce   g^ 
rovněž    stejnoměrně;    tu   při   poměru   rychlosti  pohybu    na   *« 
k  rychlosti  pohybu   na  gx    daném  výrazem  l :  ď,   kde    X   značí 
délku  oblouku  AXA^  bod  A*x  dorazí  právě  do  polohy  -44,  když 
bod  Ax  dojde  do  polohy  A3.    Při  pohybu  otáčení,   který   jsme 
uvažovali,  každý  bod  v  prostoru  opíše  oblouk  kružnice;    délky 
oblouků  a  tedy  i  rychlosti   pro  body,  jichž  vzdálenosti  od  ria 
jsou  různé,  jsou  také  od  sebe  různé,   ale  jejich  úhly  středové 
jsou  vesměs  rovny  «.    Můžeme  za  míru  rychlosti  otáčení  bráti 
tedy  rychlost  bodu  J,  jehož  vzdálenost  od  osy  otáčení  béřeme  za 
jednotku.  Otočí-li  se  libovolný  bod  Ax  o  úhel  «,  při  čemž  opise 
oblouk  délky  *,  opíše  J  oblouk  d  a  patrně  jest  X  =  dr. 

Jestliže  tedy  všechny  body  v  prostoru  otáčejí  se  stejnoměrně 
kolem  přímky  v12  a  zároveň  postupují    stejnoměrně  ve    směru 

přímky  tak,  aby  poměr  —  byl   stálý,    pohybem    tím    lze    také 

útvar  nx  převésti  do  polohy  77a.  Pohyb  ten  jest  tedy  pohybem 
výsledním  ze  dvou  pohybů  stejnoměrných:  z  pohybu  otáčeni 
kolem  dané  osy  a  z  pohybu  posouvání  ve  směru  osy.  Pohyb 
takový  béřeme  za  pohyb  základní  a  nazýváme  jej  šroubovým 
čili  hélikálním,  přímku  vlt  nazýváme  osou  pohybu  toho  a  dráhy 
jednotlivých  bodů  nazýváme  křivkami  šroubovými  Čili  helikálninu 
aneb  krátce  helikálami. 

Pohyb  ten  jest  tedy  stanoven  pohybem  jediného  bodu,  tedy  na 

př.  bodu  J";  pohyb  bodu  tohoto  jest  dán  pak,  známe-li  poměr  *=— - 

o 

a  známe-li  smysl  postupu  bodu  ve  směru  v1%  při  daném  otá- 
čení. Zvolíme  jeden  ze  dvou  možných  smyslů  otáčení  kolem 
v12  za  kladný,  druhý  za  záporný  a  rovněž  tak  jeden  ze  smyslů 
na  vlt  za  kladný  a  druhý  za  záporný.  Pohybují-li  se  body  tak, 
že  smysly  otáčení  a  posouvání  jsou  souhlasné,  nazýváme  smysl 
pohybu  helikálního  kladným,  jinak  záporným. 

Příslušnost  smyslů  otáčení  a  posouvání  vyznačuje  se  pak 
takto.  Myslíme  si  pozorovatele  ve  směru  osy,  kolem  níž  se  pohyb 
děje,  tak,  aby  smysl  pohybu  v  ose  od  paty  k  hlavě  pozorovatelově 
se  stotožňoval  se  smyslem  kladným  osy,  tu  se  otočení  děje 
vzhledem  k  pozorovateli  buď  ve  smyslu  od  pravé  ruky  k  levé 
aneb  od  levé  ruky  k  pravé.  V  prvém  případě  nazýváme  pohyb 
helikální  levotočným  a  helikály  jakožto  dráhy  jednotlivých  bodů 
nazýváme  levými,   v  druhém  případě   sluje  pohyb  pravotočným 
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a  příslušné  dráhy  helikálami  pravými;   dále    značí vá  se  první 
pohyb  též  jakožto  kladný,  druhý  pak  jakožto  záporný. 

Přeměníme -li  délku  d  v  oblouk  kruhový  té  vlastnosti,  že 
mu  přísluší  rovněž  úhel  středový  «,  t.  j.  sestrojíme-li  kružnici  k 
takovou,  aby  úhlu  středovému  v  ní  velikosti  «  příslušel  oblouk 
délky  ď,  při  čemž  přísluší  témuž  úhlu  středovému  <o  na  kruž- 
nici poloměru   1  jako  prve  oblouk  délky  d,   bude,   značíme-li 

s  poloměr  kružnice  k 

d  =  dsy 

tak  že  jest,  ježto 

d 

T  =  T' 

S  =  T. 

Nazýváme  %  parametrem  pohybu  šroubového.  Jestliže  se 
bod  J  otočí  kolem  vi%  o  úhel  a>,  posune  se  zároveň  ve  směru 
osy  této  o  délku  d  =  sd;  tedy  pro  úplné  otočení,  t.  j.  pro  09  =  4?, 
jest  d  =  2«  a  délka  D  příslušného  posunutí  nazývá  se  postupem 
pohybu  helikálního;  pro  délku  tu  má  tedy   platnost  D  —  2ns 

D 
a  r  =  s  =  Tn 

Jest  tedy  parametr  též  poloměrem  kružnice,  jejíž  obvod 
rovná  se  délce  posunutí,  přináležející  jednomu  úplnému  otočení 
kolem  osy  vl%\  hodnota  parametru  toho  rovná  se  poměru  polo- 
měru kružnice  této  ku  poloměru  kružnice  základní,  jejž  béřeme 
za  jednotku. 

Můžeme  tedy  vysloviti  větu: 

Pohyb  helikálm  jest  úplně  dán  smyslem  a  parametrem. 

245.  Affinita  dvou  prostorových  útvarů  souhlasně  shodných 
nabývá  tím  nové  zajímavosti;  vede  nás  k  větě: 

Každý  útvar  prostorový  neproměnný  lze  převésti  jediným  po- 
hybem helikálnim  0  libovolné  polohy  jedné  do  libovolné  polohy  jiné. 

Padne-li  ve  zvláštním  případě  bod  Ol2  předcházející  kon- 
strukce (242)  do  nekonečna,  lze  n\  pouhým  posunutím  rovno- 
běžným převésti  do  polohy  n\  a  tedy  pohyb  helikální,  jímž  se 
//i  převádí  do  polohy  J7a,  přechází  v  jednoduché  posunutí,  pro 
něž  tětivy  sdružených  bodů  podávají  směr  i  délku. 

Ku  přímce  vxi  můžeme  také  dospěti  jakožto  ku  přímce 
samodružné  útvarů  affínních  771?  J72,  zde  zvláště  souhlasně 
shodných.  Vyhledáme  nejprv  dvojný  bod  samodružný  0^  útvarů 
těch,  o  němž  víme,  že  leží  v  nekonečnu.  Zvolíme  tedy  libovolné 
dvě  roviny  rovnoběžné  P,  |IQt  v  ÍIU  odvodíme  příslušné  roviny 
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PsIIQa  v  útvaru  772,  pak  stanovíme  rovinu  R,  spojující  přímky 
Pj.Pu  Qi-Qs-  Rovina  ta  půlí  dva  úhly  vrcholové  rovin  Pt,  P2: 
které  to  jsou,  z  polohy  útvarů  27,,  77a   snadno  rozhodneme  dle 
toho,  že  v  jednom  z  nich  musí  ležeti  přímka  Qt .  Qa-  Zvolíme-li 
dále  v  ni   jiné   dvě  roviny    rovnoběžné  P*t,  Q,*x    a    odvodíme 
přísluSné  jim  roviny  P*J|Q*,  v  77a,  jakož  i  rovinu  R*,    spoju- 
jící PVp%>  QVQ*»  bodO^  leží  též  v  rovině  R*  a  jest  proto 
bod  nekonečně  vzdálený  na  přímce  o,  v  niž  se  roviny  R,  R*  sekou. 
Hledaná  přímka  vx%  jest  tedy  rovnoběžná  s  o.  Zvolíme-li  si  dále 
na  př.  dva  libovolné  trojúhelníky  AlBxCí,  A%B%CV  jež  si  v  útva- 
rech 77n  77a    přináležejí,   a    vedeme    vrcholy   trojúhelníků    těch 
přímky  alf  bu  cx,   pokud  se  týče  aa,  6a,  c%  s  přímkou  o  rovno- 
běžné, přímky  ty  si  též  v  útvarech  TIV  77,  odpovídají.  Jsou  tedy 
útvary  stanovené  v  77x  trojúhelníkem  A1B1C1  a  přímkami  alf  6n 
c1%  shodné  s  útvary,  v  77a  příslušně  stanovenými  trojúhelníkem 
A^BtC%  a  přímkami  aa,  řa,  cr  Jsou  proto  průměty  orthogonální 
obou  trojúhelníků  do  roviny  P0  J_  o  souhlasně  shodné  a  vůbec 
jsou  průměty  orthogonální  do  P0  pro  oba  útvary  77! ,  77a  souhlasné 
shodné.  Klaďme  tedy  přímkami  těchto  průmětů  roviny  promítající. 
Značíme-li  roviny  aj*^  bxcly  cxax  krátce  Clt  Ax,  Ba,  roviny  k  nim 
rovnoběžně  položené  protilehlými  vrcholy  trojúhelníka  AXBX  CY  pak 
C*x,  A*a,  B\  a  vyhledáme-li  k  rovinám   těm  roviny   sdružené, 
plyne  z  uvedené  souvislosti,    že  roviny  R,  S,  T,   z  nichž  první 
spojuje  přímky  Cx .  C2,  C*x .  C*a,  druhá  přímky  Ax .  A2,  A*x .  A*„ 
třetí  konečně  přímky  Bj.B,,  B*x  .B*a  se  protínají  v  přímce  rljr 
poněvadž  procházejí  bodem  samodružným  průmětů  77^,  77'r  Libo- 
volná rovina  L  k  o  nakloněná  protíná  útvary,  pomocí  nichž  se 
dané  útvary  77j,  77a  promítají  do  P0  ve  dvou  útvarech  rovinných 
J^  Av  které  jsou  obecně  affinní  a  mají  bod,  v  němž  přímka  vxi 
rovinu  L  protíná,  za  bod  samodružný. 

Mají-li  ve  zvláštním  případě  útvary  77„  77a  jeden  bod  vko- 
nečnu  LX2  samodružný,  přímka  v12  prochází  tímto  bodem,  a  každý 
bod  na  ní  jest  samodružný;  zde  jest  d  =  0,  a  útvar  jeden  lze 
pouhým  otočením  kolem  vl%  převésti  do  polohy,  v  níž  splývá 
s  útvarem  druhým.  Jsou-li  tu  AXA^  BXB%  libovolné  dvě  dvojice 
sdružených  bodů,  tu  roviny,  které  k  tětivám  AXA„  BXB%  jsou 
kolmé  a  procházejí  jejich  středy,  protínají  se  v  ose  otáčení  r13. 

Konstrukce,    které   jsme   takto    obdrželi,    shrneme    krátce 
v  následující  úloze. 

246.    Úloha.    Sestrojiti  pohyb   helikální,  jimi  lze  daný  útvar 
e  polohy  IIX  převésti  do  libovolné  jiné  polohy  7Ta. 
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Obr.  262.  —  Konstrukci  provedeme  pomocí  promítání  ortho- 
gonálního  do  libovolné  roviny  Pí  s  použitím  roviny  distanční. 
Za  tím  účelem  zvolíme  vhodně  tři  body  v  průmětně,  tvořící 
trojúhelník,  a  považujeme  je  za  prvky  jednoho  z  daných  útvarů, 
na  př.  77a;  označme  body  ty  Av  B2,  C%  a  vyhledejme  body  Alf 


tlil 


Obr.  262. 


JB,,  Clt  které  jim  vil,  příslušejí;  značíme-li  Rt  rovinu  AlBlCu 
jest  Rj  =  Pí.  Rovinu  R,  vyjádříme  ve  sklopení  (R,),  tak  že 
trojúhelník  (AJ  (2ř,)  (Cx)  bude  s  A%B%C%  buď  souhlasně  nebo 
nesouhlasně  shodný  podle  toho,  v  jakém  smyslu  se  sklopení  pro- 
vede. Přechod  od  průmětu  ke  sklopení  zjednáme  si  sklopením 
jednoho  bodu,  zde  bodu  Hu  v  němž  přímka  AlCí  protíná  přímku 
distanční  ri7t;  je-li  Hi  pata  kolmice  s  H\  na  ru,  rovná  se  Hi(H^) 

J.  8 o botka:  Deekriptivnf  geometrie.  23 
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přeponě  pravoúhlého  trojúhelníka,  jehož  jedna  odvěsna  jest  H\H\. 
druhá  rovná  se  vzdálenosti  roviny  distanční  P„  od  průmětny  Pí. 

V  souhlase  8  postupem  při  odvození  přímky  v,  a  provedeme 
konstrukci  žádanou  v  dalším  průběhu  dvojím  způsobem. 

1.  řešeni.  —  Obr.  262.  —  Bod  O,  jímž  vedeme  vektory,  rovnající 
se  tětivám  bodů  v  útvarech  shodných,  zvolíme  na  ru,  zde  v  patě 
kolmice  s  Bx  na  ru  spuštěné.  Kolmice  ta  protne  Ax  Cx  v  bodě  Dv 
Sestrojíme  bod  Z)a  na  -4aCa,  tedy  tak,  aby  A%U%  =  (At )(/),;. 
a  aby  body  A%,  C„  J9a  stejným  způsobem  po  sobě  následovaly. 
jako  body  Aí9  Bx,  Ct  po  sobě  následují,  což  vyřkneme  krátce, 
pravíce,  že  přeneseme  bod  (Z),),  který  leží  na  C4i)(C,)f  shodné 
na  přímku  A2C2  do  Dr  Považujeme-li  0  za  bod  útvaru  //,, 
značíce  jej  pak  On  obdržíme  příslušný  bod  Oa,  přeneseme-li  bod 
Otf  ležící  na  (BX)(DX),  shodně  na  B%B%  do'Oa.  Patrně  splývá 
zde  vektor  00%  s  Ox02,  tedy  jest  Oa  jeho  bod  koncový.  Dále 
jsme  přenesli  bod  EXJ  v  němž  přímka  (Ax)  (Bx)  seče  ru  shodně 
na  A%Bt  do  E%;  příslušná  tětiva  EXE%  leží  v  Pí,  a  obdržíme  tudíž 
2?0,  učiníce  E2E0  =  ExO.  Konečně  jsme  vyjádřili  ještě  tětivu  £,£«. 
jejíž  bod  L2  splývá  s  O.  Vedli  jsme  k  tomu  cíli  přímku  A%L%  ^A20, 
protínající  B%C%  v  bodě  aaf  přenesli  jsme  bod  ten  jakožto  bod 
přímky  B2C2  shodně  na  (Bt)  (Cx)  do  (ax),  pak  obdržíme  (Z,) 
na  přímce  (Ax)  (ax),  jestliže  na  ni  L2  jakožto  bod  přímky  Ata2 
shodně  přeneseme.  Příslušný  bod  LQ  leží  též  v  rovině  Ř.x; 
sklopení  jeho  (L0)  obdržíme,  vedeme-li  0(L0)  =  (2/1)0.  Tím  jest 
rovina  P0  stanovena.  Stopa  její  jest  p0i  =  E002,  průsek  její  rfl 
s  rovinou  Rt  spojuje  bod  L0  s  bodem  p0i  •  ru.  Průmět  přímky 
distanční  p0»  pro  rovinu  P0  prochází  patou  kolmice  s  bodu 
(ro)  •  (ri*)  na  r'm  spuštěné  a  jest  rovnoběžný  s  |>0i- 

Jest  tedy  přímka  o||v19  jakožto  kolmice  s  bodu  O  na  ro- 
vinu P0  stanovena.  Patu  její  00  stanovíme  tím,  že  klademe  jí 
rovinu  O  promítající,  již  sklopíme  do  [O].  Sklopení  [e]  přímky 
e,  v  níž  O  seče  rovinu  P0,  prochází  bodem  jp0i .  o1  a  bodem  na 
p^n  ležícím,  jehož  vzdálenost  od  o'  rovná  se  distanci  Px  H  Pí- 
Bod  [00]  jest  patou  kolmice  s  0  na  [e]  a  0'0  jest  pata  kolmice 
s  [00]  na  o'.  Délka  d  =  0[00]  rovná  se  délce  celkového  posu- 
nutí útvaru  TIX  ve  směru  osy  vi2  vzhledem  k  i7a.  Poznamená- 
váme, že  v  našem  případě  bod  00  jest  na  opačné  straně  prů- 
mětny vzhledem  k  rovině  distanční  P*,  0'0[0Q]  jest  vzdálenost 
bodu  00  od  průmětny.  Sestrojíme-li  k  trojúhelníku  QO'o[Oq]  troj- 
úhelník podobný  stejného  smyslu  OénO\,  v  němž  0\-=¥n-\Í?h 
tu  jest   vrchol  0'n   průmětem    bodu    distančního  na  přímce  o. 
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Posuneme-li  pak  II  x  rovnoběžně  ve  smyslu  a  o  délku  úsečky 
OO01  přejde  do  polohy  773;  přímka  v12  jest  pak  osou  onoho  otá- 
čení, kterým  se  převede  J73  do  II2.  Posuneme  takto  jedinou 
úsečku  vhodně  zvolenou.  Rovině  P,||P0  bodem  Ox  =  0  prochá- 
zející přísluší  v  J72  rovina  P,  totožná  s  P0.  Proto  přímce 
p0i  =  P2 .  R2  útvaru  J72  přísluší  v  J^  přímka,  v  niž  Rj  seče 
PX1  to  jest  rovnoběžka  OF1  bodem  O  ku  přímce  r0  vedená. 
Budiž  Ft  její  bod  distanční;  zvolíme  OxFx  za  onu  úsečku,  jejíž 
přemístění  provedeme.  Vedeme  tedy  přímku  OC^i)  ||  (r0)i  s  prů- 
sečíku jejího  s  (r\n)  spustíme  kolmici  na  r'íni  jejíž  patou  jest 
průmět  F\.  Odvodíme  nyní  bod  F%;  ten  leží  na  p0i  tak,  že 
02F2  =  0(Fr),  a  to  buď  na  téže  straně  přímky  B202  s  bodem 
A%  neb  na  straně  opačné  podle  toho,  leží-lUFjs  bodem  (-áj  rovněž 
na  téže  straně  neb  na  straně  opačné  vzhledem  ku  přímce  (2?,)  O; 
v  našem  obraze  vyskytuje  se  případ  druhý.  Body  Ox  =  O.  02 
F2  leží  v  Pí,  bod  Fx  leží  v  P*. 

Posuneme-li  77t,  jak  bylo  uvedeno,  přijde  O  do  polohy 
03  =  001  Ft  do  polohy  Fs,  pro  niž  jest  FtFa  =  O0'0.  Vzdá- 
lenost bodu  00  od  Pí  jest  0'0[00],  vzdálenost  bodu  F3  jest  tedy 
P*  H  Pí  +  0'000.  V  našem  případě  jest  tudíž 


f8HPi=P»HPi-  0'0[00]  =  h. 

Tím  jest  poloha  úsečky   03F3   úplně  dána.    Osa  v12    hledaného 
pohybu  helikálního  jest  prflsečnicí  rovin  N«,  N*,  z  nichž  první 
prochází  středem  Oa3  úsečky  00021  jsouc  k  ní  normální,  druhá 
pak  středem  jF2S  úsečky  -F2F3,   k  níž   jest  také  normální. Na- 
nesli jsme  na  kolmici,  k  0'002  v  bodě  0'9S  vztyčenou,  0'282  = 

Y  d^JOní  a  proťali  přímku  0%0'Q  kolmicí  k  022  v  bodě  2  vzty- 
čenou, pak  jsme  vedli  bodem  průsečným  přímku  n»i  J_  O20'o. 
Přímka  ta  jest  stopou  roviny  N«.  Obdobně  sestrojili  jsme  stopu 
nn  roviny  N*.  Vztyčili  jsme  k  FSF2  kolmice  v  Fa  a  F23  a  na- 
nesli na  první  z  nich  délku  h  od  Fs,  jejíž  koncový  bod  3  jsme 
spojili  s  Fr  Spojnice  seče  druhou  kolmici  v  bodě  4,  v  němž 
ke  spojnici  právě  řečené  vztyčíme  kolmici,  již  protneme  přímkou 
-FjFV  Přímka  n?i  prochází  již  bodem  průsečným,  jsouc  kolmá 
kF2P3.  Bod  stopní  V\  osy  ví2  jest  průsečíkem  přímek  n»i,  ««: 
ježto  osa  ta  jest  rovnoběžná  s  o,  jest  tím  již  stanovena;  je  li  Vn 
její  bod  distanční,  jest  ViV'n=.  00* n. 

Tím  jest  další  určení  žádaného  pohybu  helikálního  již  dáno. 

23* 
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2.  řešeni.  —  Obr.  263.  —  Sestrojíme  nejprv  bod  samodružný 
O oo,  nekonečně  vzdálený,  v  affinitě  útvarů  77,,  77a.  Myslíme  si 
k  R,  libovolnou  rovinu  rovnoběžnou  R*,  a  odvodíme  k  ní  pří- 
slušnou rovinu  R%||Pj.  Tu  patrně  rovina  R,  spojující  přímku 
r,i  s  přímkou  R*,.It*2,  půlí  dva  úhly  vrcholové,  které  uza- 
vírá rovina  R,  s  průmětnou,  poněvadž  R*,  HE,  =  R*a  — |  Pí ; 
které  to  jsou,  rozhodneme  z  toho,  že,mají-li  trojúhelníky  A\B\Ot 


Obr.  263. 


A2B2C2  týž  smysl  oběhu  anebo  smysly  různé,  mají  úsečky 
na  přímkách  promítajících  od  R,  k  R*,  a  od  Pí  k  R%  sou- 
hlasně také  týž  smysl  nebo  smysly  různé.  Tím  jest  rovina  R 
jednoduše  stanovena,  a  můžeme  její  přímku  distanční  r„  bez  po- 
moci rovin  R*,,  R*a  vyjádřiti.  V  případě  našem,  kde  jest  vy- 
jádřena rovina  R2  ve  sklopení  kladném,  jest  r*n  H  r'ljr  =  r,i  H  (r13r). 
Dále  si  vytkněme  v  77,  rovinu  S,  kolmou  k  r^\  zvolili  jsme 
ji  tak,  aby  procházela  bodem  2?,.  Rovina  ta  jest  promítající. 
Poněvadž  jest  též  kolmá  k  Ra,  bude  příslušná  rovina  S«  taktéž 
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promítající.  Sx  seče  AXCX  v  bodě  Dx ;  stanovíme  tedy  k  bodu 
CA)  =  Sli-(-á1)(C1)  na  přímce  (AX)(CX)  bod  D2  na  A2C2  shodně 
položený,  čímž  obdržíme  S'a  jakožto  spojnici  bodli  B2f  D2.  Opět 
jedna  z  rovin,  půlících  úhly  uzavřené  rovinami  Slf  Sa,  má  tu 
vlastnost,  že  obsahuje  0a.  Rovina  S,  procházejíc  přímkou  Sx  .Sa, 
jest  rovněž  promítající;  průmět  její  S'  jest  tedy  symmetrálou 
přímek  S\,  S's  a  to  onou,  na  níž  by  se  přímky,  jedna  rovno- 
běžná s  S'lf  obsahující  na  př.  (-áx),  druhá  rovnoběžná  s  S'a 
a  obsahující  A^  protínaly.  Přímka  t*,  v  níž  se  roviny  R,  S  sekou, 
jest  tím  již  stanovena;  jest  rovnoběžná  s  v12. 

Stopou  Vj  přímky  v12  jest  patrně  bod  samodružný  affinních 
útvarů  v  Pí,  kdež  trojúhelníku  AxxBlxClx,  v  nějž  se  trojúhelník 
A1B1C1  směrem  u  do  roviny  Pí  promítá,  přiřaděn  jest  trojúhel- 
ník A2BtCr  Průmět  Hkx  bodu  Hx,  na  rxn  ležícího,  jest  patrně  prů- 
sečíkem přímky  H\Hk1  rovnoběžné  ku's  přímkou  (r,s),  poněvadž 
H\H\  =  U'*Ui,  a  průmět  A\B\C\  jest  v  poloze  affinní 
s  (AX)(BX)(CX\  pro  niž  jest  stopa  m  osou  a  podává  zároveň 
směr  affinity,  čímž  lze  průmět  řečený  přímo  sestrojiti. 

Protneme  dále  A\0-x  přímkou  A2C2  v  bodě  I,  a  rovno- 
běžku, bodem  B\  k  AlxCxx  vedenou,  rovnoběžkou,  bodem  B2  ku 
A2C2  vedenou,  v  bodě  II;  pak  přímka  I II  obsahuje  již  stopu  V\ ; 
potom  protneme  BxxClx  přímkou  B2C2  v  bodě  III,  a  rovnoběžku 
k  prvé  z  nich  bodem  Axx  vedenou  protneme  v  bodě  IV  rovno- 
běžkou k  B2C2  bodem  A2  vedenou.  Přímky  I II,  III IV  se  protí- 
nají ve  stopě  V\  hledané  osy  v12,  která  jsouc  s  u  rovnoběžná, 
jest  tím  již  stanovena.  Další  průběh  konstrukce  jest  již  patrný. 
Shledáváme,   že  toto   sestrojení   osy  v12  jest  velmi  jednoduché. 
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KAPITOLA  VIII. 

Průměty  orthogonální  do  dvou  k  sobě 

kolmých  průměten. 

Uspořádání  průmětů  a  průměty  bodů. 

247.  Nejobvyklejší  způsob  promítání  jest  ten,  při  němž  pro- 
mítáme orthogonálně  do  dvou  na  sobě  kolmých  rovin  Pí,  Pn.  Tyto 
roviny  průmětné  volíme  tak,  aby  vzhledem  k  nim  určení  útvaru 
prostorového,  jejž  průměty  vyjádřiti  máme,  mohlo  se  co  nejjedno- 
dušeji provésti. 

Jedná-li  se  o  útvar  konkrétní,  jejž  uvádíme  v  souvislost 
s  povrchem  zemským,  volíme  Pí  vodorovně,  Pn  svisle  a  na- 
zýváme první  průmětnou  horizontální  Čili  půdorysnou,  druhou  pak 
průmětnou  vertikální  nebo  nárysnou ;  obdobně  nazýváme  odvo- 
zené průměty  průmětem  půdorysným  a  průmětem  nárysným, 
kdežto  grafické  obrazy  jejich  nazýváme  půdorysem  a  nárysem. 
Přímky  a  roviny  kolmé  ku  Pí  nazýváme  půdorysně  promítajícími, 
kolmé  ku  Pn  nárysně  promítajícími. 

V  úvahách  výhradně  geometrických  můžeme  každé  dvě 
roviny  v  konečnu  položené,  k  sobě  kolmé,  voliti  za  průmětny, 
a  pro  krátkost  nazýváme  jednu  z  nich,  Pí,  průmětnou  prvou, 
druhou  pak,  Pn,  průmětnou  druhou ;  rovněž  tak  nazýváme  přímky 
a  roviny  kolmé  ku  Pí  promítajícími  prvními  a  kolmé  ku  Pn  pro- 
mítajícími druhými;  obdobně  rozeznáváme  průmět  první  a  druhý. 
Přímku  průsečnou  rovin  průmětných  nazýváme  v  každém  pří- 
padě osou  průmětnou  nebo  krátce  osou  a  značíme  ji  x. 

Za  účelem  úplného  určení  útvarů  prostorových  myslíme  si 
ještě  rovinu  třetí  Pni,  k  oběma  průmětnám  a  tedy  i  k  ose  x 
kolmou;  bývá  mnohdy  výhodno  útvar  prostorový  též  promít- 
nouti do  této  roviny,  již  označujeme  pak  jakožto  průmětnu  třetí, 
a  průmět  v  ní  odvozený  jmenujeme  též  průmětem  třetím. 
Přímky  a  roviny  kolmé  ku  Pni  jmenujeme  promítajícími  tře- 
tími. V  případě,  kdy  Pí,  Pn  nazýváme  rovinami  půdorysnou  a 
nárysnou,  mluvíme  při  Pni  o  rovině  bokorysné,  o  průmětu  bo- 
korysném,    jehož  grafický  obraz  nazýváme  bokorysem,  konečně 
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o  přímkách  a  rovinách  bokorysně  promítajících,  kdežto,  je-li 
rovina  průmětná  kolmá  jenom  ku  Pí,  nazýváme  ji  rovinou  strano- 
rysnou  a  mluvíme  o  průmětu  stranorysném  a  o  stranorysu. 
Přímku  průsečnou  rovin  Pm,  Pí  značíme  y,  rovin  Pni,  Pn 
pak  z ;  přímky  ty  nazýváme  též  osami  průmětnými  nebo  krátce 
osami;  patrně  jest  x  _L  y  JL  *.  Bod  O,  všem  třem  rovinám  prů- 
mětným společný,  jest  též  společný  osám  x,  y,  g  a  sluje  počátkem. 


Obr.  264. 


Obr.  264.  —  Takové  uspořádání  rovin  P^  Pn,  Pin  vede  nás 
k  jednoduduchému  způsobu  určování  bodů  v  prostoru  na  základě 
souřadnic  pravoúhlých.  Jedná-li  se  jenom  o  určování  takové  bez 
zřetele  na  vyjádření  útvaru  prostorového  průměty,  nazýváme 
roviny  Pí,  Pn,  Pni  rovinami  souřadnými,  osy  x  JL  y  J_  *, 
osami  souřadnými  a  O  počátkem  souřadnic.  Jest  patrně  též 
^  1  Pí)  y  1  Pn,  x  -L  Pra-  Roviny  souřadné  značíme  též  podle  os 
v  nich  obsažených  a?y,  xz,  yz.  Je-li  U  libovolný  bod  v  prostoru, 
provedeme  určení  jeho  polohy  tím  způsobem,  že  jím  položíme 
roviny  Uj,  Utt,  U31  rovnoběžné  s  rovinami  souřadnými  Pí,  Pn, 
resp.  Pni.  Roviny  U3,  Ua,  Ul  protínají  osy  x,  y,  z  v  bodech  Ux 
Í7y,  resp.  U%.  Úsečky  x  =  OUT}  y  =  0U7,  z  =  OU%  nazýváme 
souřadnicemi  pravoúhlými  bodu  U. 

Aby  určení  bylo  jednoznačné,  rozeznáváme  na  osách  smysl 
kladný  a  záporný  a  podle  toho  rozeznáváme  též  souřadnice 
kladné  a  záporné. 

Naopak  jest  bod  v  prostoru  úplně  určen,  jsou-li  dány  sou- 
řadnice jeho  xy  y,  z  co  do  délky  i  co  do  znamení.    Naneseme 


—  360  — 

na  x  délka  OUx  =  x,  na  y  délku  ODy  =  y  a  na  z  délku 
OU%  =  z  v  příslušném  smyslu  a  body  Í7X,  Í7y,  Vz  položíme  ro- 
viny rovnoběžné  k  rovinám  souřadným,  které  jich  neobsahují; 
roviny  ty  se  protínají  v  jediném  bodě  U. 

Takto  pří  si  a  sejí  každému  bodu  určité  souřadnice  #,  y,  *,  a 
naopak  třem  takovým  souřadnicím,  určeným  délkami  i  smysly, 
přísluší  jediný  určitý  bod.  Čísla,  která  vyjadřují  souřadnice 
bodu;  nazýváme  v  analytické  geometrii  rovněž  souřadnicemi  jeho. 

Obdobně  bychom  si  počínali,  kdyby  roviny  souřadné  a  tedy  i 
osy  x,  y,  0  byly  libovolně  k  sobě  nakloněny.  Tu  bychom  promítali 
parallelně  ve  směru  os  těchto  a  obdrželi  souřadnice  koso- 
úhlé (233). 

248.  Každá  z  rovin  Pí,  Pn,  Pm  dělí  prostor  ve  dvě  části, 
každé  dvě  z  nich  tedy  ve  čtyři  a  všechny  tři  konečně  v  osm  částí, 
z  nichž  označujeme  tu,  jejímž  bodům  příslušejí  souřadnice 
kladné,  jakožto  část  prvou.  Je-li  v  konkrétním  případě  rovina 
Pii  Pii*  Pni  půdorysná,  nárysná  a  bokorysná,  myslíme  si  v  prvé 
Části  prostoru  pozorovatele  na  Pí  stojícího  a  k  rovině  Pn  zrakem 
obráceného,  vzhledem  k  němuž  volíme  smysl  souřadnic  a  to, 
vzhledem  k  tomu,  že  mají  býti  v  prvé  části  veškeré  souřadnice 
kladné,  souřadnice  z  volíme  +  pro  body  nad  Pí  a  —  pro 
body  pod  Pí,  souřadnice  y  volíme  +  pro  body  před  Pu  a  —  pro 
body  za  Pn,  konečně  souřadnice  x  volíme,  když  Pni  leží  na  právo 
od  pozorovatele,  +  pro  body  na  levo  a  —  pro  body  na  právo 
od  Pm,  leží-li  však  Pm  na  levo  od  pozorovatele,  volíme  sou- 
řadnice x  naopak  +  pro  body  na  právo  a  —  pro  body  na  levo 
od  Pni*  Tato  pojmenování  někdy  přenášíme  též  na  libovolnou 
polohu  v  prostoru  rovin  souřadných,  případně  průmětných. 

Obr.  264.  —  Roviny  souřadné  omezují  rovinami  k  nim  rovno- 
běžnými a  daným  bodem  U  položenými  rovnoběžnostěn,  který 
nazýváme  rovnoběžnostěnem  určujícím  bodu  U.  Bod  U  a  počátek 
O  jsou  v  něm  dvěma  vrcholy  protilehlými;  další  vrcholy  rovno- 
běžnostěnu toho  leží  na  osách  souřadných  a?,  y,  z  a  jsou  konco- 
vými body  Px,  í/y,  U%  jeho  souřadnic  z  bodu  O  vycházejících 
a  zbývající  vrcholy  jsou  průměty  ££,  ř7n,  6rm  bodu  U  do  rovin 
Pí,  Pn,  Pm.  V  rovnoběžnostěnu  tom  vyskytuje  se  každá  souřad- 
nice bodu  U  čtyřikrát,  totiž  mimo  vyjádření  na  osách  souřadných 
jest  též  vyjádřená: 

1.  souřadnice  x  vzdáleností  bodu  U  od  Pm,  jeho  průmětu 
prvního  £/í  od  y  a  průmětu  druhého  Un  od  z\ 
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2.  souřadnice  y  vzdáleností  bodu  U  od  Pn,  průmětu  prvního 
ř/i  od  x  a  průmětu  třetího  ř/m  od  z; 

3.  souřadnice  z  vzdáleností  bodu  V  od  Pí,  průmětu  druhého 
od  x  a  průmětu  třetího  od  y. 

Souvislost  tu  můžeme  krátce  vyjádřiti  takto: 
Vytkneme-li  si  kterékoliv  dvě  z  rovin  Pí,  Pn,  Pni,  vzdálenost 

bodu  U  od  jedné  z  nich  rovná  se  vzdálenosti  jeho  průmětu  do  druhé 

od  osy  společné  oběma  rovinám. 

Leží-li  zvláště  bod  U  v  jedné  z  rovin  průmětných,  jest 
totožný  se  svým  průmětem  do  ní,  kdežto  ostatní  dva  průměty  leží 
na  osách  v  rovině  té  obsažených ;  leží-li  bod  U  na  některé  z  os, 
jest  totožný  s  průměty  do  obou  rovin  průmětných,  osou  tou 
procházejících,  kdežto  zbývající  průmět  splývá  s  počátkem  O, 
který  jest  zároveň  svým  průmětem  prvním,   druhým  i  třetím. 

Promítnutím  souhrnu  bodů  prostorových  do  průměten  Pí,  Pn, 
Pni  dospíváme  ke  třem  polím  bodovým ;  v  každé  průmětně  vzniká 
takové  pole.  Body  v  poli  tom  lze  určovati  souřadnicemi  vzhledem 
k  osám  v  rovině  jeho  obsaženým;  pak  jsou  souřadnice  průmětu 
bodu  U  do  každé  z  průmětných  rovin  těch  též  souřadnicemi 
bodu  V. 

Určuje  tedy  průmět  U\  souřadnice  x=  OUT,  y=0U7,  průmět 
Z7n  souřadnice  #=Oř7»,  *=Oř/«  a  průmět  VUi  souřadnice  y  = 
Oí/y,  z=.  OUz.  Jest  z  té  příčiny  bod  U  dvěma  průměty  úplně 
vyjádřen.  Proto  v  následujícím  výkladě  vyjadřovati  budeme 
útvary  prostorové  hlavně  jenom  průměty  do  dvou  k  sobě  nor- 
málních rovin,  které  můžeme  vždy  označiti  Pí,  Pn,  a  připojujeme 
k  průmětům  těm  průmět  třetí  do  Pni  jen  ze  zvláštních  příčin. 

249.  Poněvadž  pro  jednoduchost  za  účelem  grafického  vy- 
jadřování se  nám  jedná  o  to,  abychom  mohli  určování  a  odvo- 
zování útvarů  prostorových  provésti  pomocí  konstrukcí  v  jediné 
rovině  strojné,  zobrazíme  dříve  průměty  takto  obdržené  v  této 
rovině  strojné  a  označíme  obraz  průmětu  prvého  2i  pro  libo- 
volný útvar  1  jednoduše  2f,  průmětu  druhého  Su  pak  -2"  a  prů- 
mětu třetího  -2m  konečně  2?". 

Obecně  můžeme  útvary  v  každé  z  těchto  rovin  obsažené 
zobraziti  v  rovině  strojné  podle  jiného,  avšak  vždy  jednodu- 
chého zákona  zobrazovacího;  na  př.  tak,  že  sestrojíme  k  útva- 
rům -Si,  2n,  Zm  útvary  podobné  Z\  2\  2?'\  při  čemž  po- 
měry podobnosti  mezi  průměty  a  obrazy  v  rovině  strojné 
mohou,  ale  nemusí  býti  ke  všem  průmětům  stejné;  nebo  můžeme 
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na  př.  při  dvou  průmětnách  pro  jednu  průmětnu  zvoliti  zobra- 
zení podobné,  pro  druhou  zobrazení  affinní.  Složitějších  zákonu 
zobrazovacích  se  však  neužívá  ježto  konstrukce  sprostředkující 
souvislost  obrazů  těch  s  průměty  musí  býti  tak  jednoduchá, 
abychom  mohli  z  obrazů  v  rovině  strojně  bezprostředně  souditi 
o  útvarech  jimi  vyjádřených  a  naopak. 

Nejjednodušším  způsobem  zobrazíme  průměty  v  rovině 
strojně  na  základě  shodností,  což  si  myslíme  provedeno  tak,  že 
přerušíme  vzájemnou  polohu  rovin  průmětných  a  že  je  pře- 
místíme tak,  aby  splynuly  s  rovinou  strojnou.  Konečně  usku- 
tečníme útvary  v  rovině  strojně  ležící  pomocí  grafických  obrazů 
na  rovno  nákresně,  podobných  ve  všech  částech  útvarům  roviny 
strojně,  pokud  toho  fysickými  prostředky  dosíci  lze. 

Obr.  265.  —  Zvláštní  uspořádání  ob- 
držíme, myslíme-li  si  nejprve  rovinu  Pí 
položenu  libovolně  do  roviny  strojně,  čímž 
přejdou  O,  #,  y  do  poloh  O',  x\  y'\  rovinu  Pn 
pak  položíme  na  ni  tak,  aby  bod  O"  splynul 

0* s  0*  a  přímka  x"  s  přímkou  x'  i  co  do  smyslu; 

pak  splyne  též  *'   s  y',  při   čemž  umístění 
roviny  Pn  v  rovině  strojně  ještě  není  zcela 
ty  určitě  stanoveno;  ale  volíme  je  vždy   tak, 

aby  positivní   smysl    osy  0"  splynul  s  ne- 
^^_^  gativním  smyslem  osy  y*.  Důvodem  pro  opa- 

3  *  -/  tření  to  jest,  že  volíme  roviny  Pí,  Pn  zpra- 

Obr-  265.  vidla  tak,  aby  ta  část  útvaru  prostorového, 

k  níž  v  prvé  řadě  při  promítání  zřetel  obra- 
címe, ležela  v  oné  části  prostoru  určeného  průmětnami,  jejfž 
body  mají  souřadnice  smyslu  kladného,  tak  že  průměty  bodů 
těch  mají  rovněž  kladné  souřadnice,  čímž  se  dosáhne,  že 
průměty  této  části  útvaru  jsou  v  rovině  strojné  umístěny  vedle 
sebe,  tedy  nesplývají,  že  tedy  přehlednost  grafických  obrazů 
přeložením  průmětů  do  roviny  strojné  příliš  se  neporuší. 

V  této  spojitosti  pravíme  o  uvažovaných  průmětech,  prvním 
i  druhém,  že  jsou  sdruženy  vzhledem  ku  přímce  x'  =  x"  =  xt/" 
jakožto  základnici.  Patrně  tu  splývají  průměty  první  a  druhý 
každého  bodu  ležícího  na  x,  a  pro  libovolný  bod  U  leží  sdružené 
průměty  U\  U"  na  přímce  CC"  kolmé  k  základnici,  již  nazý- 
váme jako  dříve  (71)  ordinálou  čili  spojnicí  náležející  bodu  U. 
Obdobně  můžeme  útvar  vyjádřiti  průmětem  prvým  a  třetím 
(obr.  266.)  nebo  druhým  a  třetím  (obr.  267.).    V  prvém  případě 
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sdružíme  oba  obrazy,  první  a  třetí,  podle  osy  y  tak,  že  0"'  =  O' 
=  0'/"',  y'"=y'  =  y'/'",  z"'  =  x\  při  čemž  se  obrazy  osy  y 
kryjí  i  co  do  smyslu,  kdežto  pro  přímky  z"\  x1  positivní 
smysl  jedné  kryje  se  s  negativním  smyslem  přímky  druhé.  Spoj- 
nice čili  ordinála  sdružených  obrazů  U\  Dui  každého  bodu  U 
jest  kolmá  k  základnici  y'fni. 
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Obr.  266. 
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Obr.  267. 


V  případě  druhém  sdružíme  obraz  druhý  a  třetí  dle  osy  0, 
tak  že  0'"  ~  0"  =  0"/"',  *'"  =  0"  =  *"/'"  a  y'"  =  s'\  při  čemž 
se  zase  obrazy  osy  z  a  každého  jejího  bodu  kryjí,  kdežto  pro 
přímky  y4"  a  x"  kryje  se  kladný  smysl  jedné  se  záporným 
přímky  druhé.  Spojnice  sdružených  obrazů  ZP\  Diát  libovolného 
bodu  U  jest  kolmá  na  základnici  z"/'". 
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Obr.  268. 
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Obr.  269. 


Používáme-li  všech  tří  obrazů  zároveň,  sdružujeme  nejprv 
dva  z  nich  mezi  sebou  podle  osy  společné  příslušným  průmět- 
nám, kdežto  třetí  obraz  sdružíme  buď  s  jedním  nebo  druhým 
obrazem  podle  příslušné  osy  společné ;  dospíváme  takto  ke  třem 
možným  případům  : 
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1.  (obr.  268.)  průmět  1.  je  sdružen  dle  x  s  průmětem 
druhým  a  dle  y  s  průmětem  třetím, 

2.  (obr.  269.)  průmět  2.  jest  dle  x  sdružen  s  průmětem  1. 
a  dle  0  s  průmětem  3., 

3.  (obr.  270.)  průmět  třetí  je  sdružen  dle  y  s  průmětem 
prvním,  dle  z  s  průmětem  druhým. 

Ve  všech  případech  (obr.  265.— 270.)  vyjádřili  jsme  dle 
toho  na  základě  společného  měřítka  bod  U  (27  |  4*7  |  3*8),  pro 
nějž  vyjadřujeme,  jak  vůbec  bývá  zvykem,  v  závorce  poměrné 
souřadnice  dle  abecedního  pořádku,  tedy  zde  x  =r  2*7  j,  y  =  4*7  j% 
*  =  &8j. 
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Obr.  270. 


Obr.  271, 


Kde  nemůže  nastati  omyl,  píšeme  pro  krátkost  místo  a-*1/", 
y'/"\  *"/"'  pouze  x,  y,  z\  s  touž  výhradou  označujeme  průmětny 
a  útvary  stopní  v  nich  týmiž  znaky,  ať  již  jsou  v  souvislosti 
průměten  v  prostoru  nebo  po  umístění  jich  v  rovině  strojné. 
Někdy  označujeme  základnu  dvou  sdružených  obrazů  též  sym- 
bolem x  s  dvojitou  příponou,  podávající  nám  čísla  příslušných 
průměten;  tedy  na  př.  #i.2,  #i.s>  #2.8  aneb  krátce  x12l  #13,  a:28,  ja- 
kožto základnice  sdružených  obrazů  1.  a  2.,  1.  a  3.,  resp.  2.  a  3. 

250.  Abychom  představu  o  útvaru  prostorovém  podporo- 
vali, můžeme  uvésti  sdružené  obrazy  v  rovině  strojné  v  jedno- 
duchou souvislost  s  útvarem  prostorovým.  To  se  děje  tím,  že 
při  promítání  do  dvou  průměten  Pí,  Pn  zvolíme  za  rovinu 
strojnou  jednu  z  těch  průměten  a  otočíme  druhou  kolem  spo- 
lečné osy,  až  splyne  s  prvou,  a  to   dle  zásady   prve  uvedené 
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tak,  aby  positivní  smysl  souřadnic  y  se  stotožuil  s  negativním 
smyslem  souřadnic  z  čili  jinak  řečeno,  aby  body,  mající  kladné 
souřadnice  y  v  rovině  jedné,  splynuly  s  body,  majícími  záporné 
souřadnice  z  v  rovině  druhé.  Při  tomto  otáčení  můžeme  ke  snad- 
nějšímu zjednání  představ  si  mysliti,  že  se  útvar  prostorový 
zároveň  otáčí,  nebo  naopak  můžeme  si  průmětny  opačným  oto- 
čením z  polohy  přemístěné  mysliti  uvedeny  v  polohu  původní. 
V  obr.  271.  naznačeno  převedení  takové  pro  rovinu  Pí  a  průmět 
Ví  bodu  V  do  polohy  P'i  =  Pn,  pokud  se  týče   P. 
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Obr.  272. 


Máme-li  na  zřeteli  promítání  do  tří  průměten  Pí,  Pn,  Pni 
zároveň,  otáčíme  do  jedné  z  nich  obě  ostatní  kolem  společných 
os  tak,  aby  pro  souřadnice  na  různých  osách,  které  po  otočení 
splývají,  vždy  splývaly  smysly  opačné.  V  obr.  272.  jest  vyjádřeno 
otočení  rovin  Pí,  Piu  do  Pn. 

Konečně  můžeme  převedení  dvou  průmětův  orthogonálních 
do  polohy  sdružené  mysliti  si  provedeno  tím  způsobem,  že  zvo- 
líme (obr.  273.)  jednu  z  nich,  na  př.  Pni  za  rovinu  strojnou  a 
promítneme  druhou,  zde  Pí,  do  ní  šikmo  a  to  shodně  v  takovém 
směru,  aby  průmět  její  P°i  stotožnil  se  s  dřívějším  sklopením 
jejím  do  Pn,  tedy  tak,  aby  zde  šikmý  průmět  osy  y  splynul 
co  do  polohy,  ale  nikoliv  co  do  smyslu  s  osou  z.  Jest  tedy 
směr  promítání  šikmého  kolmý  na  oné  rovině  T  osou  položené 
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a  úhel  pravý  roviu  Pí,  Pn  půlící,  která  neprochází  onou  části 
prostoru,  jejíž  body  mají  všechny  tři  souřadnice  kladné.  Mysli- 
rae-li  si  každý  bod  v  prostoru  V  v  téraže  směru  promítnut  do 
Pn,  jako  jsme  promítli  jeho  průmět  Uv  obdržíme  jeho  promet 
šikmý  ř7°  na  ordinále  UU"  v  takové  poloze,  že  U"U°  =  UXU% 
tedy  U"U*  rovná  se  i  co  do  smyslu  souřadnici  y  bodu  Uy  ná- 
sledkem toho  rovná  se  U'U°  i  co  do  smyslu  UXU"  čili  souřad- 
nici z  bodu  U. 
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Obr.  274. 


Mohli  jsme  však  též  rovinu  průmětnou  Pí  považovati  za 
strojnou  a  odvoditi  ku  průmětu  prvnímu  průmět  sdružený  druhý 
tím,  že  bychom  Pn  promítli  šikmo  do  Pí  ve  směru  kolmém 
k  téže  rovině  jako  prve.  Když  též  každý  bod  U  v  prostoru  ve 
směru  tom  promítneme  do  Pí  přímo,  obdržíme  průmět  Šikmý, 
jehož  obraz  ř7ff,  vyjádřený  ve  sdružených  obrazech  1.  a  2.  (obr. 
274.),  je  totožný  s  obrazem  bodu  TP  v  rovině  stroj né,  poněvadž 
U'V°  rovná  se  i  co  do  smyslu  souřadnici  z  bodu  U.  Bod  ř7°=  C* 
nazýváme  kosoúhlým  průmětem  bodu,  sdruženým  k  jeho  průmě- 
tům pravoúhlým  1.  a  2. 

251.  Spojujeme-li  roviny  Pí,  Pn,  Pm  vždy  po  dvou,  každá 
z  takových  dvou  rovin  jest  osou  jim  společnou  rozdělena  ve 
dvě  části,  z  nichž  jednu  označujeme  jakožto  kladnou,  druhou 
jakožto  zápornou,  tak  že  v  kladných  částech  rovin  těch  jsou 
nespolcčné  souřadnice  obou  rovin  kladné,  v  záporných  částech 
pak  záporné. 

Každé  dvě  z  rovin  Pí,  Pn,  Pm  mají  dvě  symmetrály  S,  T. 
to  jsou  roviny,  které  procházejí  jejich  společnou  osou  a  půlí 
pravé  úhly  jimi  uzavřené.  Jedna  z  nich  S  půlí  úhel,  uzavřený 
kladnými  částmi  obou  rovin,   a  jeho  úhel  vrcholový,  uzavřený 
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zápornými  částmi  jejich;  rovinu  tu  nazýváme  rovinou  souměr- 
nosti. Druhá  rovina  T  půlí  úhly  vrcholové,  z  nichž  každý  jest 
uzavřen  kladnou  částí  roviny  jedné  a  zápornou  částí  roviny 
druhé;  rovinu  tu  nazýváme  rovinou  totožnosti.  Vyjádříme-li 
totiž  průměty  do  těchto  rovin  obrazy  sdruženými,  jsou  obrazy 
každého  bodu  v  S  souměrně  položeny  vzhledem  k  základně  pří- 
slušné, kdežto  obrazy  sdružené  každého  bodu  v  T  splývají,  což 
vysvítá  z  toho,  že  každý  bod  jak  roviny  S,  tak  roviny  T  má 
od  průměten  stejnou  vzdálenost;  nespolečné  souřadnice  jeho 
průmětů  se  proto  sobě  rovnají;  v  případě  prvém  jsou  stejného 
smyslu,  a  proto  sdružené  průměty  bodu  leží  na  různých  stranách 
základny,  v  případě  druhém  jsou  však  smyslu  různého,  a  proto 
jeho  sdružené  průměty  splývají.  Naopak  leží-li  dva  sdružené 
obrazy  bodu  souměrně  vzhledem  k  základně,  bod  ten  leží  v  rovině  S, 
splývají-li  však,  bod  ten  leží  v  rovině  T. 

Vyjadřujeme-li  všechny  tři  průměty  tak,  že  jeden  z  nich 
sdružujeme  s  oběma  ostatními,  máme  tři  dvojice  symmetrál :  Sx,  Tx 
vzhledem  k  Pí,  Pn,  dále  Sy,  Ty  vzhledem  k  Pí,  Pni  a  konečně  Sx,  TE 
vzhledem  k  Pn,  Pm-  Roviny  ty  protínají  se  po  třech  ve  čtyřech 
přímkách  bodem  O  procházejících,  té  vlastnosti,  Že  body  jejich 
mají  nehledě  k  znamení,  ode  všech  průměten  stejné  vzdálenosti. 

Abychom  si  zjednali  snadno  přehled  o  rovinách  a  přímkách 
těch,  vytkněme  si  bod  A  (a  |  a  |  a)  o  stejných  souřadnicích  sou- 
hlasného smyslu  a  sestrojme  dalších  možných  7  bodů  o  týchž 
souřadnicích,  které  obdržíme,  jestliže  smysl  souřadnic  těch  vše- 
možně měuírae.  Nabudeme  takto  osmi  bodů,  jež  jsou  vrcholy 
krychle,  mající  bod  O  za  střed.  Každá  z  rovin  vytčených  prochází 
středem  O,  spojuje  dvě  protilehlé  rovnoběžné  hrany  krychle 
a  zmíněné  čtyři  přímky  jsou  úhlopříčnami  krychle.  A  to  jest 
jedna  s  průsekem  společným  rovin  Sx,  Sy,  S„  ostatní  tři  tx,  tyi  t% 
jsou  průsekem  vždy  dvou  rovin  totožnosti  s  jednou  rovinou 
souměrnosti,  tedy 

tx  —  ^x  .  ly  •  1  z,       tj  ZZZ   Xx  .  Oy  .  1  z,       *z  —   J-x  •  ly  •  ^b» 

Sdružujeme-li  průmět  první  s  průmětem  druhým  a  třetím, 
všechny  tři  sdružené  průměty  bodů  na  t%  se  stotožňují;  sdružu- 
jeme-li průmět  druhý  s  průmětem  prvým  a  třetím,  všechny  tři 
průměty  každého  bodu  na  ty  se  stotožňují,  a  konečně  sdružujeme-li 
průmět  třetí  s  průmětem  prvním  a  druhým,  všechny  tři  průměty 
každého  bodu  na  tx  se  stotožňují,  kdežto  ve  všech  třech  případech 
sdružené  průměty  libovolného  bodu  na  8  jsou  ku  příslušné  zá- 
kladně sdruženosti  položeny  souměrně. 
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Sdruženo  průměty  přímky. 

252.  Přímka  p  jest  určena  průměty  dvou  svých  bodů  A,  B, 
poněvadž  body  ty  samy  sdruženými  průměty  jsou  stanoveny; 
jest  p'  —  A'B\  p"  =  AUB".  Pro  jiný  bod  libovolný  C  přímky  p 
jest 

(A'JBŠC)  =  (A"B"C")  —  (ABC),  (1) 

a  přímka  C'C"  jest  ordinálou. 

Přímka  p  jest  obecně  též  určena  svými  sdruženými  prů- 
měty p\  p'1.  Neboť  převedeme-li  ty  průměty  do  původuí  polohy 
v  soustavě  souřadné,  jsou  jimi  určeny  roviny  promítající,  a  prů- 
mětem prvým  rovina  kolmá  k  PI?  průmětem  druhým  rovina 
kolmá  k  Pn-  Roviny  ty  se  obecně  protínají  v  jediné  přímce  p, 
jež  takto  jest  úplně  určena  a  má  p\  p"  za  průměty  sdružené. 

Jsou-li  však  roviny  ty  kolmé  na  x,  pak,  mají-li  promítati 
touž  přímku  v  konečnu,  musí  spolu  splývati,  a  můžeme  každou 
přímku  p  její  roviny  považovati  za  přímku,  mající  p'=j>"  za 
průměty  sdružené,  i  jsou  přímky  p'  =p"  k  základně  xfj"  kolmé. 
V  případě  tom  přímka  p  svými  průměty  sdruženými  není  určena ; 
jest  však  určena,  jsou-li  dány  sdružené  průměty  dvou  jejích 
bodů  A}  B,  poněvadž  na  základě  relace  (1)  můžeme  každý  jiný 
bod  její  určiti. 

Je-li  zvláště  přímka  p  promítající  do  jedné  z  průměten, 
všechny  body  její  pak  se  promítají  do  této  průmětny  v  jediný  bod, 
kdežto  rovina  její  promítající  vzhledem  k  této  průmětně  stává  se 
neurčitou,  tak  že  každou  přímku  bodem  tím  v  průmětně  této 
vedenou  lze  považovati  za  její  průmět.  Vzhledem  ku  průmětně 
druhé  jest  však  jak  průmět  každého  jejího  bodu,  tak  i  průmět 
přímky,  kolmý  k  ose,  určitě  stanoven. 

253.  Úloha.  Dána  jest  přímka  p  sdruženými  průměty  p\  p" ; 
sestrojiti  jest  body  její  stopní,  první  a  druhý,  jakoi  i  její  body  prů- 
sečné  Tpt  Sp  s  rovinou  totožnosti  a  s  rovinou  souměrnosti. 

Obr.  275.  —  Bodem  stopním  prvým  nebo  stopou  prvou  Pí 
přímky  p  nazýváme  bod  průsečný  přímky  p  s  rovinou  Pí;  bod 
ten  jest  zároveň  bodem  průsečným  přímky  p  s  p'.  Bodem  stopním 
druhým  čili  stopou  druhou  Pn  přímky  p  nazýváme  bod  průsečný 
přímky  p  s  Pn  a  zároveň  s  p".  Pro  P\  vymizí  souřadnice  *, 
pro  Pn  souřadnice  y.  Následkem  toho  můžeme  říci: 

Každý  bod  stopní  splývá  se  souhlasným  svým  průmětem,  Tcdeito^ 
nesouhlasný  průmět  jeho  leží  na  ose. 
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Protíná  tedy  kolmice  k  x  bodem  P'i  =  p"  .  x  vedená  p' 
v  bodě  Pí  a  bodem  Pn  =  p' .  x  vedená  p"  v  bodě  Pu. 

Naopak  jest  přímka^  svými  stopami  Pí,  Pu  dána;  neboť p' 
spojnje  Pí  s  patou  kolmice  s  Pu  na  a?  vztyčenou  a  p"  spojuje 
Pii  s  patou  kolmice  s  Pí  na  x  vztyčenou.  Průsek  T/"?  prů- 
mětu pá  8  průmětem  p"  jest  patrně  průmětem  prvým  a  druhým 
bodu  Tp,  v  němž  přímka  p  rovinu  totožnosti  protíná. 


Obr.  276. 


Promítněme  přímku  p  ještě  šikmo  do  Pn  ve  směru  kolmém 
k  rovině  totožnosti  T,  nebo  do  Pí  ve  směru  taktéž  kolmém 
k  rovině  T,  při  čemž  shledáváme,  že  oba  tyto  průměty,  vyjádřené 
v  souvislosti  sdruženosti,  v  p°  se  stotožňují  (250). 

Pro  libovolný  bod  E  na  p  jest  WE"  =  E'EX,  E°Eé  =  E"EX 
a  tedy  pro  bod  Tp  jest  T°p27"p  =  27"PTX. 

Z  toho  jest  patrno,  že  p°  jest  spojnicí  bodů  Pí,  Pu.  Směr 
promítání  jsa  kolmý  k  T,  jest  stejnosměrný  s  S.  Bod  S°p,  v  němž 
přímka  p°  základnu  x  protíná,  jest  průmětem  kosoúhlým  bodu  S? 
nap;  paprsek  jeho  kosoúhle  promítající  protíná  osu  x  a  jest  mimo 
to  s  S  stejnosměrný ;  proto  leží  paprsek  ten  zcela  v  rovině  sou- 
měrnosti S.  Jest  tedy  bod  8P  prňsefiným  bodem  přímky  p  s  rovinou 

J.  Sobotka:  Deskriptivní  geometrie.  24 
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souměrnosti.  Ordinála  bodu  S%  protíná  tedy  pé  v  S'P9  p"  v  S"p. 
Jest  tudíž  8\Slv  =  S"VS%.  Patrně  platí  tu  úměry 

TxP"i :  5°pP'i  =  TV"pTx  :  S"VS%, 
TxPn  :  S0pPn  =  T'/"pTx  :  5'p5°p. 

Proto  jsou  body  7X,  5°p  harmonické  k  bodům  P"\,  P*u 
a  následkem  toho  body  1%,  £'p  harmonické  k  bodům  PL%  Pn 
a  body  T"p,  S"p  k  bodům  P"l5  Pn;  proto  konečně  body  Tpt  Sp 
jsou  též  harmouické  k  stopám  Pí,  Pn.  Výsledek  ten  jest  patrný 
z  toho,  že  roviny  T,  S  jsou  harmonické  k  rovinám  Pí,  Ph  (123). 

254.  Protíná-li  přímka  p  osu  x,  veškeré  čtyři  body  Pí,  Pn. 
Tp,  Sp  splývají. 


Obr.  276. 


Obr.  277. 


Obr.  276.  —  Je-li  *>||Pi,  tu  jest  p"\\x%  p'\\p  a  Pí  jest 
v  nekonečnu,  kdežto  bod  Pn  půlí  úsečku  TVSP.  Naopak  je-li  p"  ||  #, 
tu  jest  p  ||  Pí. 

Pro  p  ||  Pn  jest  pé  \\  xy  p"  \\  p  a  Pn  jest  v  nekonečnu,  kdežto 
bod  Pí  půlí  úsečku  TPSP.  Naopak  je-li  p'\\x>  jest  p||Pn. 

Je-li  přímka  p\\x,  jest  p'||jp" \\p  \\x;  přímka  ta  jest  pro- 
mítající do  Pm. 

Leží-li  přímka  v  rovině  S,  protíná  osu  x,  a  průměty  sdru- 
žené jsou  položeny  k  sobě  vzhledem  k  x  souměrně;  leží-li  přímka 
v  rovině  T,  sdružené  průměty  její  splývají. 

Je-li  p  1 1  Pm  a  tedy  p  JL  x,  máme  případ  prve  uvažovaný, 
že  p'  =  p".  V  tomto  případě  k  úplnému  vyjádření  přímky  při- 
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pojíme  ještě  průmět  třetí  p"š  (obr.  277.).  V  obrazci  sdružili 
jsme  průmět  třetí  s  průmětem  druhým.  Stopa  druhá  Pn  je 
na  kolmici  s  bodu  z  .pui  k  z\  průmět  třetí  P"'i  stopy  prvé  jest 
bod  y'"  .p"1 ;  stopu  prvou  tedy  obdržíme,  jestliže  na  p*  od  x  na- 
neseme v  souhlasném  smyslu  délku  OP"'i.  Přímka  v  Pni  půlící 
úhel  uzavřený  paprsky  +  y,  —  z  jest  T'"x  a  protíná  pm  v  bodě 
2%,  přímka  půlící  úhel  uzavřený  paprsky  +  y,  +  z  jest  S"'x 
a  protíná  p'"  v  S'"v ;  z  bodů  těch  pak  27"p  a  S'p,  8%  odvoditi  lze 
známým  způsobem.    Vyjádření  průmětů  jest  patrno  z  obrazce. 


><%— 


Obr.  278. 

256.  —  Obrf278.  —  Je-li  přímka  p±x  dána  průměty  1.  a  2. 
dvou  bodů  A,  P,  můžeme  sdružené  průměty  každého  jiného  bodu 
přímky  a  tedy  zvláště  bodů  Pí,  Pn,  2p,  Sp  na  základě  relace  (1) 
v  252  také  takto  sestrojiti.  Sestrojme  trojúhelník  A'A"A0  libo- 
volně a  k  němu  sestrojme  pak  trojúhelník  jB*JB"J90  podobně 
položený.  V  obrazci  zvolili  jsme  -á"-á0||P"P0  \\x.  Pak  pomocí 
přímky  A±=:A0B9  lze  ihned  k  libovolnému  bodu  O  sestrojiti 
bod  C".  Vedeme  C'C0 1|  A'A0  až  ku  průseku  C0  s  A  a  od  C0  stejno- 
směrku  k  A"A0>  která  již  p"  protne  v  C".  Neboť  jest 

{A'BC)  =  (40P0C0)  =  (A«B"C"). 
Naopak   lze  sestrojiti  z  C"  bod  C\ 

24* 
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Podle  toho  protíná  rovnoběžka  k  A0A\  bodem  J?i0  =z.\i 
vedená,  p'  v  bodě  Pí.  Rovnoběžka  bodem  Ph  k  A'A0  protne  ^ 
v  bodě  Pnoj  a  rovnoběžka  tímto  bodem  k  x  protne  p"  v  bodě  Pu- 

Podle  téže  konstrukce  jest  T'/"p  t>0<l  průsečný  přímky  ^ 
s  pěf".  Naneseme-li  na  PiPio  délku  PioP*  =  PiPio,  přímka  spojující 
bod  p'/"  .  x  s  bodem  P*  protne  přímku  &  v  bodě  Spo ;  rovno- 
běžky   bodem   tím   ku  A'A0    a  x  protnou    patrně  p'"  v  bodech 

Úvahy  podané  o  sdružených  průmětech  1.  a  2.  přímky  mají 
platnost  obdobně  o  sdružených  průmětech  2.  a  3.  nebo  1.  a  3.; 
tím  lze  vyjádření  přímky  třemi  průměty  sdruženými  snadno 
provésti. 


Vyjádření  roviny. 

266.  Rovinu  vyjádříme  obecně  průměty  prvků  neb  útvaru, 
které  ji  určují ;  tedy  zvláště  průměty  tří  jejích  bodův  nebo  prů- 
měty dvou  jejích  přímek,  které  se  protínají  buďto  v  konečnu 
nebo  v  nekonečnu,  jsouce  v  posledním  případě  rovnoběžné. 

Obr.  279.  —  Mnohdy  volíme 
za  určující  přímky  roviny  R  ty 
přímky,  v  nichž  protíná  roviny 
průmětué  a  které  nazýváme  sto- 
pami roviny,  a  to  stopou  první  ti, 
druhou  rn  nebo  třetí  rni,  po  pří- 
padě stopou  půdorysnou,  nárysnou 
neb  bokorysnou,  podle  roviny  prů- 
mětné, v  níž  leží,  a  za  určující 
body  roviny  volíme  často  její 
body  průsečné  Jřx,  #y,  U«  s  osami 
#,  y,  z.  Dvě  a  dvě  stopy  protínají 
se  v  příslušném  bodě  osovém  ftXl 

Jžy,    resp.   Rz.   Stopy   roviny   omezují  trojúhelník  RxRyRay   jejž 

nazýváme  jejím  trojúhelníkem  stopním. 

257.  Zvláštní  polohy  roviny. 

Je-li  rovina  R  kolmá  k  Pí,  stopa  druhá  ru  jest  kolmá  k  z, 
rovněž  jest  tu  rnily  a  naopak;  stopa  prvá  obsahuje  průměty 
prvé  všech  bodů  v  rovině;  pravíme  tedy,  že  jest  průmětem  R' 
pole  bodového  v  R  obsaženého.  Každá  přímka  v  R  kolmá  k  Pí 
má  stopu  prvou  v  bodě  přímky  ri,  a  jejím  průmětem  jest  svazek 
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přímek  v  Pí,  mající  tento  bod  stopní  za  střed,  kdežto  libovolná 
přímka  jiná  v  R  se  promítá  do  r\. 

Obdobně  pro  R  J_  Pij  jest  r\  J_  #,  mi  JL  ^  a  rn  jest  zároveň 
R".  Je-li  R  1  x  Čili  R  ||  Pm,  tu  jest  n  ==  ru  =  R'  =  R". 

Pakli  jest  R||Pi,  jest  ru\\x  a  rn  =  R";  je-li  R||Pn,  jest 
ri\\x,  ri  =  R'. 

Naopak  každou  přímku  kterékoli  průmětně  přináležející 
lze  považovati  za  průmět  příslušné  roviny  promítající  přímkou 
tou  položené. 

Je-li  R||#,  jest  ri||rn||a  aRl  Pm,  tedy  rni  =  R"';  je-li 
mimo  to  rovina  R  rovnoběžná  s  rovinou  totožnosti,  jsou  vzdá- 
lenosti r\  H  #,  ru  H  x  sobě  rovny  a  smyslu  souhlasného,  proto 
jsou  stopy  ve  sdružených  průmětech  ri,  ru  souměrně  k  sobě 
položeny  vzhledem  k  x\  je-li  rovina  R  rovnoběžná  s  rovinou 
souměrnosti,  jsou  vzdálenosti  r\  H  x,  rn  H  x  též  sobě  rovny, 
ale  smyslu  nesouhlasného;  v  tom  případě  jest  tedy  ri  =  rn. 

Prochází-li  rovina  R  osou  #,  stopy  rj,  ru  splývají  s  x 
a  rovina  tedy  není  stopami  těmi  stanovena.  K  úplnému  určení 
nutno  znáti  ještě  jeden  bod  její  iř,  po  případě  stopu  její  třetí 
rni.  Je-li  tu  bod  B  dán,  a  odvodíme-li  si  z  iř'  a  Ti"  bod  Ji 
jest  rm  5s  B1"  =  OR 


u,    a  uuvuuiiue-ii  bi    z  xv    a  -ri      uuu   jn/" 
/// 


Vzájemná  poloha  dvou  přímek,  dvou  rovin,  přímky  a  roviny. 

258.  Souhlasné  průměty  rovnoběžných  přímek  jsou  též 
rovnoběžné,  poněvadž  souhlasné  roviny  promítající  jsou  rovno- 
běžné. Ve  zvláštním  případě,  jestliže  přímky  jsou  kolmé  k  jedné 
průmětně,  jsou  průměty  jejich  do  této  průmětny  neurčité  a  lze 
je   k  sobě  přiřaďovati  po  dvou  tak,    aby  byly  též  rovnoběžné. 

Naopak  jsou-li  oba  souhlasné  průměty  dvou  přímek  rovno- 
běžné, jsou  též  přímky  samy  rovnoběžné  i  třetí  souhlasné  prů- 
měty jejich  jsou  rovnoběžné,  vyjímaje  případ,  jestliže  přímky 
jsou  kolmé  na  společné  ose  obou  průmětů;  v  tom  případě  rovno- 
běžnost  přímek  závisí  na  tom,  jsou-li  též  třetí  souhlasné  prů- 
měty rovnoběžné. 

Ježto  dvě  přímky  rovnoběžné  stanoví  rovinu,  budou  spoj- 
nice souhlasných  stop  přímek  těch  příslušnými  stopami  roviny 
a  budou  se  proto  protínati  buď  v  konečnu  nebo  v  nekonečnu 
na  příslušné  ose  průmětné.  I  v  případě,  jsou-li  obě  přímky 
v  rovinách  kolmých  k  ose  této  a  známe-li  jejich  stopy,  jestliže 
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spojnice  souhlasných  stop  se  protínají  na  ose  průmětné,  soudíme 
z  toho,  že  přímky  jsou  rovnoběžné  a  nemusíme  zkoumati  další 
průmět  přímek  těch,  vyjímajíc  zase  případ  ten,  kdy  obě  přímky 
osu  sdruženým  průmětnám  společnou  protínají,  v  kterémžto 
případě  obě  stopy  příslušné  roviny  s  osou  průmětnou  splývají 
a  rovinu  ještě  úplně  neurčují. 

259.  Sdružené  průměty  bodu  průsečného  dvou  přímek  rdzno- 
běžných  leží  na  ordinále.  Naopak  protínají-li  se  ve  sdružených 
průmětech  oba  souhlasné  průměty  dvou  přímek  v  bodech,  jichž 
spojnice  jest  kolmá  k  základnici,  přímky  ty  se  obecně  protínají ; 
vyňat  jest  toliko  případ,  kdy  jedna  z  přímek  leží  v  rovině 
normální  ke  společné  ose  obou  průměten,  o  kterémž  případě 
musí  se  rozhodnouti  zvlášť. 


~-^*. 


Obr.  280. 
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Obr.  281. 


Obr.  280.  —  Budiž  za  tím  účelem  přímka  kolmá  k  x  dána 
průměty  bodů  Ay  B\  druhá  přímka  budiž  p.  Kdyby  se  přímky 
ty  protínaly  v  bodě  V,  byly  by  Uzntf.AB  a  U"  =  p" . A"B" 
sdruženými  průměty  bodu  U;  body  ty  musily  by  vyhovovati 
rovnici  (iá'2í'ř7')  =  (4"fí"ř7").  Přenesme  opět  tyto  dělící  poměry 
na  touž  přímku  A  tím,  že  vedeme  na  př.  průměty  A',  B4  rovno- 
běžky k  p\  které  protneme  rovnoběžkami  v  jiném  směru  l  body 
-A",  resp.  B"  vedenými,  výhodně  rovnoběžkami  k  p"  v  bodech 
A0,  so>  j«st  tedy  A=4>#o-  Protne-li  p'  přímku  A  v  Č70,  protne 
rovnoběžka  bodem  U0  k  l  průmět  A"B"  v  bodě  U"  tak.  že 
£/',    XT"  jsou    sdružené   průměty   téhož  bodu  U  na  přímce  AB. 
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Kdyby  bod  U  ležel  též  na  p,  musil  by  bod  V"  splývati  s  bodem 
p^.A^B".  V  případě,  kdy  voliti  možno  l\\p",  protínají  se  tedy 
přímky  AB,  p  v  bodě  Í7,  jestliže  se  přímky  p\  p"  sekou 
na  přímce  A-  V  našem  případě  tedy  přímka  AB  přímku  p 
neprotíná,  a  ježto  s  ní  ani  není  rovnoběžná,  jsou  přímky  ty 
mimoběžné.  Protíná-li  AB  osu  x9  na  konstrukci  samé  ničeho  se 
nemění,  leč  že  přímka  A  prochází  bodem  x.AB. 

Obr.  281.  —  Jsou-li  obě  přímky  AB,  AXBX  v  téže  rovině 
kolmé  k  ose  x,  tu  se  přímky  ty  buď  protínají  v  konečnu  neb 
jsou  stejnosměrné,  o  čemž  rozhoduje  průmět  jejich  třetí. 

Nebo  stanovíme  body  ř/',  U"  tak,  aby  (A'B'U')  =  (A"B"U") 
&(A\B'ílj')  =  (A"tB'\Ut%  tu  bude  U  průsečným  bodem  přímek 
AB,  AtBx.  Za  tím  účelem  sestrojíme  podobně  položené  trojúhel- 
níky A'A"A01  B'B"B„  A\A%Ai0,   B\B\Bt0;    spojíme   A0    s  B0 

přímkou  A  a  i410,-B10  přímkou  Ai-  Vedeme-li  bodem  Í70=A«  Ai 
k  A'A^  A"A0  rovnoběžky,  protnou  nám  tyto  spojené  průměty 
přímek  v  bodech  U',  U'\  jež  vyhovujíce  podmínkám  právě 
uvedeným  jsou  průměty  bodu  hledaného  U. 

Jsou-li  zvláště  A*  Ai  rovnoběžné,  jsou  rovnoběžné  též 
přímky  AB,  AXBX. 

260.  Dvě  přímky  se  protínající  určují  rovinu,  proto  spojnice 
jejich  souhlasných  stop,  jsouce  stopami  roviny  této,  musí  se 
na  ose  průmětné,  sdruženým  průmětnám  společné,  v  konečnu 
nebo  v  nekonečnu  protínati.  Naopak  jestliže  se  spojnice  souhlas- 
ných stop  dvou  přímek  na  ose  protínají  nebo  8  ní  jsou  stejno- 
směrné, přímky  ty  leží  v  rovině  a  protínají  se;  nebo  jsou  k  sobě 
stejnosměrné,  jsou-li  průměty  jejich  stejnosměrné;  vyňaty  jsou 
tu  ovšem  případy,  jestliže  jedna  z  přímek  osu  protíná  nebo  když 
obě  přímky  osu  protínají,  kteréžto  případy  se  musí  zvlášť  vy- 
šetřiti. 

To  se  děje  tím,  že  buď  předešlým  způsobem  (258)  zkou- 
máme polohu  přímek  daných  nebo  že  sdružíme  jeden  z  průmětů 
s  dalším  průmětem  třetím;  pak  v  prvém  případě  spojnice  stop 
třetícli  se  musí  se  spojnicí  stop  v  průmětně  k  této  třetí  sdružené 
na  příslušné  ose  sdruženosti  protínati,  v  případě  druhém  průměty 
třetí  přímek  musí  splývati  v  jedinou  přímku  procházející  po- 
čátkem, mají-li  se  přímky  dané  protínati. 

Bez  pomoci  průmětu  třetího  rovněž  jako  v  případě,  kdy 
průsečíky  souhlasných  průmětů  daných  přímek  a,  b  nejsou 
přístupny,    postupujeme  tak,    že  spojíme  libovolné  dva  body  A 
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na  a,  B  na  b  přímkou  l  a  vyhledáme  jeden  bod  stopní  přímky 
této  na  př.  Li  (obr.  282.).  Protíná- li  přímka  a  osu  x  v  bodě  Am 
a  je-li  Bi  souhlasný  bod  stopní  přímky  i,  tu  máme-li  nejprv 
na  zřeteli  případ,  že  b  osu  x  neprotíná,  leží  přímky  a,  b 
jen  tenkrát,  ale  jistě  v  rovině,  když  body  Lj.  B^  Ai,u  leží 
na  přímce;  neboť  pak  přímky  í,  L\B\  se  protínají  v  bodě  Li7 
leží  tudíž  v  rovině,  a  v  roviuě  té  jsou  obsaženy  též  přímky 
b  =  BBi,  a  =  AAni,  poněvadž  každá  z  nich  spojuje  dva  body 
této  roviny.  Přímka  L{Bi  jest  stopou  roviny  ab.  V  obrazci  vy- 
jádřené  přímky  se  neprotínají,  ježto  L\B\  jde  mimo  bod  Am. 


Obr.  282. 


Kdyby  přímka  b  protínala  též  osu  x,  aby  přímky  ty  ležely 
v  rovině,  jest  nutno  a  postačí,  aby  bod  Li  ležel  též  na  x.  aby 
t&dy  přímka  l  protínala  též  osu  x. 

Konstrukci  tu  můžeme  mnohdy,  jsou-li  totiž  příslušné  body 
přístupné,  nahraditi  následující  konstrukcí  jednodušší  (obr.  283.). 
Zvolíme  přímku  l  jako  prve;  tehdy  leží  přímky  a,  b  tenkrát 
a  jen  tenkrát  v  rovině,  jestliže  body  -4m  =  a'.a",  Ffu  =&' .  6", 
Lilu'=zV  .1"  leží  na  téže  přímce.  Bod  Am  leží  v  rovině  totož- 
nosti, rovněž  jako  bod  T  a  bod  L.  Leží  tudíž  přímka  TL^  mající 
totožné  průměty  sdružené,  rovněž  v  rovině  totožnosti,  určujíc 
s  l  rovinu;  v  rovině  této  leží  též  přímka  6,  kdežto  přímka  a 
jen  tenkráte,  jestliže  přímka  LT  prochází  bodem  Am,  jinak 
přímkami  a,  b  nelze  položiti  rovinu.  V  obrazci  283.  přímka 
AuiTj"  protíná  přímky  Z',  l"  v  různých  bodech,  tak  že  přímka  TL 
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nemůže  bod  Am  obsahovati;  proto  se  přímky  a,  b  neprotínajf 
ani  v  konečnu  ani  v  nekonečnu. 

261.  Seznáme-li  dle  známek  uvedených  z  průmětů,  resp. 
stop  dvou  přímek,  že  nejsou  stejnosměrné  a  že  se  ani  nepro- 
tínají  v  konečnu,  jsou  přímky  ty  mimoběžué,  nemajíce  žádného 
bodu  společného.  Jmenovitě  není-li  ve  sdružených  průmětech  dvou 
přímek  spojnice  průsečíků  souhlasných  průmětů  kolmá  na  ose 
sdruženosti  aneb  neprotínají-li  se  spojnice  souhlasných  stop  na 
ose  sdruženosti  ani  v  konečnu  ani  v  nekonečnu,  soudíme  z  toho, 
že  přímky  ty  jsou  mimoběžné. 


Obr.  283. 

Máme-li  o  dvou  přímkách  mimoběžných  a,  6,  nebo  úsečkách 
na  nich  ležících,  o  kterých  můžeme  předem  říci,  že  pro  uvažo- 
vaný útvar,  v  němž  obě  leží,  jednu  sluší  považovati  za  patrnou 
a  jednu  za  zakrytou  vůči  druhé,  rozhodovati,  které  vzhledem 
k  dané  průmětně  máme  přisuzovati,  že  jest  patrná  a  které,  že 
jest  zakryta,  myslíme  si  přímku  promítající,  která  obě  přímky  a,  b 
protíná  v  bodech  A,  B. 

Přisuzujenie-li  útvarům  zobrazeným  patrnost  tak,  že  z  bodů 
Ay  B  považujeme  bod  A  za  patrný,  bod  B  za  krytý  nebo  naopak, 
tu,  co  má  platnost  pro  A  vzhledem  k  jB,  má  platnost  i  pro 
přímku  a  nebo  úsečku  na  ní  ležící  vzhledem  kiaco  má  platnost 
pro  2ř,  má  platnost  též  pro  přímku  b  aneb  úsečku  v  ní  obsaženou 
vzhledem  k  a. 

Obyčejně  předpokládáme  z  bodů  A,  B  za  patrný,  který 
na  přímce  promítající  AB  v  jejím  smyslu  záporném  ten  druhý 
předchází  (8). 
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Obr.  284.  —  Máme-li  na  př.  dány  přímky  a,  6,  určíme 
patrnost  vzhledem  k  Pí  pomocí  přímky  promítající  prvé,  jejíž 
průmět  první  jest  a'. b\  a  která  protíná  a  v  bodě  A,  b  v  bodě  B- 
poněvadž  zde  ve  smyslu  —  *  bod  A  předchází  před  bodem  U, 
přímka  a  jest  patrná,  přímka  b  zakryta.  Patrnost  vzhledem  k  Pn 
určíme  pomocí  přímky  promítající  druhé,  jejíž  průmět  drahý 
jest  a" .  b"  u  která  protíná  a  v  bodě  Ax  a  b  v  bodě  Bx ;  poněvadž 
ve  smyslu  —  y  zde  bod  BY  předchází  bod  Al,  proto  jest  přímka  b 
patrná,  přímka  a  zakrytou. 
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Obr.  284. 


Obr.  285. 


262.  Souhlasné  stopy  rovnoběžných  rovin  jsou  též  rovno- 
běžné. Naopak  jsou-li  obě  souhlasné  stopy  dvou  rovin  rovno- 
běžné, jsou  též  roviny  samy  rovnoběžné,  nejsou-li  stopy  ty 
stejnosměrné  s  osou^oběma  průmětnám  společnou,  v  kterémžto 
případě  podmínka  ta  nepostačuje  a  jest  nutno  ještě  vyšetřiti 
stopy  rovin  těch  do  některé  jiné  roviny,  která  s  osou  zmíněnou 
není  rovnoběžná,  na  př.  do  průmětny  třetí;  jsou-li  stopy  ty  rovno- 
běžné, jsou  rovnoběžné  i  roviny  dané. 

Obr.  285.  —  Výhodně  můžeme  pro  sdružené  průměty  použiti 
této  konstrukce  pomocné:  Zvolíme  jak  v  rovině  jedné  R  přímku 
r,  tak  v  rovině  druhé  S  přímku  5  kolmou  k  x,  ale  aby  obě  přímky 
neležely  v  téže  rovině  normální  k  ose.  Jsou-li  přímky  ty  rovno- 
běžné, protínají -li  se  tedy  přímky  UfoSi,  RnSn  na  x,  jsou  i  roviny 
samy  rovnoběžné.  Místo  abychom  volili  přímky  RiRii  a  SiSu 
kolmo  k  ose  sdruženosti,  můžeme  je  voliti  v  libovolném  směru, 
ale  tak,  aby  BiRu  II  SjSlh  Body  stopními  Rh  Rn  jest  totiž  určena 
přímka  r  v  rovině   R,   jejíž   průmět   šikmý   do   Pn  ve   směru 
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kolmém  k  rovině  totožnosti  jest  r°  =  jRiřřn.  Rovněž  body  stop- 
ními Si,  Sn  určena  jest  přímka  s  v  rovině  S,  jejíž  průmět  koso- 
úhlý ve  vytčeném  směru  promítání  jest  s°  =  SiSu*  Poněvadž 
r°||$°,  jsou  též  přímky  r,  s  rovnoběžné,  jestliže  mimo  to  spoj- 
nice R]Su  RnSn  souhlasných  stop  obou  přímek  se  protínají  na  x. 

Tím  jest  též  dáno  jednoduché  řešení  následující  úlohy. 

Jest  dána  rovina  R,  rovnoběžná  s  osou,  svými  stopami  ri,  rn 
<x  stopa  .?n||rii;  stopou  Sn  má  se  položiti  rovina  S  rovnoběžná 
*  rovinou  R. 

Obr.  285.  —  Jde  tu  o  určení  stopy  su  Vedeme  ve  sdružených 
průmětech  dvě  rovnoběžky,  z  nichž  první  nechť  protne  rj  v  bodě 
Ru  ru  v  bodě  Riu  druhá  nechť  protne  Su  v  bodě  Sn.  Spojíme 
-Bii  s5n  přímkou,  již  protneme  osou  x\  spojnice  bodu  průsečného 
s  bodem  Ri  protne  druhou  z  vytčených  rovnoběžek  v  bodě  Su 
jenž  náleží  již  hledané  stopě  sj. 


Obr.  286. 


Obr.  287. 


263.  Stopy  přímek  v  rovině  obsažených  leží  na  souhlasných 
stopách  roviny,  naopak  stopy  roviny  procházejí  souhlasnými 
stopami  každé  přímky  v  ní  obsažené. 

Přímka  a  rovina  jsou  rovnoběžné,  lze-li  v  rovině  sestrojiti 
přímku  k  dané  přímce  rovnoběžnou,  nebo  lze-li  danou  přímkou 
položiti  rovinu  k  dané  rovině  rovnoběžnou. 

Obr.  286.  —  Budiž  R  daná  rovina,  p  daná  přímka.  Spojnice 
p°  =  Pí  Pii  jest  kosoúhlý  průmět  přímky  k  orthogonálnímu 
sdružený. 

Veďme  tedy  přímku  q°  rovnoběžnou  s  pn  a  protínající  ri 
v  Qu  ?ii  v  Qn.  Přímku  tuto  považujme  za  kosoúhlý  sdružený 
průmět  přímky  g,  ležící  v  rovině E.  Poněvadž  q°  \\p°,  přímky  QiQu, 
PiPii  budou  rovnoběžné,  budou-li  se  spojnice  P\Qu  PuQn  pro- 
tínati na  ose  re,   ježto  spojnice  ty  jsou  pak   stopami  roviny  pq. 
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Obr.  287.  —  Jinak  se  přesvědčíme  o  tom,  zdali  p||R 
položíme-li  přímkou  ;>  rovinu  H  rovnoběžnou  s  osou  x.  Pro- 
tínají-li  se  stopy  souhlasné  obou  rovin  v  bodech  Qi,  Qn,  musí 
býti  QiQn  ||  PiPiij  aby  byla  přímka  p  s  rovinou  R  rovnoběžná. 
Neboť  je-li  přímka  p  rovnoběžná  s  rovinou  R,  tu  každá  rovina  H 
přímkou  položená  a  rovinu  R  protínající  protíná  ji  v  přímce  q  \\p ; 
proto  musí  též  průmět  q°  =  QiQn  přímky  q  býti  stejnosměrná 
sp°=PiPu. 

Jinak  ještě  se  můžeme  přesvědčiti  o  tom,  zdali  p||R,  když 
vedeme  (obr.  287.)  bodem  P\  přímku  rn  ||  ri,  bodem  Pu  přímku 
nulitu;  aby  p||R,  jest  nutno  a  postačí,  aby  se  přímky  ru,  rtu 
proťaly  na  x.  Neboť  přímkou  p\\R  *ze  položiti  rovinu  R,  ||R> 
a  ni,  rm  jsou  její  stopy. 

Jsou-li  průměty  sdružené  přímky  p  k  ose  antiparallelní, 
to  jest  uzavírají-li  s  ní  stejné  úhly  nestejných  smyslů,  přímka  p 
jest  rovnoběžná  s  rovinou  souměrnosti,  a  naopak,  neboť  pak 
přímka  libovolným  bodem  na  ose  rovnoběžně  k  p  vedená  leží 
v  rovině  souměrnosti  (254). 

Jsou-li  průměty  sdružené  přímky  p  k  sobě  rovnoběžné, 
přímka  jest  rovnoběžná  s  rovinou  totožnosti,  neboť  vedeme-li 
bodem  na  ose  průmětné  přímku  s  p  rovnoběžnou,  sdružené 
průměty  její  splývají  (254). 

264.  Stojí-li  přímka  p  kolmo  na  rovině  R,  stojí  též  prů- 
měty přímky  kolmo  na  souhlasných  stopách  roviny  (30).  Naopak 
stojí  li  ve  dvou  sdružených  průmětech  průměty  přímky  p  kolmo 
na  souhlasných  stopách  roviny  R,  přímka  sama  stojí  kolmo  na 
rovině,  poněvadž  tehdy  přímka  ta  stojí  kolmo  na  dvou  přímkách 
roviny  R;  vyňat  jest  ovšem  případ,  kdy  ri||rn||z,  v  kterémžto 
případě  nutno  ještě  připojiti  p"4  J_  **iit. 

Rovina,  jejíž  stopy  ri,  ru  jsou  souměrně  položeny  k  xy 
jest  normální  k  rovině  souměrnosti  a  naopak,  poněvadž  přímka 
n,  libovolným  bodem  na  x  ležícím  k  ní  normálně  vedená,  leží 
v  rovině  souměrnosti;  jsou  totiž  přímky  n'  J_  rj,  n,J  J_  ru  sou- 
měrně vzhledem  k  x  položeny. 

Rovina,  jejíž  stopy  n,  ru  se  stotožňují,  jest  normální  k  ro- 
vině totožnosti,  a  naopak  stopy  ve  sdružených  průmětech  pro 
rovinu  normální  k  rovině  totožnosti  splývají.  V  případě  tom 
totiž  sdružené  průměty  přímky,  libovolným  bodem  osy  x  k  ro- 
vině normálně  vedené,  rovněž  splynou,  tak  že  normála  ta  leží 
v  rovině  totožnosti. 
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Pro  roviny  kolmé  na  úhlopříínách  s,  čx,  fy,  t%  krychle, 
mající  hrany  rovnoběžné  k  osám  #,  y,  z  a  počátek  0  za  střed  (251), 
jsou  stopy  ve  sdružených  průmětech  buď  po  dvou  souměrné 
k  příslušné  ose,  nebo  spolu  splývají.  Je-li  průmět  první  sdružen 
s  druhým  a  třetím,  všechny  tři  stopy  roviny  kolmé  na  t%  splývají, 
pakli  průmět  druhý  je  sdružen  s  prvním  a  třetím,  všechny 
tři  stopy  pro  každou  rovinu  kolmou  k  ty  splývají  a  je-li  průmět 
třetí  sdružen  s  prvním  a  druhým,  stotožňují  se  stopy  každé 
roviny  kolmé  na  tfx- 

265.  Přímky  v  dané  rovině  stejnosměrně  s  rovinami  průmět- 
nými a  tedy  i  stejnosměrně  se  souhlasnými  stopami  roviny  vedené 
nazýváme  přímkami  hlavními,  a  tu  nazýváme  takovou  přímku 
hlavní  přímkou  prvou,  druhou  nebo  třetí  podle  toho,  se  kterou 
z  rovin  průmětných  jest  rovnoběžná.  Průmět  přímky  hlavní 
do  souhlasné  průmětny  jest  stejnosměrný  se  stopou  souhlasnou, 
kdežto  průmět  její  do  nesouhlasné  roviny  jest  rovnoběžný  s  pří- 
slušnou osou  průmětnou. 

Stopy  roviny  jsou  přímkami  hlavními  zvláštní  polohy; 
stotožňují  se  s  průměty  souhlasnými,  kdežto  nesouhlasné  prů- 
měty leží  v  příslušných  osách. 

Přímky  v  dané  rovině  kolmé  na  jejích  stopách  nazýváme 
přímkami  spádovými  roviny  a  to  prvními,  druhými  nebo  třetími, 
jsou-li  kolmý  na  stopě  prvé,  druhé  nebo  třetí.  Průměty  přímek 
spádových   jsou  kolmé   na  souhlasných    stopách    roviny  (19. 5). 

Některé  základní  úlohy,  vztahující  se  k  rovinám. 

266.  Úloha,  Dána  jest  rovina  R  svými  stopami  a  průmět  jeden 

1.  přímky  p  v  ní  obsažené, 

2.  bodu  B  v  ní  obsaženého; 

má  se  sestrojiti  průmět  sdružený  přímky  p,  resp.  bodu  B. 

1.  Obr.  288.  —  Budiž  dán  průmět  p\  Abychom  odvodili 
p",  uvažme,  že  přímka  p  protíná  přímky  ri,  rn  v  bodech  stop- 
ních Pí,  Pn;  při  tom  jest  Pi  =  jp'.ri,  a  P"i  jest  pata  kolmice 
s  Pí  na  x\  ježto  x  jest  průmětem  prvým  stopy  rn,  jest  P,n=p'.ác, 
a  Pii  leží  na  ordinále  bodem  Pn  vedené  a  na  rn.  Tím  jest  průmět 
p"  =  P"iPh  stanoven.  Z  konstrukce  jest  též  patrno,  jak  se  se- 
strojuje druhá  stopa  roviny,  jestliže  jedna  stopa  její  a  sdružené 
průměty  přímky  v  ní  obsažené  jsou  dány,  při  čemž  průměty 
přímky  musí  dány  býti  tak,  že  průsek  dané  stopy  se  souhlasným 
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průmětem  přímky  a  průsek  osy  x  s  jejím  průmětem  nesouhlas- 
ným leží  na  téže  ordinále. 

2.  Vedeme  bodem  B  libovolnou  přímku  v  rovině  dané ;  zna- 
jíce jeden  průmět  bodu  B,  vedeme  jím  souhlasný  průmět  přímky 
této  libovolně,  pak  odvodíme  průmět  její  druhý  dle  řešení  právě 
uvedeného;  tento  jest  pak  proťat  ordinálou  bodu  B  v  hledaném 
jeho  průmětu.  Výhodně  vedeme  bodem  B  místo  libovolné  přímky 
jednu  z  přímek  hlavních.  V  obrazci  289.  dán  jest  bod  B';  abychom 
vyhledali  B4\  myslili  jsme  si  v  rovině  R  bodem  B  vedenu 
přímku  rx  \\n;  tlí  jest  r\  ||  rj;  průmět  první  stopy  druhé  přímky 
rx  jest  x .  r\ ;  proto  ordinála  tímto  bodem  vedená  protne  ru  ve 
stopě  /řin;  přímka  r'\  prochází  stopou  tou  rovnoběžně  k  x  a  jest 
proťata  ordinálou  z  Bé  vedenou  v  bodě  žádaném  Bté. 


Obr.  288. 


Obr.  289. 


267.  Vloha.    Rozsouditi,  zdali  daný  bod  L  či  daná  přímka  l 
leží  v  dané  rovině  R. 

Sestrojíme  bod  B,  resp.  přímku  p  v  rovině,  jejichž  jeden 
průmět  jest  totožný  se  souhlasným  průmětem  bodu  L,  resp. 
přímky  l;  splývá-li  pak  též  průmět  sdružený  bodu  toho,  resp. 
přímky  této  se  souhlasným  průmětem  bodu  A,  resp.  přímky  lt 
leží  bod  L,  resp.  přímka  l  v  rovině  R,  jinak  tomu   není  tak. 

Úloha,  Sestrojiti  ze  sdružených  průmětů  bodu  B  a  z  jedné 
stopy  ri  roviny  bodem  tím  procházející  stopu  druhou. 

Mohli  bychom  (obr.  289.)  na  základě  konstrukce  266.  2* 
sestrojiti  průměty  r\>  rt\  přímky  hlavní  rx  s  danou  stopou 
souhlasné  a  tedy  i  stopu  její  R\ul  stopa  ru  spojuje  pak  Rm 
s  bodem  r\.x. 

Kdyby  dána  byla  místo  n  stopa  m,  mohli  jsme  též  po- 
užíti přímky  rx  ||  rx;  především  bychom  tu  vedli  r'\  \\  x  až  k  bodu 
Rtu  na  rn,  pak  r\  spojuje  patu   kolmice  8  Rm  na  x  spuštěné 


—  383  - 

s  bodem  B\  a  n  jest  rovnoběžka  bodem  x.ru  ku  ri1  vedená. 
Mohli  jsme  však  také  obdobně  řešení  pro  danou  stopu  rj  vésti 
zde  bodem  B  přímku  ra  rovnoběžně  s  danou  stopou  rn. 

268.  Úloha.  Sestrojiti  stopy  roviny  R,  procházející 

1.  dvěma  přímkami  ruznosměmými  nebo  stejnosměrnými  a,  6, 

2.  přímkou  a  a  bodem  A  mimo  ni  ležícím. 

3.  třemi  body  A,  B,  C,  které  neleží  na  téže  přímce, 

4.  přímkou  a  a  rovnoběžné  k  dané  přímce  g, 

5.  bodem  A  a  rovnoběžné  k  daným  přímkám  py  q 

1.  Spojíme  souhlasné  stopy  přímek;  ježto  bod  r\ .  rM  jest 
na  x>  postačí  sestrojení  pouze  tří  stop.  Nejsou-li  stopy  ty  všechny 
přístupny  nebo  není-li  žádná  z  nich  přístupna,  protneme  přímky 
ty  jednou  nebo  dvěma  vhodně  zvolenými  přímkami,  jichž  stopy 
jsou  přístupny.  Protínají-li  se  přímky  a,  b  na  ose  x  v  konečnu 
nebo  v  nekonečnu,  opět  zvolíme  libovolnou  přímku  jinou,  přímky 
a,  b  protínající,  jejíž  stopy  spojíme  se  zmíněným  bodem  na  ose  x. 

2.  Spojíme  libovolný  bod  L  přímky  a  s  bodem  A  přímkou 
l  nebo  vedeme  bodem  A  rovnoběžku  l  k  a;  pak  rovina  jest 
stanovena  přímkami  a}  l\  tím  případ  ten  jest  převeden  na  1.  Zvlášť 
můžeme  vésti  bodem  A  přímku  hlavní  r  roviny  R.  Nesouhlasný 
průmět  její  jest  rovnoběžný  s  osou  x  a  protíná  příslušný  průmět 
přímky  a  v  bodě,  jehož  sdruženým  průmětem  prochází  průmět 
přímky  hlavní  s  ní  souhlasný,  s  nímž  jest  příslušná  stopa  roviny 
rovnoběžná. 

Při  tom  budiž  podotčeno,  že  nazýváme  obecně  útvary  pro- 
mítající, stopy,  přímky  hlavní  aneb  vůbec  útvary  jsoucí  v  urči- 
tém vztahu  k  některé  průmětně  s  průmětem  nějakým  nebo  mezi 
sebou  souhlasnými  nebo  nesouhlasnými  podle  toho,  vztahují-li 
se  k  téže  průmětně  či  k  průmětnám  různým. 

V  obr.  290.  vedli  jsme  r"  ||  x.  Jest  tu  L"  =  r" .  a"  průmětem 
druhým  bodu  L  na  a  ležícího,  a  r*  jest  spojnicí  bodů  A',  L'.  Stopa 
r\  jest  rovnoběžka  k  r',  stopou  A\  přímky  a  vedená.  Ježto  stopa 
Au  není  přístupna,  sestrojena  stopa  #n  přímky  r;  stopa  rn 
spojuje  bod  r\ .  x  s  bodem  Bn. 

3.  Spojíme  jeden  z  bodů  s  body  ostatními  dvěma  přímkami 
nebo  vedeme  bodem  jedním,  na  př.  A,  rovnoběžku  l  ku  přímce 
BC  nebo  přímku  i,  která  BC  protíná,  čímž  jest  případ  ten 
převeden  na  1. 

4.  Úloha  ta  jest  zvláštním  případem  úlohy  2. ;  bod  A  jest 
tu  nekonečně  vzdáleným    bodem   přímky  q.   Spojíme  tedy  opět 
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libovolný  bod  L  na  a  s  bodem  A}  t.  j.  bodem  L  vedeme  rov- 
noběžku g,  ku  g;  tu  rovina  dána  jest  dvěma  různosměrkami 
«,  0! ;  máme  tedy  případ  1. 

5.  Úkol  ten  jest  zvláštním  případem  úkolu  3.,  když  body 
-B,  C  jsou  nekonečně  vzdálené  body  přímek  p,  resp.  q.  Spojíme 
tedy  A  s  body  těmi,  t.  j.  vedeme  bodem  A  přímky  p1  ||p,  g2  ||g, 
pak  rovina  jest  určena  přímkami  px,  qu  a  máme  tu    případ  1. 


Obr.  290. 


Obr.  291. 


269.   Úloha.   Sestrojiti  stopy  roviny  B,    která  prochází  daným 
bodem   B  a  jest  k  dané  rovině  A  =  a\au  rovnoběšná. 

Obr.  291.  —  Ježto  bude  b\  ||  ai,  &n  ||  au,  postačí,  sestrojíme-li 
vůbec  jediný  bod  na  některé  stopě  roviny  B.  Za  tím  účelem 
vedeme  bodem  B  rovnoběžku  k  některé  stopě,  třeba  62||an; 
i  jest  b"2 1|  au,  bé2 1|  x;  sestrojíme  stopu  prvou  jB2i  přímky  b% ;  pak 
jest  b\  stejnosměrka  k  a\  bodem  B2i  vedená,  a  bu  prochází  bodem 
bi.x,  rovnoběžně  s  au. 

Mohli  jsme  též  vésti  bodem  B  přímku  bx  ||ai,  určiti  její 
stopu  Bm ;  stopou  tou  jde  &n  rovnoběžně  s  au ;  potom  vedeme 
bi  bodem  bn.x  rovnoběžně  k  a\. 

Kdyby  oba  body  6"2 .  a?,  b\  .x  nebyly  v  mezích  roviny  stroj né 
přístupny,  zvolili  bychom  vhodně  některou  jinou  přímku  q 
v  rovině  A  a  vedli  bychom  s  ní  bodem  B  rovnoběžku. 

Je-li  rovina  A  rovnoběíná  s  xy  vedeme  v  ní  přímku  p  tak, 
aby  buď  průmět  p'  procházel  bodem  Bé  nebo  průmět  p"  bodem 
jB",  a  vedeme  přímku  q  bodem  B  rovnoběžně  s  j),  kteréhožto 
.způsobu  řešení  jsme  i  prve  mohli  použíti. 
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270.  Úloha.  Sestrojiti  jest  stopy 
roviny  R,  která  prochází  daným 
bodem  Rak  dané  přímce  p  jest 
normální. 

Přímky  stopní  rt,  ru  roviny 
R  jsou  k  souhlasným  průmětům 
přímky  p  pormální  (264);  ná- 
sledkem toho  můžeme  sestrojiti 
ty  přímky  hlavní  r2 1|  ri,  ra||rn 
roviny  R,  které  procházejí  jejím 
bodem  R. 

V  obr.    292.   sestrojili  jsme 

U\  r'\  !?">   r'all*i  stopa  rx  jde 
tu  stopou  Rn  a  jest  kolmá  ku  pé. 


Obr.  292. 


Průseky  rovin  s  rovinami  a  s  přímkami. 

271.  Sestrojme  průsečnici  p  dvou  rovin  A,  B  daných  stopami. 

Obr.  293.  —  První  stopa  Pí  přímky  p  musí  ležeti  jak  na 
stopě  prvé  roviny  A,  tak  na  stopě  prvé  roviny  B;  jest  tedy  Pi= 
ai.bj.  P"i  jest  patou  kolmice  s  Pí  na  x;  obdobně  jest  stopa 
druhá  Pu  průsečíkem  přímek  an,  bu ;  patou  kolmice  s  Pn  na  x 
jest  P'n.  Tím  jest  přímka  p  stanovena;  p4  =  -ftPn,  p"  =  PnP"i- 

Zvláštní  případy. 

1.  Dvě  souhlasné  stopy  daných  rovin  jsou  stejnosměrné. 
Tu  přímka  průsečná  jest  stejnosměrná  se  stopami  těmi,  což 

má  platnost  i  pro  průmět  její  souhlasný,  kdežto  druhý  průmět 
jest  stejnosměrný  s  osou  x. 

V  obr.  294.  jest  an  ||  &n;  prochází  tudíž  pé  bodem  f^  =  ai.6i 
rovnoběžně  s  a?,  p"  pak  patou  kolmice  8  Pí  na  z  rovnoběžně 
s  au  a.  in- 

2.  Obě  roviny  protínají  osu  x  v  témže  bodě  A. 

V  případě  tom  body  Pí,  Pn  přímku  průseěnou  p  ještě  ne- 
určují, ježto  spolu  splývají. 

Tu  obě  roviny  A,  B  protneme  pomocnou  rovinou  H,  bodem 
A  neprocházející ;  rovina  tato  protne  A  v  přímce  a,  B  v  přímce 
6,  a  průsečík  L  přímek  těchto  jest  dalším  bodem  přímky  p  =  AL. 

Za  rovinu  H  můžeme  zvoliti  průmětnu  třetí,  pak  jest 
£'"  se  Pm. 

J.  Sobotka:  Detkrlptirní  geometrie.  25 
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Obr.  295.  —  S  výhodou  zvolíme  H  rovnoběžně  s  jednou 
z  průměten;  třeba  s  Pu-  Tu  jest  Ai  =  H'  •  ai,  B\  =z  H' .  b\ ;  dále 
sestrojme  třeba  sdružený  průmět  kosoúhlý  a°,  ft°  přímek  a  a  i. 


Obr.  -294. 


Přímka  a°  jde  bodem  A\  rovnoběžně  s  au,  přímka  6°  bodem  B 
rovnoběžně  s  b\\.  Průmět  kosoúhlý  L°  bodu  L  jest  a°.6°;  ordinála 
bodu  tohoto  prochází  bodem  L°  a  protíná  H1   v  bodě  L\  ježto 


Obr.  295. 


bod  L  jest  v  rovině  H  obsažen ;  souřadnice  z  bodu  LXÍ  tedy  L"  H  a 
rovná  se  i  co  do  smyslu  Z/L°,  čímž  i  průmět  L"  jest  stanoven. 

Přímka  p  jest  spojnicí  bodů  A%  L. 

Zvláštní  případ  této  konstrukce  obdržíme,  jestliže  ve  sdru- 
žených průmětech  nesouhlasné  stopy  daných  rovin  se  stotožňují; 
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jestliže  tedy  ax  =  &n,  «n  =  bh  Tu  sezná váme,  že  přímka  p  leží 
v  rovině  totožnosti. 

Místo  abychom  volili  rovinu  H  rovnoběžně  s  některou 
rovinou  průmětnou,  můžeme  ji  voliti  jakožto  libovolnou  rovinu 
promítající,  třeba  promítající  do  Pí.  Tehdy  jest  -4i  =  H'  .  ai, 
Au  =  Au  .  au  a  Bi  =  H' .  h,  Bn  =  hu  .  &n;  dále  jest  sdružený 
průmět  kosoúhlý  pro  a  přímka  a°  =  AiAn,  pro  b  přímka  b°  =  BiBu. 
Ordinála  bodem  L0  =  a°  .  b°  vedená  protíná  H'  opět  v  L'  a  zase 
jest  i"Ha;  =  Zr'L°.  Místo  průmětu  šikmého  přímek  a,  b  mů- 
žeme sestrojiti  též  průmět  jejich  druhý,  čímž  obdržíme  L"  =  a" .  6". 
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272.  Konstrukcí  těchto  lze  patrně  užíti  též  tenkráte,  jsou-li 
stopy  rovin  rovnoběžné  s  osou  x. 

Přímka  p  prochází  bodem  L  a  jest  rovnoběžná  &  x.  Ostatně 
mohli  bychom  zde  vyjádřiti  též  průměty  třetí  rovin  a  tím  i  průmět 
třetí  p4"  =  ani .  &iii  přímky  p,  z  něhož  bychom  opět  p\  p"  od- 
vodili. 

Je -li  zde  (obr.  296.)  b\  =  au,  bn  =  ai,  vidíme  z  průmětu 
třetího,  že  i  zde  přímka  p  leží  v  rovině  totožnosti.  Týž  výsledek 
podává  prve  provedená  konstrukce  přímky  p  pomocí  libovolné 
roviny  promítající  H  rovněž.  Seče-li  H'  přímku  a"  v  bodě  £,, 
přímku  bn  v  bodě  L2  a  x  v  bodě  Hx,  jest  tu 

(£Mx £,, )  =  {AUA\LX\  (BxAiL,)  =  (B^Bnl*) ; 

dále  jest  podlonpně 

(^n4"iL1)=^uflx :  4Mi=£i#"i :  HxBtí=zB"iHx: -Bn^i=(#x^i£a)f 

25* 


—  388  — 

proto  jest  (HxAiLq)  =  (iř^ii,),  následkem  čehož  body  Lt,  I, 
splývají,  a  přímky  a",  6"  se  sekou  na  přímce  H'  =  a'  =  b'. 

Obr.  297.  —  S  výhodou  můžeme  zvoliti  H  JL  x,  aniž  musíme 
bráti  ku  pomoci  průmět  třetí,  určíme-li  průsek  přímek  a  =  H.  A, 
b  =  H .  B,  stanovených  stopami  prvními  a  druhými,  podle  kon- 
strukce (259).  Myslíme  si  za  tím  účelem  třeba  body  A\9  Bi,  A 'n, 
jB'ii  vedeny  rovnoběžky  v  libovolném  směru  a  body  -<£Mi,  B% 
Au,  Bu  rovnoběžky  s  osou  x,  a  mysleme  si  proťatu  každou 
z  první  řady  rovnoběžek  s  příslušnou  z  druhé  řady,  čímž  ob- 
držíme  body  -áir,   Bir,  .ánr,   Bar.    Vedeme  tedy  skutečně  body 


Obr.  298. 


H  .  x,  A\,  B\  tři  rovnoběžky;  první  z  nich  protíná  au  v  Aur,  in 
v  Buř;  pak  protneme  osu  x  druhou  v  bodě  Ave  a  třetí  v  bodě  -Sf- 
Přímky  AitAut,  BitBuz  se  protínají  v  bodě  Z7r,  jímž  vedeme 
rovnoběžku  ke  zmíněným  třem  rovnoběžkám,  která  protne  H' 
v  průmětu  Ué  bodu  ř7  =  a.6.  Bodem  V4  jde  tedy  p' ||r,  kdežto 
2?"||#  obsahuje  již  bod  Í7r,  ježto  jest  též  UrU"\\x.  Konstrukce 
té  užíti  lze  i  tenkráte,  jestliže  obě  roviny  A,  B  procházejí  týmž 
bodem  A  v  konečnu  na  ose  ležícím.  Tehdy  obdržíme  TP  obdobným 
postupem,  kdežto  Ou  jest  patou  kolmice  s  ř/r  na  H'/"  spuštěné 
a  p  =  AU. 

273.  Průsečné  body  souhlasných  stop  nejsou  přístupny. 
Obr.  298.  —  Položíme  jako  v  případě  2.  v  271  rovinu  pomoc- 
nou H  rovnoběžnou  s  jednou  průmětnou,  na  př.  s  Pí.  Ta  protne 
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rovinu  A  v  přímce  a,  jejíž  stopa  druhá  jest  Au  =  *n  •  H"  a  jejíž 
sdružený  průmět  kosoúhlý  a°  je  stejnosměrný  s  a\\  rovinu  B 
protne  v  přímce  ft,  jejíž  průmět  b°  jest  stejnosměrný  s  fa  a  pro- 
chází bodem  stopním  J?n=6n.H".  Bod  L=a.b  náleží  přímce 
P)  ordinála  bodem  L°=a°.b°  protíná  H"  ví"  a  L' H  * = jL"I<0. 
Opakováním  této  konstrukce  mohli  bychom  další  bod  přímky 
p  stanoviti.  Ale  stanovíme  raději  směr  její.  Můžeme  a°,  6°  po- 
važovati též  za  stopy  prvé  rovin  A,,  B,f  rovnoběžných  s  A, 
resp.  B.  Odvoďme  si  stopy  jejich  druhé  a,n  &in  a  patu  Q*u  kol- 
mice s  a, ii.  6,ii  na  x  spuštěné.  Přímka  p  jest  stejnosměrná  s  přím- 
kou g,  v  niž  se  roviny  A,,  Bx  protínají.  Proto  jest  p'  stejno- 
směrka  k  L°Q'n  bodem  Lé  vedená,  a  přímka  pté  jest  stejno- 
směrka  ku  přímce,  spojující  bod  a^-fan  s  bodem  x.LQL4\  ve- 
dená bodem  L". 

274.  Průsečnice  ty  s  roviny  dané  A  s  rovinou  totožnosti  a 
s  rovinou  souměrnosti. 

Obr.  299.  —  Vytkneme  si  libovolnou  přímku  a  v  rovině  A 
a  sestrojíme  její  bod  totožnosti  T  a  bod  souměrnosti  S.  Protíná-li 
A  osu  x  v  bodě  A%  jest  t  =  AT,  s  =  AS.  Výhodně  zvolíme 
opět  některou  přímku  hlavní  a  v  rovině  A;  zde  přímku  hlavní 
druhou.  Bod  27"  jest  průsečíkem  a' .  a" ;  rovnoběžka  aú  k  a", 
stopou  Aj  položená,  protíná  x  v  bodě  5°,  jímž  vedená  ordinála 
stanoví  na  a'  bod  S'9  na  a"  bod  £". 

Průseku  roviny  totožnosti  rovinou  danou  používáme  často, 
není-li  tato  přímo  dána  svými  stopami 

Tak  lze  určování  bodů  na  přímce  kolmé  k  x  pomocí 
přímky  A  (255)  anebo  bodu  průsečného  dvou  přímek  v  rovině 
kolmé  k  x  pomocí  přímek  A»  Ai  (259)  převésti  na  konstrukce 
prostorové  tím,  že  v  prvém  případě  položíme  přímkou  tou  ro- 
vinu rovnoběžně  s  nějakou  přímkou;  A  jest  společný  průmět 
prvý  a  druhý  přímky  její  průsečné  s  rovinou  totožnosti ;  v  dru- 
hém případě  klademe  oběma  přímkami  v  rovině  kolmé  k  x  po- 
mocné roviny  rovnoběžné  s  touž  přímkou  určitého  směru;  ro- 
viny ty  se  protínají  v  přímce  rovněž  téhož  směru,  procházející 
bodem  společným  obou  přímek  a  bodem  v  rovině  totožnosti, 
jehož  totožné  průměty  sdružené  jsou  dány  bodem  A  •  Au  kterýžto 
bod  je  společný  totožným  průmětům  oněch  přímek,  v  nichž  řečené 
pomocné  roviny  rovinu  totožnosti  protínají. 
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275.  Úloha.  Sestrojiti  průsečný  bod  P  tří  rovin  A,  B,    C. 

Roviny  ty  se  protínají  po  dvou  ve  třech  přímkách  c  =  A  .  B. 
b  =  A  .  C,  a  =  B  .  C,  které  mají  bod  P  společný. 

Obr.  300.  —  Sestrojme  nejprve  sdružené  průměty  kosoúhlé 
c°,  6°,  a°  přímek  těch.  Přímka  c°  spojuje  bod  "i  •  &i  s  bodem 
«n  •  &iii  přímka  b0  bod  <n  .  ci  s  bodem  au .  di.  Přímky  tyto  c9* 
b°  protínají  se  již  v  bodě  P°,  tak  že  třetí  přímku  nemusíme  se- 
strojovati. Dále  odvoďme  třeba  b";  průmět  ten  spojuje  bod  au  -  Cn 
s  patou  kolmice  s  aT.  c\  na  x  vztyčené  a  protíná  ordinál  u  bodem 
P°  vedenou  v  bodě  P";  bod  P  obdržíme  z  rovnosti  ?Ha;=:P'P. 


Obr.  299. 


Obr.  800. 


Konstrukce  tato  vede  nás  ke  známé  větě  o  perspektivních 
trojúhelnících,  kterou  jsme  (63)  již  dokázali.  Máme-li  v  rovině 
dva  trojúhelníky,  jichž  příslušné  strany  se  protínají  v  bodech 
téže  přímky,  můžeme  tuto  přímku  považovati  za  osu  x  a  dvě 
a  dvě  příslušné  strany  za  nesouhlasné  stopy  téže  roviny,  a  pak 
jsou  spojnice  příslušných  vrcholů  obou  trojúhelníků  kosoúhlé 
průměty  přímek  průsečných  takto  stanovených  tří  rovin  a  pro- 
tínají se  proto  v  jediném  bodě  P°,  kosoúhlém  průmětu  bodu 
prňsečného  rovin  A,  B,  C.  Tím  jest  správnost  věty  této  na  novo 
dokázána. 

Máme-li  naopak  dva  trojúhelníky  A{BiCi%  AtíBtlCii  v  ta- 
kové poloze,  že  se  přímky  A\Au}  BiBn,  CiCn  protínají  v  jediném 
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bodě  P°,  protínají   se  též  dvojice  příslušných    stran  ajzuBiC^ 

au  =  jBiiCii  ?    h  =  OiM,    bii  =  Cn^ii ;     ct  =  -Ai2?i,    cn  =  -án-Bu 
v  bodech  téže  přímky. 

Spojme  body  a\ .  au,  b\ .  bu  přímkou  #,  již  považujeme  za 
osu  průmětnou  pro  dva  průměty  sdružené ;  přímku  c°  =  C\Cn 
lze  považovati  za  průmět  kosoúhlý  k  nim  sdružený,  přímky 
průsecné  c  rovin  A,  B,  daných  sdruženými  stopami,  a  bod  P° 
lze  považovati  za  průmět  kosoúhlý  bodu  P,  na  přímce  c  ležícího. 
Dále  přímku  a°  =  AjAu  lze  považovati  za  sdružený  průmět 
kosoúhlý  přímky  a  v  rovině  A  bodem  P  jdoucí  a  přímku 
b°  =  jE?i2?ii  za  průmět  kosoúhlý  přímky  6,  v  rovině  B  bodem  P 
vedené.  Přímky  o,  b  se  protínají  a  leží  tedy  v  rovině  C;  proto 
se  přímky  ci  =  AiBi,  cn  =  AnBu  jakožto  stopy  této  roviny 
protínají  též  na  přímce  x.  Tím  jest  i  druhá  věta  o  perspektivních 
trojúhelnících  znovu  dokázána. 


Obr.  801. 


Obr.  302. 


276.  Sestrojení  průsečného  bodu  P  přímky  p  s  rovinou  R  danou 
stopami  rj,  rn- 

Obr.  301.  —  Přímkou  p  položíme  rovinu  pomocnou  L  a  stano- 
víme průsečnici  její  l  s  rovinou  E.  Bod  P  jest  průsečíkem  přímek  p 
a  l.  Bývá  výhodno  zvoliti  za  rovinu  pomocnou  L  jednu  z  rovin 
promítajících  přímky  p.  Je-li  na  př.  L  J_  Pí,  jest  V  =  p1  a  P"  = 
p".V\  z  čehož  i  P  plyne. 
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Nelze-li  průsečnici  l  s  pomocnou  rovinou  promítající  ob- 
držeti přímo,  stanovíme  ji  na  základě  další  konstrukce  pomocné, 
nebo  si  vytkneme  v  rovině  R  přímku  Z,  jejíž  jeden  průmět 
jest  totožný  se  souhlasným  průmětem  přímky  p;  na  tomto  prů- 
měte přímky  l  zvolíme  bod  jakožto  průmět  bodu  na  l  ležícího, 
a  pak  můžeme  známým  způsobem  odvoditi  průmět  jeho  drahý 
*a  tedy  též  druhý  průmět  přímky  l. 

V  obr.  302.  položili  jsme  přímkou  p  rovinu  promítající 
druhou  L,  určili  průsečnice  rovin  R,  L  s  rovinou  E||Pr,  prů- 
sečnice ty  protínají  se  v  bodě  E  přímky  i,  a  V  jest  spojnice  bodu 
E1  s  bodem  L'n.  Můžeme  též  na  V1  =  L"  vytknouti  si  bod  JE" 
jakožto  průmět  bodu  na  přímce  l  ležícího  a  sestrojiti  JE-,  čímž 
jest  přímka  V  =  E4L'n  opět  stanovena. 


Obr.  803. 


Obr.  303.  —  Je -li  přímka  p  kolmá  na  a?  a  dána  dvěma  body 
At  jB,  položíme  jí  rovinu  pomocnou  L,  na  př.  rovnoběžnou  s  rn, 
jejíž  průsečnici  l  s  rovinou  danou  stanovíme.  Protneme  roviny 
BaL  rovinou  totožnosti  T  v  přímkách  t,  resp.  tx  tím,  že  protneme 
některou  přímku  hlavní  druhou  rq  roviny  R  v  bodě  R  rovinou  T  ; 
přímka  t  spojuje  bod  R  s  bodem  ri.ru;  dále  protneme  přímky 
body  -4,  B  rovnoběžně  s  rn  vedené  rovinou  T;  spojnice  bodů 
průsečných  jest  tx.  Přímka  l  prochází  bodem  t .  *,  a  jsouc  stejno- 
směrná k  r^  jest  jím  stanovena,  čímž  jest  zároveň  bod  P  stanoven. 
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Posunování  a  vynechávání  základnice. 

277.  Mysleme  si  útvar  2,  jejž  promítáme,  posunut  ve  směru 
osy  y  o  délku  d  do  polohy  2A;  poněvadž  každý  bod  P  útvaru  £ 
posouvá  se  tu  ve  směru  přímek  kolmých  ku  Pn,  body  PA,  P 
a  tedy  i  útvary  -2A,  £  budou  míti  totožné  průměty  do  Pn.  Prů- 
měty do  Pí  se  ovšem  nebudou  stotožůovati.  Můžeme  však  zvoliti 
vzhledem  k  £^  novou  rovinu  P*i  1 1  Pí  za  průmětnu  prvou  tak, 
aby  průměty  útvaru  £  do  Pí  a  útvaru  £&  do  P*i  po  sdružení 
8  průmětem  společným  do  Pn  též  se  stotožůovaly.  Považujeme-li 
totiž  Pn  za  rovinu  stroj nou,  dosáhneme  toho  tím  způsobem,  že 
posuneme  Pí  o  délku  d  ve  směru  osy  z  v  souhlasném  smyslu, 
v  němž  jsme  ve  směru  osy  y  posunuli  útvar  £\  aby  přešel  do 
polohy  £fr  a  novou  polohu  roviny  této  béřeme  za  P*i.  Shodné 
průměty  rovin  Pí,  P*i  do  Pn  poskytují  totožné  průměty  útvarů 
£,  £A,  sdružené  k  £"  =  £"A. 

Obr.  304.  —  Abychom  správnost  toho  seznali,  mysleme  si 
body  PA,  P  rovinu  kolmou  na  ose  x,  protínající  x  v  bodě  X, 
přímku  z*  =  Pn.  P*i  v  bodě  X*  a  roviny  Pn,  Pii  P*i  v  přímkách  e1% 
V\  i  V*\  5  v  rovině  té  leží  body  P"  =  P"A,  dále  průmět  P\  bodu  P 
do  Pí  a  průmět  P*Ai  bodu  PA  do  P*i.  Přímka  PiP*Ai  jest  patrně 
kolmá  na  rovině  totožnosti  T.  Všechny  takové  přímky  Pif*Ai 
promítají  tedy  jak  Pí  tak  P*i  shodně  do  Pn;  proto  průměty 
P,  P*A  bodů  P,  PA,  ku  P"  =  P"A  sdružené,  splývají. 

Maji  tudíž  shodné  útvary  £%  £&  totožné  průměty  sdružené, 
jenom  že  jednou  jest  přímka  x,  po  druhé  přímka  x*  osou  sdru- 
ženosti. 

Rovněž  tak  mohli  jsme  £  posunouti  do  £x  ve  směru  osy 
z  o  určitou  délku  a  Pn  ve  směru  y  o  touž  délku  do  P*n  v  sou- 
hlasném smyslu,  zachovávajíce  Pí  za  průmětnu  společnou.  Od- 
vodíme-li  pak  shodné  průměty  rovin  Pn,  P*n  do  roviny  Pí,  ob- 
držíme v  této  totožné  průměty  sdružené  útvarů  -2",  £t.  Můžeme 
tudíž  říci: 

1.  Vzhledem  ke  sdruieným  průmětům  1.  a  2.  posunutí  osy  sdru- 
ženosti  ve  směru  osy  z  neb  y  přináleží  posunutí  útvaru  prostoro- 
vého o  touž  délku  v  souhlasném  smyslu  osy  y,  resp.  z  tak,  ze  se 
sdružené  průměty  změnou  tou  nemění. 

Obr.  305.  —  Místo  abychom  posunuli  útvar  £  a  jednu  z  prů- 
měten,  můžeme  si  mysliti  útvar  £  nezměněn  a  posunouti  obě 
průmětny  rovnoběžně  do  poloh  P[iJf  Ptnj.  Abychom  dospěli  opět 
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k  totožným  nebo  shodným  průmětům  sdruženým,  ať  již  promí- 
táme do  soustavy  Pí  J_  Pn  nebo  do  soustavy  P^  J_  Pro*  nntno 
voliti  roviny  Ptij,  P[nj  tak,  aby  se  protínaly  s  rovinou  totož- 
nosti v  téže  přímce  [ff]||#.  Abychom  to  seznali,  položme  opět 
bodem  P  rovinu  N  normální  k  x  a  protínající  x  v  bodě  X, 
[jt]  v  bodě  [X],  roviny  Pí  Pn,  Ppi.  P[ii]  v  přímkách  y,,  g1%  [y,], 
[jřj  a  rovinu  totožnosti  v  přímce  t.  V  rovině  N  leží  průměty 
Pí,  -Pii  do  rovin  Pí,  Pn.  jakož  i  průměty  P[i>  Pfn]  do  rovin 
P[ib  Pnu-  Dále  promítněme  shodně  Pí  do  Pn  a  P[i]  do  Pn  ; 
při  tom  se  promítá  Pí  do  P',  P[ij  do  Pt<]  a  obdržíme  v  Pn 
sdružené  průměty  2",  ±4  a  v  Pfn]  sdružené  průměty  -I["i,  -2™ ;  po- 
snneme-li  Pn  ve  směru  y,  až  splyne  s  P[iu,  pak  splynou  též 
tyto  dva  páry  sdružených  průmětů.  Promítali  jsme  shodně  do 
Pn,  Pmii  k  stejnému  výsledku  bychom  byli  zde  došli  promí- 
táním shodným  do  Pí  a  P(ij.  Můžeme  tedy  říci: 


N/*£' 


Obr.  304. 


Obr.  305. 


2.  Rovnoběžné  posunutí  osy  sdruženosti  přísluší  takovému  rovno- 
běžnému posunutí  rovin  průmětných,  při  němž  se  osa  x  posouvá 
v  rovině  totožnosti. 

Poznáváme  z  toho,  jedná-li  se  o  vzájemnou  polohu  útvarů 
prostorových,  nikoli  však  o  pevné  jejich  spojení  s  průmětnami,, 
že  můžeme 

1.  průměty  sdružené  útvaru  ve  směru  ordinál  libovolně 
posunouti, 

2.  osu  sdruženosti  ve  směru  ordinál  libovolně  posunouti* 
aneb  vytknouce  směr  ordinál  docela  ji  vynechati. 
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To  nám  umožňuje  sdružené  obrazy  grafické  útvaru  umí- 
stiti na  nákresně  jednak  tak,  aby  zasahováním  jednoho  obrazu 
do  obrazu  sdruženého  zřetelnost  a  přehled  nebraly  ujmy,  jinak, 
když  toho  omezenost  nákresny  vyžaduje,  tak,  aby  zaujímaly 
pokud  žádoucno  malou  plochu. 

278.  Posunutím  základny  se  tedy  sdružené  průměty  útvaru 
prostorového  provedenou  transformací  vyjádřenou  větou  1.  neb 
2.  odstavce  předešlého  nemění.  Útvary  stopní  arci  se  mění.  Avšak 
z  daných  průmětů  přímek  sestrojíme  jejich  stopy  a  tedy  též 
stopy  rovin  jimi  určených  pomocí  nové  základny  [x]  rovněž 
takovým  způsobem,  jako  pomocí  základny  původní. 


Obr.  306. 


Obr.  306.  —  Je-li  na  př.  přímka  p  dána  průměty  sdruženými 
p',  p",  kolmice  na  x  s  bodu  p"  .x  protíná  přímku  p'  v  Pí,  s  bodu 
p\x  přímku  p"  v  bodě  Pn,  rovněž  tak  protíná  kolmice  k  [x] 
s  bodu  p" .  [x]  přímku  p'  v  stopě  P^j,  s  bodu  p'  •  [x]  přímku  p" 
v  stopě  P[H].  Souvislost  těchto  stop  můžeme  takto  vyjádřiti. 

Považujeme-li  bod  p' .p"  za  střed  podobné  polohy  dvou 
útvarů,  v  níž  přímce  x  přísluší  přímka  [rr],  polohou  tou  příslušejí 
stopám  Pí,  Pii  stopy  Pra,  Pm. 

Obdržíme  tedy  nové  stopy  PCi],  P[ii]  z  daných  stop  Pí,  Pn 
tím,  že  spojíme  bod  x.PiPn  s  bodem  pá  .p"  a  spojnici  protneme 
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přímkou  [z] ;    rovnoběžka,   bodem  průsečným  ku  PiPu  vedená, 
protíná  p'  v  stopě  Ppj,  p"  v  stopě  Pm\. 

Obr.  307.  —  Je-li  dána  rovina  R  stopami  rj,  rn,  obdržíme 
nové  stopy  její  rtij,  rtn]  jodnoduge  tím,  že  stanovíme  vzhledem 
k  [x]  stopy  .Ricii],  fti  rn  přímek  ri,  rn  určených  sdruženými  prů- 
měty rh  r^zzix,  resp.  r'n  =  ar,  rn;  pak  jde  r^j  bodem  Uncn 
rovnoběžně  k  n  a  r[U]  bodem  .Sípu   rovnoběžně  k  rn. 


Neb  soudíme  naopak :  rm  jest  přímka  hlavní  prvá  roviny 
R  vzhledem  ku  Pí;  průmět  její  druhý  jest  r'\n  =  [x]i  vyhledáme 
její  průmět  prvý  pomocí  stop  #tf  rn.  Stopa  druhá  přímky  r^q 
v  soustavě  průmětné  původní  jest  tedy  r"[i].rn;  průmět  její 
první  je  tedy  pata  kolmice  s  bodu  1  =  (Xj.rn  na  x\  patou  touto 
prochází  tudíž  rfo  =  r^j.  Obdobným  úsudkem  bychom  obdrželi 
rcn]-  Přímka,  spojující  body  ai.an>  a[«.«[n]i  jest  samodružným 
průmětem  přímky  totožnosti  pro  rovinu  R. 

Vynecháváme-li  při  sdružených  průmětech  osu  sdruženosti, 
nemůžeme  vyjadřovati  přímku  a  rovinu  stopami,  nýbrž  vyjadřu- 
jeme onu  dvěma,  tuto  na  př.  třemi  libovolnými  body;  ona  jest 
stanovena  svými  průměty  sdruženými,  tato  sdruženými  průměty 
dvou  v  ní  ležících  přímek. 

Proveďme  dle  provedených  úvah  několik  úloh,  dříve  po- 
mocí stop  řešených. 

279.  Úloha.  Sestrojiti  průsečík  P  přímky  p  8  rovinou  danou 
dvěma  přímkami  a,  b. 
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Obr.  308.  —  Přímkou  p  položíme  rovinu  promítající,  na  př. 
promítající  první,  ustanovíme  její  průseky  A,  B  s  přímkami  a, 
6,  při  čemž  A'  =  a'  .p',  B*  =  6'.p';  A"  a  B"  jsou  na  a",  resp. 
b"  a  na  příslušných  ordinálách.  Tím  jest  stanovena  přímka  AB, 
v  níž  rovina  promítající  rovina  ab  protíná.  Pro  bod  P  obdržíme 
pak  P"  =  4"£".p",  z  něhož  pak  plyne  P\ 


Obr.  808. 


Obr.  809. 


Jestliže  ani  první  ani  druhá  rovina  promítající  jednu  neb 
obě  z  přímek  a,  h  neprotíná  v  bodech  přístupných,  sestrojíme 
jednu  nebo  dvě  další  přímky  v  rovině  dané  tak,  aby  průsečné 
body  její  alespoň  s  jednou  z  těch  rovin  byly  přístupny.  V  pří- 
padě tom  můžeme  též,  jsou-li  průseky  roviny  ab  a  přímky  p 
s  rovinou  totožnosti  přístupny,  použíti  jich  výhodně  tím,  že 
přímkou  p  položíme  rovinu,  rovnoběžnou  8  některou  přímkou 
roviny  ab. 

V  obr.  309.  máme  vyjádřenu  spojnicí  bodů  a!  .a",  bé  .b" 
přímku  t,  v  níž  rovina  ab  protíná  rovinu  totožnosti.  Na  p  jsme 
zvolili  bod  E  tak,  že  E"  =  p" .6",  a  vedli  jsme  bodem  tím 
přímku  e\\b.  Tak  obdržíme  rovinu  pe,  protínající  rovinu  totož- 
nosti v  přímce  tu  vyjádřené  spojnicí  bodů  p,.p,\  e* .e".  Budiž 
bod  D  společný  přímkám  t}  tv  Roviny  aby  pe  protínají  se  v  přímce 
stejnosměrné  s  b  a  bodem  D  procházející.  Přímka  ta  protne 
p  v  žádaném  bodě  P. 
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280.  Úloha.  Sestrojiti  průsečnici  p  dvou  rovin  A,  B,  0  nichž 
každá  vyjádřena  jest 

í.  průměty  dvou  přímek, 

2.  jednou  přímkou  a  jedním  bodem. 

1.  Budiž  A  =  a&,  B  =  cd.  Z  přímek  a,  i,  c,  d  vyvolíme  si 
dvě  a  určíme  pomocí  rovin  promítajících  dle  úlohy  právě  řešené 
průsek  každé  z  nich  s  rovinou,  v  níž  sama  neleží.  Obdržíme  takto 


Obr.  310. 


dva  body  přímky  hledané.  Neprotínají-li  ani  průměty  prvé,  ani 
druhé  jedné  neb  obou  přímek,  jež  takto  voliti  lze,  souhlasné 
průměty  ostatních  dvou  přímek  v  bodech  přístupných,  volíme 
libovolnou  jinou  rovinu  promítající,  jíž  dané  roviny  protneme. 
V  obr.  310.  položili  jsme  s  výhodou  bodem  a4t.c"  rovinu 
promítající  druhou,  rovnoběžnou  s  přímkou  EF,  jestli  7?=a.  6, 
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F=.c.d.  Rovina  ta  protíná  rovinu  A  v  přímce  ft,  rovinu  B 
v  přímce  l  a  k.l  jest  jeden  bod  přímky  p.  Rovnoběžky  fc,  bodem 
E  ke  h  a  lx  bodem  F  kl  protínají  se  v  dalším  jejím  bodě  A-,  .ř,. 

2.  Budiž  A  =  a-4,  B  =  bB.  Obecně  vedeme  bodem  A  přímku, 
která  protíná  přímku  u  aneb  s  ní  jest  rovnoběžná,  a  bodem  B 
přímku,  která  protíná  přímku  b  aneb  s  ní  jest  rovnoběžná,  čímž 
případ  ten  jest  převeden  na  předcházející. 

Můžeme  též  postupovati  takto:  Položíme  body  -4,  B,  dvě 
souhlasné  a  rovnoběžné  promítající  roviny  La,  L^,  protínající 
přímku  a  v  bodech  Aaj  Ap,  přímku  b  v  bodech  Ba,  Bp.  Rovina  A 
protíná  prvou  rovinu  v  přímce  aa  =  AAa,  rovinu  druhou  v  přímce 
ap  s  ní  rovnoběžné,  jdoucí  bodem  Ap.  Rovina  B  protíná  Lp 
v  přímce  bpzzzBBp  a  La  v  přímce  ba\\bp  a  bodem  Ba  jdoucí. 
Tím  jest  přímka  p  stanovena,  ježto  spojuje  bod  aaba  s  bodem 
ap .  bp. 

Mohli  jsme  též  body  A,  B  položiti  rovinu  promítající  L, 
stanoviti  její  body  průsečné  A%  s  a,  Bx  s  B,  tu  jest  AAí.BBl 
jedním  bodem  přímky  p;  druhý  bod  obdržíme,  protneme-li  ro- 
viny A,  B  nějakou  rovinou  s  L  rovnoběžnou,  která  na  př.  pro- 
chází průsekem  průmětů  přímek  a,  6,  souhlasných  s  rovinou  L, 
v  přímkách  aY  \\  AAU  bx  \\BBX. 

281.  Úloha.  Sestrojiti  jest  příčku  p  dvou  přímek  a,  b  mitno- 
běšných,  procházející  daným  bodem  C. 

Příčka  žádaná  jest  průsečnicí  rovin  Ca,  Cb. 

Jsou-li  průseky  s  rovinou  totožnosti  přístupny,  vedli  bychom 
s  výhodou  bodem  C  přímky  ca||a,  c^||6;  tehdy  spojnice  bodů 
a4  .a*\  c4a-c"a  vyjadřuje  průsek  ta  roviny  Ca  s  rovinou  totož- 
nosti a  spojnice  bodů  6'. 6",  c'p.cé,p  průsek  tp  roviny  Cb  s  ro- 
vinou   totožnosti.   Přímka    hledaná  spojuje    pak   bod    ta.tpsC 

Jinak  lze  úlohu  řešiti  takto: 

Ustanovíme-li  průsek  B  přímky  b  s  rovinou  Cay  jest  p 
spojnicí  bodů  C,  B\  neboť  spojnice  tato  obsahuje  dva  body 
roviny  Ca,  proto  leží  v  ní  zcela,  následkem  čehož  protíná  též  a. 
Vedeme-li  tedy  na  př.  bodem  C  rovnoběžku  a,  s  a,  máme  tu  se- 
strojiti bod  společný  přímky  b  s  rovinou  aa^  což  jest  úloha 
známá  (279). 

Obr.  311.  —  Nebo  stanovíme  průsek  B  přímky  b  s  rovinou 
Ca  tím,  že  vedeme  bodem  C  přímku  w,  jejíž  jedeu  průmět  jest 
rovnoběžný  se  souhlasným  průmětem  přímky  b  a  jež  protíná 
přímku  a   v  bodě  Ax,   pak   klademe   přímkou  b   též  souhlasnou 
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rovinu  promítající,  která  protne  a  v  bodě  Aq  a  rovina  Ca  =  ma 
v  přímce  w  ||  ro.  Tehdy  jest  B=b.  n.  Vzhledem  k  obrazci  položili 
jsme  m"\\b"  a  body  A!\=a".m",  A\  =  a" . b"  vedli  jsme 
ordinály,  které  protínají  a'  v  bodech  A'u  A'q;  pak  jest  n'  rovno- 
běžka bodem  A\   k  A\C*  vedená. 

Může  se  státi,  že  bod  přímky  p,  který  některým  z  uvede- 
ných způsobů  obdržíme,  jest  poměrně  blízko  bodu  C,  tak  že 
grafické  vyjádření  jeho  spojnice  s  C  stává  se  nejistým.  V  ta- 
kovém případě  provedeme  konstrukci  tak,  že  protneme  roviny 
Ca,  Cb  dvěma  rovnoběžnými  a  souhlasně  promítajícími  rovinami, 
jež  zvolíme  v  dostatečné  vzdálenosti  od  sebe  tak,  aby  jedoa 
z  nich  procházela  bodem  C. 


Obr.  811. 


Cloha.  Sestrojiti  jest  příčku  p  dvou  přímek  mimóbiiných  a,  i. 
rovnoběinou  s  danou  přímkou  c. 

Položíme  přímkami  a  a  b  roviny  A,  resp.  B,  rovnoběžné 
se;  prťisekem  jejich  jest  přímka  hledaná;  nebo  položíme  přímkou 
a  rovinu  A  rovnoběžnou  s  c,  kterou  protneme  přímkou  b;  rov- 
noběžka s  c,  bodem  průsečným  vedená,  jest  přímkou  žádanou. 


282.  Úloha.  Dány  jsou  tři  přímky  a,  ft,  c  navzájem  mimobišné; 
sestrojiti  jest  rovnoběžnostěn,  jehož  tři  hrany  leží  na  těchto  přímkách. 

Obr.  312.  —  1.  Stěny  rovnoběžnostěnu  obdržíme,  položíme-li 
každou  z  přímek  daných  dvě  roviny  rovnoběžné  s  přímkami 
ostatními;  každá  z  rovin  těch  jest  s  jednou  z  nich  rovnoběžná 
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a   ostatními   proťata  v  rovnoběžníka   omezujícím  jednu   stěnu 
rovnoběžnostěnu  žádaného. 

2.  Můžeme  stanoviti  tři  přímky,  z  nichž  každá  jest  s  jednou 
z  daných  rovnoběžná  a  ostatní  dvě  protíná,  tedy  přímku  a,  \\a 
protínající  ft,  c,  přímku  6,  \\b  protínající  o,  a  a  konečně  přímku 
ci  II c  protínající  a,  b.    Obdržíme  takto   šest  přímek,  tvořících 


Obr.  312. 


prostorový  šestiúhelník.  Strany  šestiúhelníka  toho  jdou  po  sobě 
v  následujícím  pořádku  a,  c,,  6,  a„  c,  ft,f  a  vrcholy  jeho  jakožto 
průseky  po  sobě  jdoucích  hran  označme  -4,  C,,  S,  4,,  C,  2ř,, 
kde  značíme  .á  =  a.c,,  C,  =  c,  .6,  .  .  .  Vrcholy  ty  jsou  zároveň 
vrcholy  rovnoběžnostěnu.  Strany  ty  můžeme,  zachovávajíce  po- 
řádek pro  ně  právě  vyznačený,  uspořádati  ve  dvakráte  tři  dvo- 
jice, totiž  ac,,  bal%  cbx  a  Cjft,  axc,  bxa.  Roviny  prvních  tří  dvojic 

J.  Sobotka:  DMkrlpttnii  geometrie.  26 
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protínají  se  v  bodě  2ž,  roviny  druhých  tří  dvojic  protínají  se 
též  v  jednom  bodě  S.  Body  ty  jsou  dalšími  vrcholy  rovnoběžno- 
stěnu, a  průsečnice  rovin  ac1)  bax,  cbx  jsou  hranami  rovnoběžno- 
stěnu, z  bodu  Ji  vycházejícími,  a  průsečnice  rovin  c,6,  a,c,  lx* 
jsou  hranami  jeho,  z  bodu  S  vycházejícími. 

3.  Konstrukci  můžeme  pohodlně  tímto  způsobem  provésti. 
Položíme  nejprve  přímkou  c  rovinu  L  rovnoběžnou  s  b  a  stano- 
víme její  průsek  Bx  =6,. a  s  a;  pak  položíme  přímkou  b  rovinu  L1: 
rovnoběžnou  se,  a  stanovíme  její  průsek  A  —  a.cx  s  přímkou  a, 
Za  tím  účelem  zvolili  jsme  na  c  bod  L  tak,  že  L'=c'.l\ 
a  vedli  jsme  bodem  tím  přímku  /^  II  6»  pro  niž  jest  Vpz=.b\ 
Jest  tedy  L  =  clp.  Abychom  určili  průsek  přímky  asL,  položili 
jsme  jí  rovinu  promítající  druhou,  která  protne  c  v  bodě  1, 
1^  v  bodě  2. 

Přímka  12  protíná  tedy  přímku  a  v  bodě  Bl  =L .  a.  Rovina  Lx 
jest  rovnoběžná  s  L  a  proto  protne  rovinu  promítající  druhou, 
přímkou  a  položenou,  v  přímce  rovnoběžné  s  přímkou  12  a  pro- 
cházející bodem  3,  v  němž  přímka  b  v  L,  obsažená,  vytčenou 
rovinu  promítající  protíná.  Rovnoběžka  ta  protne  tudíž  a 
v  bodě  A. 

Bodem  A  jde  přímka  c,  ||c,  bodem  Bx  přímka  6,  ||  6,  prvá 
protne  b  v  bodě  C,t  druhá  c  v  bodě  C.  Tu  můžeme  již  v  ro- 
vině B%ACX  sestrojiti  rovnoběžník  BXACXR  a  v  rovině  ABXC 
rovnoběžník  AB1CS,  čímž  obdržíme  další  dva  vrcholy  R,S.  Dále 
můžeme  sestrojiti  v  rovině  RBX  C  rovnoběžník  RBX  CAX  a  v  ro- 
vině SACX  rovnoběžník  SACX  B.  Tím  dospějeme  konečně  k  vrcho- 
lům Au  B  rovnoběžnostěnu,  určujícím  přímku  a,. 

Kdyby  se  bylo  jednalo  ještě  pouze  o  přímku  o,,  sestrojili 
bychom  na  př.  v  rovině  BXACX  bod  JB  a  v  rovině  BBXC  bod 
Ax,  jenž  již  hledané  přímce  ax  přináleží. 

4.  Sousední  vrcholy  A,  S,  C  bodu  S  tvoří  trojúhelník; 
sousední  vrcholy  Aly  Bt9  Cx  bodu  B  tvoří  trojúhelník  s  ním 
shodný;  příslušné  strany  těchto  trojúhelníků  se  sobě  rovnají  a 
jsou  rovnoběžné,  proto  jsou  též  roviny  ABC,  AtBxCx  rovnoběžné. 
Úsečka  CXS  jest  úsečkou  AB  rozpůlena;  bod  půlící  úsečky  CXS 
leží  tedy  v  rovině  ABC.  Z  toho  plyne,  že  body  8  a  C,  od  roviny 
ABC  mají  stejnou  vzdálenost,  ale  ve  smyslech  různých.  Proto 
rovina  ^LBCmá  od  roviny  A18lCt  stejnou  vzdálenost  jako  bod  5 
od  roviny  ABC.  Obdobně  soudíme,  že  rovina  A1BÍCÍ  od  roviny 
ABC  má  stejnou  vzdálenost  jako  vrchol  B  od  roviny  AlB1Cl. 
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Následkem  toho    roviny  ABC,  A1B1C1    dělí   úhlopříčnu   SB  na 
tři  stejné  díly.  Z  toho  plyne  věta: 

V  rovnoběžnostěnu  Jcaídá  tíhlopřična  jest  rozdělena  ve  tři  stejné 
díly  rovinami,  z  nichž  jedna  spojuje  vrcholy  na  hranách  vycháze- 
jících z  jednoho,  druhá  z  druhého  koncového  bodu  úhlopříčny. 


Sestrojování  délek  a  odchylek ;  sklápěni. 

283.  Úloha.  Sestrojiti  délku  úsečky  AB,  dané  sdruženými 
průměty  A'B\  AnB4\  a  odchylky  a,  p  přímky  AB  od  obou  průměten. 

1.  Je-li  úsečka  rovnoběžná  s  jednou  průmětnou,  promítá  se 
do  ní  v  pravé  velikosti,  a  průmět  ten  uzavírá  s  x  úhel,  rovnající 
se  odchylce  přímky  od  průmětny  druhé. 

2.  Obr.  313.  —  V  obecném  případě  mysleme  si  rovinu, 
promítající  úsečku  AB,  do  jedné  z  průměten  sklopenou.  Sestrojme 
na  př.  sklopení  (AB)  do  Pn.  Přímky  promítající  bodů  A,  B  přejdou 
po  sklopení  do  poloh  A"  (A),  B"  (B)  normálních  k  A"B'\  a  úsečky 
A"  {A),  B"(B)  rovnají  se  souřadnicím  y  bodů  A  a  JB,  při  čemž  se 
bere  zřetel  na  smysl ;  úsečky  ty  mají  tedy  délky  A'AXJ  resp.  B'BT. 
Jest  proto  (A)(B)  délka  úsečky  AB  a  úhel  0  =  <  J3"Pn(J3) 
jest  odchylkou  přímky  p  =  AB  od  průmětny  druhé,  při  čemž 
Pn  =  A^B" .  (A)  (B).  Obdobně  jsme  si  mohli  počínati  vzhledem 
ku  průmětně  prvé. 

3.  Obr.  313.  —  Sestrojíme  pravoúhlý  trojúhelník,  jehož 
jedna  odvěsna  rovná  se  délce  jednoho  průmětu  úsečky,  druhá 
algebraickému  rozdílu  vzdáleností  jejích  koncových  bodů  A,  B 
od  souhlasné  průmětny;  pak  přepona  trojúhelníka  toho  rovná 
se  pravé  délce  úsečky  AB  a  úhel,  jejž  přepona  uzavírá  s  od- 
věsnou, rovnající  se  zmíněnému  průmětu,  podává  odchylku 
přímky  AB  od  souhlasné  průmětny. 

Myslíme-li  si  totiž  na  př.  rovinu  Pí  posunutu  rovnoběžně 
do  polohy  P*i,  procházející  jedním  z  bodů  A,  J5,  na  př.  bodem 
A,  a  protínající  přímku,  která  promítá  bod  B  do  Pí  v  bodě  C, 
zvolíme-li  potom  rovinu  P*i  za  průmětnu  prvou  a  sklopíme-li 
do  ní  rovinu,  kterou  se  AB  do  Pí  promítá,  jest  pro  sklopení 
[B]_bodxi_J}  délka  WlffizízCW;  dále  jest  [A]  =  A\  tedy 
A'[B]  =  AB,  kdežto  «  =  <  B'A'[B]  jest  odchylka  přímky  AB 
od  P*i  a  tedy  i  od  Pí. 

26* 
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Mohli  jsme  si  tu  též  představiti,  že  trojúhelník  pravoúblr 
ACB  otočíme  kolem  odvěsny  AC,  až  rovina  ACB  přijde  do  po- 
lohy rovnoběžné  s  Pí. 

4.  Obr.  314.  —  Na  místě  abychom  sestrojili  trojúhelník 
A'B\E\  v  průmětně  prvé,  můžeme  pohodlně  sestrojiti  trojúhelník 
s  ním  shodný  v  průmětně  druhé.  Naneseme  na  C"A"  délku 
'Cn\C]=^B*\  ježto  jest  B"C"  =  *b  -  *a,  proto  jest  v  trojúhel- 
níku C'B"[Ó]  přepona  JB"[C]  rovna  AB  a  a  =  <  C"[C]B4'. 
Obdobně  můžeme  přímku  B'B"  protnouti  v  Dé  kolmicí  k  ní  s  A' 
spuštěnou  a  nanésti  na  kolmici  tu  D\D)  =  A"B'\  tehdy  jest 
v  pravoúhlém  trojúhelníku  D'B'(D)  délka  B*{D)  též  rovna  AB 
a  úhel  Z)'(Z))2Í'  rovná  se  odchylce  0. 


Obr.  313. 


Obr.  314. 


K  trojúhelníku  C"B"[C\  můžeme  dospěti  též  tak,  že  oto- 
číme úsečku  AB  kolem  přímky,  která  promítá  jeden  z  jejích 
koncových  bodů,  zde  bod  B  do  Pí  potud,  až  se  stane  přímka 
AB  rovnoběžnou  s  Pn-  Při  otáčení  bod  B  se  nemění,  a  bod  A 
popisuje  kružnici,  mající  bod  C  za  střed  a  délku  AG—  AéB'  za 
poloměr.  Je-li  AB  v  poloze  otočené  -áAB||  Pn,  jest  CA&\\x. 
tedy  též  B'A'A\\x  a  C"A"&  =  A'B'.  Průmět  druhý  otočené  po- 
lohy BA&  podává  pravou  délku  úsečky  AB  a  úhel  C4A,4^B 
odchylku  její  «. 

Obdobně  jsme  mohli  otočiti  AB  kolem  přímky,  která  pro- 
mítá jeden  z  bodů  -4,  B  do  Pn. 

Úloha.    Na  přímku  p,    danou   sdruženými   průměty,    nanésti 
od  určitého  bodu  jejího  A  danou  úsečku  d  =  AR. 

Zvolíme  na  p  další  bod  B  a  určíme  dle  jednoho  ze  způsobů 
právě  uvedených  pravou  délku   úsečky  AB,   na  niž   přeneseme 
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délku  AR  =  d  v  jednom  nebo  drahém  smyslu.  Průměty  sdružené 
bodu  R  vyplývají  pak  z  relací  (A'B'R')  =  (A"B"R")  =  (ABR). 
Kdybychom  tedy  na  př.  v  obr.  314.  nanesli  na  B"[C]  délku 
[B]  [R]  =  d,  pak  rovnoběžka  bodem  [K]  k  x  vedená  seče  A"B" 
v  bodě  22". 

284.  Sestrojeni  odchylek  nu  *r2  přímky  p,  dané  sdruženými  prů- 
měty p\  jp",  od  průměten. 

Obr.  315.  —  Sestrojení  to  převedeme  na  úlohu  předešlou, 
jestliže  si  na  p  zvolíme  libovolnou  úsečku.  Jednoduché  sestrojení 
poskytuje  úsečka,  omezená  body  stopními  Pí,  Pn  Otočme  p 
kolem  PnPn,  až  zapadne  do  Pn  v  poloze,  vyjádřené  v  PnPi&- 
Při  tom  popíže  Pí  kružnici  kolem  P*n,  a  Pi&  je  průsek  její  s  x. 
Tehdy  jest  <  P^Pia^ii  =  *i- 


Obr.  315. 


Potom  otočme  přímku  p  kolem  PiP"i,  až  zapadne  do  Pí 
v  poloze  PiPiia;  pW  *om  popíše  Pn  kružnici  kolem  P"i,  pro- 
tínající x  v  bodě  Piia-  Jest  pak  <  P^Pn^Pi  =  n%. 

V  trojúhelníku  PnPnPiA  Jest  *i  +  <  fti=  1?;  úhel  při 
Pn  v  tomto  trojúhelníku  rovná  se  úhlu,  jejž  přímka  p  uzavírá 
v  původní  poloze  své  s  přímkou  *,  =  PnPn  v  Pn  položenou. 
Víme  však,  že  ostrý  úhel,  jejž  přímka  p  uzavírá  s  libovolnou 
přímkou  dané  roviny,  zde  s  přímkou  $x  roviny  Pn,  jest  větší  než 
ostrý  úhel,  podávající  odchylku  přímky  od  této  roviny,  nebo 
rovná  se  odchylce  této,  jestliže  přímka  *,  jest  stejnosměrná  nebo 
totožná  s  průmětem  přímky  vytčené  do  dané  roviny.  Jest  proto 
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obecně  <Pn>*a>  nejméně  však  <Pii  =  *r2,  v  kterémžto  případě 
vSak  musí  j>"  =  zx  a  tedy  musí  přímka  p  býti  stejnosměrná  s  Pm- 
Proto  máme  relaci 

n\  +  n%  ^  Iq*  P^  íeniž  v  případě  «!  +  *ra  =  q  jest  pli. 

285.  tfřoAa.  Daným  bodem  A  vésti  jest  přímku  p,  jejíž  odchylky 
»,,  n%  od  průměten  jsou  dány. 


Obr.  316. 


Obr.  316.  —  Předpokládáme  nx  +  tr2  <  Iq.  Veďme  nejprve 
bodem  A  přímku  px  ||  Pn  a  uzavírající  s  Pí  úhel  nx ;  dále  přímku 
Pal | Pí  a  uzavírající  s  Pn  úhel  *ra;  přeneseme  tedy  úhly  wf,  w2í 
jak  v  obrazci  jest  vyznačeno,  čímž  obdržíme  průměty  přímek  pl9 
p2.  Budiž  0a  přímka,  promítající  do  Pí,  ya  do  Pn  pro  bod  A. 
Patrně  hledaná  přímka  p  musí  ležeti  jak  na  kuželi,  vytvořeném 
otočením  přímky  px  kolem  *<*,  tak  na  kuželi,  vytvořeném  otočením 
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přímky  p2  kolem  yw    Bude  tedy  každá  přímka  prů sečná  obou 
kuželů  vyhovovati  předložené  úloze. 

Abychom  průsek  ten  obdrželi,  vytkneme  na  px  libovolný 
bod  B,  který  popíše  kružnici  b  v  rovině  Pb  ||  Pí,  a  protneme  tuto 
kružnici  kuželem  druhým.  Průsek  obou  kuželů  skládá  se  patrné 
z  přímek,  které  body  průsečné  spojují  s  bodem  A.  Každý  bod  prů- 
sečný  bude  míti  vzdálenost  od  bodu  Ay  rovnající  se  AB.  Přené- 
seme-li  na p2  úsečky  AC=  2X4,  rovnající  se  ABy  při  rotaci  kolem  y* 
body  CaD  popíší  dvě  kružnice  e,  resp.  d  na  kuželi  druhém 
v  rovinách  Pc,  resp.  Pd.  rovnoběžných  s  Pn-  Body  průsečné 
kružnice  b  s  tímto  kuželem  druhým  mohou  tudíž  býti  pouze  prů- 
sečnými  body  kružnice  6  s  rovinami  P0  a  Pd.  Že  takový  bod  leží 
skutečně  na  kuželi  druhém,  je  patrno  z  toho,  že  body  v  rovinách 
Pc,  Pd,  mající  od  A  vzdálenost  AB,  jsou  toliko  na  kružnicích  c 
a  d  možné.  Bude  tedy  každý  bod  P0  .  b  zároveň  společným  bodem 
kružnic  e  a  6  a  každý  bod  Pd .  b  společným  bodem  kružnic  d  a  6. 

Obdržíme  takto  v  celku  čtyry  body  průsečné  P,  Q,  Jí,  S  a 
tudíž  i  čtyři  přímky  AP,  AQ,  AR,  AS,  které  naší  úloze  vyho- 
vují. Tyto  čtyři  přímky  lze  trojím  způsobem  uspořádati  ve  dvě 
dvojice;  přímky  každé  dvojice  leží  vždy  v  jedné  rovině  promítající 
do  jedné  z  rovin  Pí,  Pn,  Pni,  přimky  příslušné  druhé  dvojice 
leží  pak  v  rovině  souhlasné  promítající ;  obě  takové  roviny  uza- 
vírají 8  každou  z  průměten  Pí,  Pn,  Pra  stejné  odchylky. 

286.  Úloha.  Určiti  jest  odchylky  a,,  a2  dané  roviny  A  od 
průměten. 

1,  Vedeme-li  k  rovině  libovolnou  kolmici  n  a  označí me-li 
ostré  úhly,  které  uzavírá  s  průmětnami  *,,  v3,  jest  patrně,  jestliže 
vyznačují  «,,  «a  též  ostré  úhly,  jež  rovina  A  uzavírá  s  průmět- 
nami, *,  +  «!  =  e,  v2  +  «2  =  q.  Ježto  pro  úhly  v1%  v2  má  platnost 
podmínka  *t  +  v2  <  e,  má  platnost  proto  pro  úhly  au  a2  podmínka 
ai  +  *2  ^  Q*  V  případě,  že  jest  «t  +  «a  =  q,  jest  rovina  A  rovno- 
běžná s  x. 

2.  Obr.  317.  —  Konstrukci  odchylek  «x,  a2  však  provedeme 
jednodušeji  bezprostředním  řešením,  že  totiž,  chceme-li  určiti  «1? 
položíme  rovinu  A1  normální  k  stopě  prvé  au  ta  jest  proťata 
rovinami  A,  Pí,  Pn  ve  třech  přímkách,  tvořících  trojúhelník,  jehož 
úhel  při  vrcholu  Ví  na  aj  ležícím  jest  hledaný  úhel  «a.  Obdobně 
určíme  «a,  položíme- li  rovinu  Aa  JL  rn.  Pro  zjednodušení  klademe 
roviny  A,,  A2  týmž  bodem  N  na  ose  z.  Rovina  A,,  protínající 
a\  v  bodě  Fn  nechť  protne  au  v  bodě  J,  rovina  Aa  nechť  protne 
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an  v  bodě  F2,  a\  v  bodě  B.  Jde  tedy  o  sestrojení  pravého  tvaru 
trojúhelníků  VXNA^  V%NB.  Za  tím  účelem  buď  sklopíme  A,  do 
Pí,  Aa  do  Pn  aneb  kratčeji  A2  do  Pn  a  A2  do  Pí-  V  druhém 
případě  buďtež  (K,),  [F2]  sklopení  bodů  Flf  V2;  pak  jest 
al=<N(  Vx)  A",  «2  -  <  N[V,]B\ 


Mysleme  si  bodem  N  (obr.  318)  normálu  k  rovině  A ;  ježto 
jest  tťšA'*,  normála  n  leží  v  rovině  Ax  a  jest  kolmá  na  každé 


Obr.  318. 


přímce  roviny,  tedy  i  na  přímce  AVX.  Obdobně  soudíme,  že  n 
leží  též  v  rovině  A2  a  jest  kolmá  na  BV2\  následkem  toho  jest 
(w)  kolmice  s  bodu  N  na  A(VX)   a  [w]  jest  kolmice    s  bodu  N 
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na  -B[F2];  paty  (P),  [P]  těchto  kolmic  jsou  příslušná  sklopení 
bodu  prusečného  P  normály  n  s  rovinou  danou.  Jest  tedy  NP 
vzdálenost  bodu  N  od  roviny  této,  tedy  N(P)  =  N[F],  Z  toho 
plyne,  že  přímky  -4(7,),  J3[Fa]  mají  od  N  stejnou  vzdálenost. 
Kdybychom  tedy  druhý  z  uvažovaných  trojúhelníků  sestrojili 
tak,  aby  měl  #[Pa]  za  stranu  a  aby  výška  z  bodu  N  rovnala 
se  N(P),  musí  opět  bod  B  býti  třetím  jeho  vrcholem. 

287.  Úloha.  Daným  bodem  A  položiti  rovinu  A  mající  dané 
odchylky  od  průměten. 

Bucftež  opět  «15  «2  ostré  úhly,  podávající  předepsané  od- 
chylky; tuto  uvažujme  pouze  případ,  že  at  +a2>CN  ježto  pro 
případ  «!  -f  «a  =  í>  j©8t  pouze  potřebí  sestrojiti  bodem  A'n  přímku 
v  Pm  tak,  aby  uzavírala  s  y  a  z  úhly  «x,  a2;  každá  taková 
přímka  jest  již  průmětem  třetím  žádané  roviny. 

1.  řešení.  —  Obr.  318.  —  Předpokládejme  nejprve,  že  bod 
A  leží  v  jedné  průmětně,  na  př.  vPn;  v  tom  případě  sestrojení 
lilohy  dáno  jest  tím,  že  poslední  konstrukci  provedeme  v  opač- 
ném pořádku.  Patu  kolmice  s  A  na  x  označme  opět  N.  Tu 
můžeme  sestrojiti  nejprve  trojúhelník  AN(VX)  a  pak  trojúhelník 
BN[V2],  Přeneseme  nejprve  úhly  «,,  a2  tak,  aby  měly  v  N  spo- 
lečný vrchol,  a  jedno  jejich  rameno  aby  leželo  na  přímce  AN; 
pak  spustíme  kolmici  s  A  na  druhé  rameno  prvého  úhlu,  která 
je  protne  v  (P)  a  osu  x  v  bodě  ( Fx).  Na  druhé  rameno  úhlu  dru- 
hého přeneseme  délku  N[P]  =  N(P),  pak  kolmice  v  [F]  na 
N[P]  vztyčená  protne  přímku  AN  v  bodě  B  a  x  v  bodě  [r2], 
čímž  obdržíme  zmíněné  trojúhelníky.  Stopa  druhá  roviny  A  má 
od  N  vzdálenost,  rovnající  se  #[Pa];  bude  tedy  tečnou  z  A  ke 
kružnici  ia,  opsané  kolem  N  poloměrem  N[V%].  Stopa  prvá 
hledané  roviny  jest  obdobně  tečnou  kružnice  kt  opsané  polo- 
měrem N^)  kolem  N.  Vedeme  tedy  z  bodu  A  tečny  rm  =  **an 
a  r2n  =  r4u  ke  Jc2  a  z  prusečného  bodu  R  prvé  z  nich  s  x,  dále 
tečny  rn,  r3i,  z  prusečného  bodu  S  druhé  s  osou  x  tečny  r2i, 
Ui  ke  kružnici  ia.  Poslední  čtyři  tečny  tvoří  kosočtverec,  jenž 
má  za  vrcholy  body  JB,  S,  dále  bod  B  a  souměrně  k  němu 
vzhledem  k  x  položený  bod  Bx.  Tím  jsme  dospěli  ke  čtyřem  ro- 
vinám R,  =  r,irin,  R2  =  r9irm,  R3  =  **3i*8ii.  R4  =  Utrm*  které 
úloze  naší  vyhovují. 

Neleží-li  bod  A  v  průmětně  Pn,  posuneme  tuto  rovnoběžně 
tak,  aby  jej  obsahovala,  čímž  obdržíme  novou  osu  ##||#,  prochá- 
zející   bodem   -á'  a  nový    průmět  druhý  A"*  bodu  -á,  pro   nějž 
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A'A%  =  A1*  H  x.  Pak  provedeme  konstrukci  na  základě  osy  xt 
a  bodu  A"m  jako  jsme  ji  právě  provedli  vzhledem  kxal 
Tím  obdržíme  stopy  prvé  ni,  r2£f  r8i,  rAi  v  pravé  poloze,  ježto 
průmětna  Pí  se  nezměnila,  kdežto  místo  bodá  R,  S  obdržíme 
body  iř#,  S*  na  a?+.  Stopy  druhé  rm,  r2n,  *snt  *4n  do  Pn  pro- 
cházejí průsečíky  příslušných  stop  prvých  s  osou  a;,  a  jest 
rm  ||  rsn  ||  R*A"„  r,n  ||  r4n  ||  8+A«. 

2.  řešetii.  Zvolíme  libovolný  bod  na  ose  x  a  sestrojíme 
přímky  bodem  tím  procházející,  jež  uzavírají  s  rovinami  Pí,  Pn 
úhly  ?!=(>  —  «lf  ?a  =  e  —  ft2«  Hledané  roviny,  jsouce  ku  přímkám 
těm  normální  a  procházejíce  bodem  A,  jsou  takto  úplně  určeny. 


Obr.  319. 


288.  Mezi  odchylkami  přímky  a  roviny  s  útvary  souřadnými 
mají  platnost  jednoduché  relace,  jež  lze  snadno  odvoditi. 

Obr.  319.  —  1.  Budiž  U  libovolný  bod  v  prostoru,  jehož 
souřadnice  re,  y,  z  si  mysleme  odvozeny  pomocí  rovnoběžnostěnu 
určujícího;  označme  jeho  vzdálenost  od  počátku  0  písmenem 
rf.  Z  trojúhelníka  OViU  plyne  d8  =  OU?  +  i*  a  z  trojúhelníka 
OUxUi  plyne  Oí/i*  =  x*  +  y*.  Jest  tedy 

d*  =  s*  +  y*  +  s*.  (1) 

2.  Poněvadž  rovina  VUiUuUx  jest  kolmá  na  sr,  jest  též 
řfí7,  1  a?  a  obdobně  Z7ř/y  J.  y,  VU%  ±  z. 

Označme  odchylky  libovolné  přímky  p  od  os  x,  y,  jer  pří- 
slušně £,  17,  f,  od  rovin  Pí,  Pn,  Pm  příslušně  nl%  n%%  n%.  Vedeme-li 
bodem  O  přímku  0U\\p>  přímka  OU  uzavírá  s  osami  a  rovinami 
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souřadnými  tytéž  odchylky  jako  p.  Z  pravoúhlých  trojúhelníků 

OUxU,  0U7U,  OU%U 
vychází 

x  =  d  cos  £,  y  =  d  cos  17,  *  =  d  cos  f.  (2) 

Zdvojmocnínie-li  rovnice  ty  a  sečteme-li  pak,  tu   se  zře- 
telem k  (1)  plyne 

cos2  f  +  cos2 17  +  cos2  f  =  1 ,  (3) 

Čili 

sin2  £  +  sin*  17  +  sin2  £  =  2.  (4) 

Poněvadž  jest 

*i  +  f  =  *a  +  '/  =  *s  +  f  =  ?i 
proto  má  platnost  dále  z  (3)  relace 

sin2  nY  +  *M»f  ^2  +  ****  *3  =  1»  (5) 

z  níž  obdržíme  relaci 

cos2  nx  +  cos9  ff2  +  cos2  n3  =  2.  (6) 


Obr.  820. 


3.  —  Obr.  320.  —  Označme  odchylky  roviny  R  od  os  sou- 
řadných ocj  y,  z  příslušně  X,  F,  Z  a  od  rovin  Pí,  Ph,  Pni  pří- 
slušně J7n  J72,  J73.  Budiž  p  normála  s  počátku  k  rovině  té 
spuštěná  a  P  pata  její.  Odchylky  přímky  p  od  průměten  doplňují 
se  s  odchylkami  roviny  R  od  nich  na  úhel  pravý;  proto  plyne 
z  relace  (5): 

cos2  nt  +  cos2  n2  +  cos2  ns  =  1,  (7) 

a  tedy 

sin2  77x  +  sin2  /72  +  sin2  J73  =  2.  (8) 
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Odchylky  os  od  normály  p  a  od  roviny  R  doplňují  se  též 
na  úhel  pravý,  proto  plyne  z  relace  (3) 

sin*  X  +  sin*  Y  +  sin*  Z  =  1,  (9) 

cos*  X  +  cos*  Y  -f-  cos*  Z  =  2.  (10) 

Jsou- li  BXl  iřy,  R%  body  průsečné  roviny  s  osami  ar,  y,  zt 
jsou  trojúhelníky  0PRx,  OPRy%  OPRm  pravoúhlými  při  vrcholu 
P  a  proto  jest 

OP       .    „       OP       .    „       OP 


sin  X  = 


ORx 


sin  y  = 


<m 


.sin  Z  = 


0#s 


tedy  kladouce  OP  =  d,  O.R,  =  x,   OR7  =  y,  02ř,  =  *,  obdržíme 
se  zřetelem  na  (9)  relaci 


1 


1 


1 


—  x*  +  y* 


^ 


(id 


Má-li  obrazec  v  rovině  R  položený  plochu  p  a  jeho  prů- 
měty 1.,  2.  a  3.  postupně  plochy  pl%  p2,  p3,  jest  (133), 

px  =p  cos  77^  pa  =  cos  J7a,  p3  =  p  cos  /73 ; 
proto  plyne  tu  z  relace  (7)  vztah : 

p*=p\  +  p\+p\.  (12) 

289.  Sklopeni  roviny  R.  —  Obr. 
321.  —  Toto  je  stanoveno,  jakmile 
vyjádříme  sklopení  libovolného 
bodu  jejího  R.  Sklápíme-li  na  př. 
do  průmětny  prvé,  vedeme  bodem 
R  v  rovině  R  přímku  u  J_  f\ ;  patou 
kolmice  s  R'  kri  jest  stopní  bod  Ujm 
Pravou  délkou  úsečky  U\R  jest 
přepona  v  pravoúhlém  trojúhel- 
níku UiZPJř,  jehož  jedna  odvěsna 
jest  U{R\  druhá  rovná  se  R"  H  z. 

Naneseme-li  tedy  od  Ui  na  u 
délku  této  přepony  do  Ui(R),  nebo 
Ui  [iř],  obdržíme  sklopení  bodu  R 
buďto  v  (R)  nebo  v  [Ji].  Stopou  n 
a  dvojicí  iž'(/2),  resp.  R'[R]  pří- 
slušných bodů  jest  pak  orthogonálně  affinní  poloha   mezi  sklo- 
pením a  průmětem  prvým  stanovena,  Je-li  sklopení  dáno  a  má-li 
se  vyhledati  příslušný  průmět,   sklopíme  napřed  libovolný  bod 


Obr.  321. 
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roviny  a  z  affinní  polohy  mezi  průmětem  a  sklopením  odvodíme 
naopak  k  útvarům  sklopeným  příslušné  průměty. 

290.  Otočení  roviny  R  do  polohy  rovnoběžné  s  průmětnou  kolem 
některé  souhlasné  přímky  hlavni  A. 

Obr.  322.  —  Budiž  na  př.  h  přímka  rovnoběžná  s  Pí ;  rovina 
R  může  po  otočení  ve  dvou  o  2q  odchylných  polohách  R«,  R^ 
býti  rovnoběžná  s  Pí.  Při  otáčení  kolem  h  každý  bod  R  popisuje 
kružnici,  jejímž  středem  jest  pata  Uh  kolmice,  s  R  na  h  spuštěné ; 
průmět  ř/'h  jest  pata  kolmice  s  R'  na  h* 
spuštěné,  a  poloměr  otáčení  U^R  obdržíme 
jako  přeponu  J8"2  pravoúhlého  trojúhel-  J 

nika  J2"12,  jehož  jedna  odvěsna  12  rovná 
se  U\R\  druhá  rovná  se  JŽ"HA";  dále 
jest  u*  též  průmětem  kružnice,  již  popi- 
suje bod  R  při  otáčení,  a  průměty  i*'a,  uép 
přímek  wa,  up  jakožto  otočených  poloh 
přímky  u  splývají  rovněž  s  u* ;  na  u'  leží 
tedy  body  /ř'«,  Rfp.  při  čemž  úsečky  ř7'hífy, 
U'hR'a  mají  délku  zmíněné  přepony. 

Poněvadž    při    otáčení    body   na   h 
polohy  své  nemění,  jsou  jak  R',  R'«  tak  Obr.  322. 

R\    R'p    v  poloze    orthogonálně    affinní 
pro  A'  jakožto  osu  affinity. 

K  výsledku  tomu  jsme  mohli  dospěti  bezprostředně.  Po- 
suňme průmětny  Pí,  Pn  tak,  že  se  sdružené  průměty  nemění,  ale 
že  se  základnice  rovnoběžně  posune,  až  splyne  s  A"  (277).  V  této 
nové  soustavě  jest  x+  =  A",  a  stopa  prvá  roviny  R  splyne  s  A; 
provedeme  nyní  sklopení  roviny  R  do  nové  průmětny  prvé,  které 
již  splývá  s  R'a.  resp.  R'^.  Z  tohp  poznáváme,  jak  takové  oto- 
čení můžeme  vždy  považovati  za  sklopení. 

Je-li  naopak  otočení  roviny  dáno,  obdržíme  souhlasný 
průmět  zase  na  základě  vytčené  affinity,  kterou  stanovíme,  vy- 
jádříme-li  otočení  vhodně  zvoleného  bodu,  v  rovině  R  ležícího. 

291.  Úloha.  Stanoviti  jest  vzdálenost  daného  bodu  P  od  dané 
roviny  R. 

1.  Spustíme  na  R  normálu  n  s  bodu  P,  určíme  průsek  její 
Q  st  rovinou  R  a  stanovíme  pravou  délku  úsečky  PQ. 

Obr.  323.  —  Je-li  rovina  dána  svými  stopami  n,  ru,  se- 
strojíme n'  jakožto  kolmici  s  P  na  r\  a  n"  jakožto  kolmici  s  P" 
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na  rji ;  průsečík  Q  jsme  zde  stanovili  pomocí  průsečnice  u  roviny 
R  s  rovinou,  která  promítá  n  do  Pn;  tehdy  jest  Q*  =.  uá.n'. 
Pravou  délku  stanovili  jsme  pomocí  trojúhelníku  PtíP0Qo  v  němž 
jest  P0  pata  kolmice  s  Q"  na  PW'  a  P^rrP^ 

2.  Položíme  bodem  P  rovinu  N  normální  k  jedné  ze  stop 
dané  roviny;  rovina  N  protne  R  v  přímce  u;  normála  n  leží 
rovněž  v  rovině  N.  Sklopíme  tedy  rovinu  N,  čímž  u  přejde 
do  polohy  (u),  a  (n)  jest  kolmice  s  (P)  na  («);  bod  (@)  jest 
průsečíkem  (u).(n);  tím  máme  v  (PQ)  hledanou  vzdálenost 
v  pravé  délce,  body  Q',  Q"  pak  odvodíme  známým  způsobem. 
Řešení  to  jest  obecně  zdlouhavější  nežli  předcházející;  užijeme 
však  ho,  jestliže  toto  vypovídá  službu,  zvláště  pak,  je-li  R||.r. 


ÍL 


qP' 


Obr.  323. 


Obr.  324.  —  Rovina  N  protíná  tu  n  v  Uh  ru  v  ř7n.  Sklo- 
píme-li  rovinu  tu  na  př.  do  Pí,  bude  sklopení  (Uj£)  bodu  Un 
ležeti  na  x  tak,  že  (Un)  H  PT"  —  Uu  H  a?;  jest  tedy  (u)=ř7i(ř7n)  a 
{PéP)  =  P"  H  x.  Dále  jest  Q)  kolmice  s  (P)  na  (u);  její  pata 
jest  (Q).  Máme  tedy  (P)(Q)  =  PQ,  kdežto  Q'  jest  pata  kolmice 
s  (<2)  na  PP"  a  (?  H  a?  =  <?'(«). 

3.  Není-li  rovina  R  dána  stopami,  jest  úloha  složitější;  tu 
vytkneme  si  v  R  nějakou  přímku  A  ||  Pí  a  nějakou  přímku  k  ||  Pn; 
jest  pak  W  p'||#,  ri  ±  h\  w"  ±  k";  pak  bod  Q  vyšetříme  dle 
řešení  1.    Dle  řešení  2.   bychom   stanovili  buď  přímku  h  neb  k 
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a  rovinu  N  bodem  P  kolmo  ku  přímce  té  vedenou  bychom  oto- 
čili do  polohy  rovnoběžné  s  příslušnou  průmětnou  kolem  sou- 
hlasné její  přímky  hlavní,  jdoucí  bodem  N .  A,  resp.  N .  k. 

Kdybychom  na  př.  chtěli  provésti  otočení  roviny  N  do  po- 
lohy N^  rovnoběžné  s  Pn  kolem  přímky  hlavní,  procházející 
bodem  N .  i,  považujeme  dle  290  rovinu  P*u  =  N^  za  novou 
průmětnu  druhou,  tak  že  nová  základna  sdružených  průmětů  1. 
a  2.  byla  by  xm  =  &',  potom  sklopíme  N  do  P*n;  sklopení  to 
jest  totožné  s  N"^. 


Obr.  325. 

292.  Úloha.  V  daném  bodě  P  roviny  dané  R  vytyčiti  jest  k  ni 
normálu  dané  délky. 

Sestrojíme  známým  způsobem  normálu  bodem  P  k  R  a  na- 
neseme na  ni  úsečku  PQ  dané  délky  v  jednom  nebo  druhém 
smyslu  od  bodu  P  (283). 

Použijeme  konstrukce  té  při  řešení  následující  úlohy. 

Úloha.  Sestrojiti  jest  průmět  1.  a  2.  čtyřstěnu  SABC^  známe-li 
vrůměty  nákladný  ABC,  výsku  v  a  průmět  první  její  paty  P. 

Jde  tedy  o  průměty  vrcholu  S. 

Obr.  325.  —  Bodem  P  vedeme  přímku  h  v  rovině  ABC 
rovnoběžnou  s  Pn;  z  A'||#  odvodíme  přímku  h"  a  na  ní  bod  P". 
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Výška  leží  na  kolmici  nvPk  ABC  vztyčené;  n"  jest  kolmice 
na  A",  v  bodě  P"  vztyčená.  Přímkou  n  položíme  rovinu  N,  pro- 
mítající do  Pn;  rovina  tato  protíná^  A BC  v  přímce  PU^  při  čemž 
jsme  označili  U  bod  průsečný  roviny  N  s  přímkou  AB.  Patrně 
jest  n  JL  PU. 


Obr.  326. 


Otočme  dále  rovinu  N  do  polohy  NA  rovnoběžní  s  Pn  a 
procházející  bodem  U  kolem  příslušné  přímky  hlavní.  Tu  leží 
P"A  na  A"  tak,  že  Ú9ečka  P"P'A  rovná  se  vzdálenosti  U'l\ 
bodu  U1  od  h!.  Přímka  n"A  by  byla  kolmicí  s  P"A  na  U»P9L. 
Na  místě  abychom  sestrojili  n"A,  mysleme  si  rovinu  N  oto- 
čenu do  polohy  N0 1|  Pn  kolem  přímky  hlavní  druhé  procházející 
bodem  P  a  sestrojme  n0;  tu  jest  n"0  kolmice  š  P"  na  ř7"P-A. 
Na  kolmici  tu  nanesme  v  příslušném  smyslu  délku  P"S* '„,  rov- 
nající se  dané  výšce  v.  Pata  kolmice  s  S"0  na  n"  jest  patrně  S", 
a  pro  &  jest  S'H*'  =  S"S"0,  při  čemž  leží  S\  ÍP  po  různých 
stranách  nebo  po  téže  straně  přímky  h\  jestliže  P'A,  S"0  leží 
na  téže  straně  nebo  na  různých  stranách  přímky  n". 

293.  Úloha.  Sestrojiti  jest  vzdálenost  bodu  P  od  přímky  p. 

1.  řešeni.  Obr.  326.  — Protneme  přímku  rovinou  N  k  ní  kolmou 
a  bodem  P  položenou  v  bodě  Q;  pak  jest  PQ  hledaná  vzdálenost. 

Rovinu  N  vyjádříme  přímkami  hlavními  a,  6,  bodem  P  pro- 
cházejícími;  jest  a'  1  PP\  a"  ±p",  V  J.  p\  b"  JL  PT".  Potom 
protneme   rovinu   a&  rovinou,   která  promítá  přímku  p  zde  do 
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Pí  v  přímce  u,  čímž  obdržíme   nejprve   (í"  =  ti".p";  konečně 
určíme  pravou  délku  P"<?0  úsečky  PQ. 

2.  řešení.  —  Obr.  327.  —  Otočíme  rovinu  Pp  do  polohy  rovno- 
běžné s  jednou  průmětnou  kolem  některé  příslušné  přímky  hlavní ; 
zde  do  polohy  (J^p)  rovnoběžné  s  Pí  kolem  přímky  hlavní  h  bodem 
P  jdoucí,  která  nechť  seče  p  v  bodě  A.  Zvolili  jsme  na  p  bod  B,  jehož 
ordinálou  jest  přímka  P*P\  a  určili  jsme  délku  ÁQB"  úsečky 
AB  tím,  že  jsme  na  A"  nanesli  P"40  =  A'Bá;  bod  (By  leží  na 
kolmici  s  Bé  na  h'  spuštěné  a  má  od  A*  vzdálenost  A0BU.  Vzdá- 
lenost P(Q)'  bodu  i*  od  (f>)'  rovná  se  PQ,  a  z  bodu  (Q)'  odvo- 
díme průměty  0',  Q"  bodu  Q;  tu  jest  (Q)'Q'  ±  A',    Q'Qt\\P'P". 


A. 


_      {..  /$ 


:jr^T'' 


Obr.  327. 

294.  Úloha.  Sestrojiti  jest  na  přímce  p  bod  Rt  mající  od  daného 
bodu  P,  který  na  přímce  p  neleií%  danou  vzdálenost  a. 

1.  řešení.  —  Obr.  327.  —  Otočíme  jako  v  úloze  právě  provedené 
rovinu  Pp  do  polohy  (Pp)  rovnoběžné  s  některou  průmětnou.  Po- 
užijeme-li  uspořádání  předcházejícího,  kružnice  kolem  Pé  polo- 
měru a  protne  (p)'  ve  dvou  bodech  (Jí)',  (S)' ;  body  ty  jsou  prů- 
mětem otočených  poloh  dvou   bodů  R,  8,  které  vyhovují  dané 
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úloze.  Odvodíme  tedy  ještě  z  bodů  (R)\  (#)'  známou  cestou   body 
Jí',  S'  a  z  nich  pak  body  B\  S". 

2.  řešeni.  Položí me-li  přímkou  p  libovolnou  rovinu  L,  na 
niž  spustíme  s  bodá  P  kolmici,  jejíž  patu  označíme  L>  obdržíme 
pravoúhlý  trojúhelník  PLRy  v  němž  stanovíme  délku  odvěsny  PL 
jakožto  vzdálenost  bodu  P  od  roviny  L.  Ježto  přepona  troj- 
úhelníka toho  rovná  se  a,  můžeme  též  délku  odvěsny  LR  stano- 
viti. Opíšeme-li  tudíž  v  rovině  L  kolem  bodu  L  kružnici  k  polo- 
měru LU,  tato  protne  přímku  p  v  žádaných  bodech  JS,  resp.  S. 


— *; 


Obr.  328. 


Obr.  328.  —  Aby  provedení  bylo  pokud  možno  jednoduché, 
zvolíme  za  L  rovinu,  promítající  např.  do  Pn,  tak  že  jest  P"Z"  ±_p" 
PáL  J_  PéPti ;  L"  je  patou  kolmice  s  bodu  P"  nap"  spuštěné 
a  PL  =  J"L".  Protíná-li  tedy  kružnice  kolem  P"  poloměrem  a 
opsaná  přímku  p"  v  bodě  B^  jest  L"Rj  =  LB.  Přímka,  promí- 
tající bod  L  do  Pii,  nechť  protíná  p  v  bodě  A;  abychom  mohli 
kružnici  k  opsati,  otočme  L  kolem  AL  do  polohy  L0  rovnoběžné 
s  Pí.  Otočme  nejprve  bod  B  na  pt  ležící  v  rovině  bodem  L 
rovnoběžně  ku  Pn  položené;  bod  ten  otáčí  se  kolem  bodu  L 
a  L'B\  =  £"JB".  Poněvadž  bod  A  leží  na  ose  otáčení,  jest  p\  = 
A'B'0.  Při  otáčení  bod  L  rovněž  polohu  svou  nemění,  následkem 
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čehož  kružnice  k0  poloměru  LUR#  kolem  V  opsaná  protne 
přímku  jp'0  v  bodech  £'0J  S'01  z  nichž  pak  body  R\  Sé  a  2ž",  S" 
odvodíme  známou  cestou. 


Obr.  329. 


Kdybychom  označili  Q'0  patu  kolmice  s  L*  na  p'0  a  z  ní 
si  odvodili  body  Qf%  Q",  obdrželi  bychom  průměty  !*<>'>  *"Q" 
pro  vzdálenost  PQ  bodu  P  od  přímky  p ;  pravá  délka  úsečky  PQ 
by  se  odvodila  buď  z  jejích  průmětů  aneb  jakožto  přepona  pravo- 
úhlého trojúhelníka,  jehož  odvěsny  jsou  P"Ln,  L'Q'0.  Tím  bychom 
obdrželi  3.  řešení  úlohy  předcházející,  které  však  jest  složitější 
nežli  prve  odvozené  řešení  druhé  úlohy  té. 

295.  Úloha.  Sestrojiti  osu  o  a  vzdálenost  AB  dvou  mimoběíek 
a,  b  (95  a  96). 

1.  řešeni.  —  Obr.  329.  —  Položíme  nejprve  jednou  z  přímek 
rovinu  R  rovnoběžnou  s  přímkou  druhou.  Zde  jsme  zvolili  na  a 
bod  L,  pro  nějž  V  =  a' .  6'  a  vedli  jsme  jím  přímku  bx  \\  b ;  jest 
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tedy  Rzzoftf  Dále  stanovili  jsme  pro  R  přímky  hlavní  :  prvou  g. 
druhou  A,  jdoucí  bodem  E  na  a. 

Vzdálenost  mimoběžek  daných  rovná  se  vzdálenosti  přímky 
b  od  roviny  R.  Zvolíme  na  b  bod  P,  zde  tak,  aby  J*  ^=  L\  a  ve- 
deme jím  kolmici  nkB;  tedy  n'  J_  g\  n"  ±  &";  stanovíme  prů- 
sečík M  přímky  n  s  rovinou  a\  tím,  že  položíme  zde  přímkou 
n  rovinu  promítající  do  průmětny  druhé ;  postačí,  sestrojíme-li 
pouze  Mé. 


Obr.  380. 

Rovnoběžka  bodem  M  k  b  vedená  jest  průmětem  ortho- 
gonálním  přímky  b  do  roviny  R  a  protne  tedy  přímku  a  v  bodě 
-á,  který  náleží  již  hledané  ose  o.  Vedeme  tedy  bodem  IP  rov- 
noběžku ku  V,  jež  protne  a'  v  bodě  A\ 

Přímka  o  prochází  bodem  A  a  jest  stejnosměrná  s  n ;  ona 
protne  b  v  bodě  B  a  patrně  jest  AB  vzdáleností  přímek  daných. 
Pravou  délku  AB  stanovíme  konečně  z  průmětů  jejich  známým 
způsobem. 

2.  řešení.  —  Obr.  330.  —  Ježto  osa  o  kolmá  jest  jak  na  a,  tak 
na  i,  můžeme  nejprv  stanoviti  přímku  p,  v  níž  se  dvě  roviny  Ala, 
B  J_  b  protínají.  Osa  o  bude  stejnosměrná  s  p  a  bude  přímky 
a,  b  protínati.  Vedeme  tedy  libovolným  bodem  E  na  a  přímku 
Pí  ||p,  i  leží  o  v  rovině  apx\  stanovíme  průsečík  B  přímky  b 
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s  rovinou  apx,  zde  pomocí  roviny,  která  promítá  b  do  Pni  a 
žádaná  přímka  o\\p  prochází  bodem  2?,  čímž  je  stanovena. 
Značí -li  A  bod  a.oy  jest  AB  opět  vzdáleností  přímek  a,  6. 

3.  řešeni.  —  Obr.  331.  — 
Postup  řešení  budiž  jako  při 
řešení  prvém,  jenom  provedení 
pozměníme.  Stanovíme  zase  ro- 
vinu R=až>1,  při  čemž  na  př. 
budiž  opět  b\  =  V ;  vedeme  v  ní 
přímku  hlavní  prvou  g  a  my- 
slíme si  normálu  n  k  R  s  bodu  P 
na  přímce  b  ležícího,  pro  nějž 
P'  =  L'.,  Sestrojíme  n4  jakožto 
kolmici  s  P4 = L4  na#'.  Abychom 
obdrželi  vzdálenost  bodu  P 
od  roviny  R,  položíme  přímkou 
n  rovinu  N,  promítající  do  Pí ; 
ta  protne  rovinu  R  v  přímce 
Uj  a  přímka  n  jest  kolmá  na 
přímce  u. 

Otočme  nyní  rovinu  N 
kolem  přímky  promítající  LU 
do  polohy  Nrf  rovnoběžné  s  Pn- 
Při  otáčení  tom  bod  P  svojí 
polohy  nemění,  kdežto  přímka 
u  přechází  do  polohy  u#  bo- 
dem L  procházející ;  polohu  tu 

stanovíme,  provedeme-li  otočeni  bodu  £?,  v  němž  u  protíná 
přímku  £.  Bod  G"é  bude  ležeti  na  g"  a  G"é -\  L'L"  =zL'G\ 
Tím  jest  přímka  u"j  =  L"G"#  stanovena.  Přímka  n"*  jest  kol- 
micí s  P"  na  u"*  spuštěnou.  Značí-li  Jf"<r  patu  této  kolmice, 
úsečka  P"Jf"j  rovná  se  vzdálenosti  přímek  a,  6. 

Bod  M  příslušný  bodu  M"t  jest  průsekem  normály  n  s  ro- 
vinou R;  průmět  M4  na  n'  obdržíme  z  toho,  že  L'M'=M"é  H  £"P", 
při  čemž  body  M* ,  G1  musí  býti  vzhledem  k  V  stejně  položeny 
jako  body  M"^  G"t  vzhledem  k  L". 

Další  postup  jest  zase  jako  při  řešení  prvém.  Vedeme 
bodem  M  přímku  stejnosměrnou  s  i,  jež  protne  přímku  a  v  bodě 
A,  ležícím  na  ose  hledané  o.  Sestrojíme  nejprv  o4  a  pak  odvodíme 
z  bodů  A;  Bt  =  ot.V  body  A\  B". 


Obr.  881. 
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Jiné  řešeni  lze  provésti  takto: 

Protneme  a,  6  dvěma  rovinami  P,  L  rovnoběžnými  s  jednou 
průmětnou;  jednu  z  nich  P  považujeme  za  průmětnu,  druhou 
za  rovinu  distanční  pro  promítání  distanční;  distance  jest  LhP; 
tím  řešeni  jest  převedeno  na  to,  jež  jsme  dříve  provedli  (96). 

296.  Úloha.  Přímky  mimoběíné  a,  b  máji  se  spojiti  v  sečkou 
dané  délky  ď,  rovnoběinou  s  danou  rovinou  R. 


Obr.  832. 


Má  se  tedy   sestrojiti  přímka  p  ||  R,    protínající  přímku  a 
v  bodě  A}  přímka  b  v  bodě  B  tak,  aby  AB  =  d. 

Obr.  332.  —  Promítejme  do  roviny  R  parallelně  ve  směru 
jedné  z  přímek,  na  př.  a.  Poněvadž  AB||R,  bude  délka  šikmého 
průmětu  AjBa  této  úsečky  A  rovnati  se  též  d.  Průmět  přímky  a 
jest  a(r=-á<r=a.R;  proto  obdržíme  Bff%  jestliže  protneme  prů- 
mět ba  kružnicí  k  poloměru  d  a  středu  aff.  Vedeme-li  bodem  L  na 
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přímce  ft,  zde  bodem,  pro  nějž  L"=a".ft",  rovnoběžku  ax  s  a, 
rovina  L  =  a,6  protíná  rovina  R  v  přímce  ba.  Ustanovíme 
tedy  stopy  Zi,  In,  pak  přímka  ba  prochází  body  jBo-i  =  Ji .  fi> 
JB(rn  =  iii.^n;  přímka  ta  protíná  přímka  ax  v  jejím  Šikmém 
průmětu  a1(T.  Postačí,  vyjádří me-li  přímka  ba  prvním  nebo 
druhým  průmětem.  Zde  jsme  stanovili  b'a  jakožto  spojnici  bodu 
BG\  s  patou  kolmice  s  2?<m  na  #'/"  spuštěné.  Průmět  aff  obdržíme 
pomocí  roviny  aa^  jejíž  stopou  první  ai  jest  přímka  normální 
k  x  a  obsahující  body  An%  a" .  x.  Rovina  ta  protíná  R  v  přímce  spo- 
jující bod  ai.fi  s  bodem  a1(T,  kterážto  přímka  seče  přímku  a 
v  bodě dff.  Abychom  ustanovili  body  průsečné  kružnice*  s přímkou 
*<r,  otočíme  rovinu  R  kolem  její  přímky  hlavní  první  r,  prochá- 
zející bodem  aa  do  polohy  rovnoběžné  s  Pí.  Za  tím  účelem  my- 
sleme si  nejprv  rovinu  R  sklopenu  do  Pí;  sklopením  přijde 
bod  Baň  do  polohy  (fi<rii)  na  kolmici  spuštěné  s  b'a*x  ku  ri, 
ležící  ve  stejné  vzdálenosti  od  bodu  R .  x  jako  bod  Ban-  Po  otočení 
vytčeném  ba  přijde  do  polohy  [6ff],  jejíž  průmět  [ba]'  prochází 
bodem  b'a.r'  a  jest  rovnoběžný  s  B<n  (2?<rii) ;  kružnice  k  přijde 
do  polohy  [*]  středu  aff  a  poloměru  d.  Proto  bude  [Ba]  společným 
bodem  přímky  [ba]  s  kružnicí  [k].  Poněvadž  tyto  mají  dva  body 
společné,  úloha  poskytuje  dvě  řešení.  Vyjádříme  jedno  z  nich, 
zvolíce  jeden  z  těchto  bodů  [Bc].  Kolmice  s  [Ba]'  na  r'  protne  b'a 
v  bodě  2?'*.  Rovnoběžka  zí^ka  protne  b  v  bodě  B ;  poněvadž 
AB\\AaBa>  protíná  rovnoběžka  ku  A4áB'a  bodem  Bé  vedená 
přímku  a4  v  bodě  A*.  Z  bodů  B\  A4  odvodíme  2?",  A"  pomocí 
ordinál,  čímž  úsečka  AB  jest  vyjádřena. 

Kdyby  se  kružnice  [k]'  dotýkala  přímky  [&<?]',  obě  řešení 
by  splynula;  v  případě  tomto  by  úsečka  AB  byla  nejkratší 
úsečkou,  rovnoběžnou  s  danou  rovinou  a  spojující  přímky  a,  b. 
Tím  jest  dáno  též  řešení  úlohy: 

Sestrojiti  nejkratší  úsečku,  která  jest  rovnoběíná  s  danou  ro- 
vinou a  dané  dvě  přímky  mimoběiné  a,  b  spojuje. 

297.  Úloha.  Sestrojiti  odchylku  dvou  přímek  a,  b. 

Protínají-li  se  přímky,  buďto  rovinu  ab  sklopíme  do  některé 
průmětny  nebo  vytkneme  si  v  rovině  té  některou  přímku  hlavní, 
kolem  níž  otočíme  rovinu  do  polohy  rovnoběžné  se  souhlasnou 
průmětnou. 

Json-li  přímky  a,  b  mimoběžné,  vedeme  libovolným  bodem 
přímky  a1\\a9  bx\\b  a  určíme  úhel  přímek  a1}  b1  sklopením,  po 
případě  otočením  roviny  aj)^ 
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Úloha.  Sestrojiti  odchylku  <p  dvou  rovin  A,  B  daných  stopami. 

Obr.  333.  —  Položíme  libovolnou  rovinu  N  normální  ku  prů- 
sečné  přímce  l  obou  rovin  daných ;  rovina  ta  protíná  je  v  přímkách 
a,  6,  které  uzavírají  žádaný  úhel,  jejž  určíme  sklopením  roviny 
N.  Vrcholem  toho  úhlu  jest  průsečík  V  přímky  l  s  rovinou  N. 
Proveďme  sklopení  to  na  př.  do  Pu.  Pro  N  zvolme  stopa  druhou 
*n  X  J"  třeba  tak,  aby  procházela  průmětem  druhým  stopy  X-. 
Přímka  wn  protíná  stopy  au,  bu  ve  stopách  Au,  resp.  Bn  přímek 


A<' 


Obr.  333. 


a,  b.  Pata  kolmice,  vedené  s  bodu  ř".nn,  zde  tedy  X*-,  na  l 
v  rovině  E,  která  promítá  l  do  Pn,  jest  vrcholem  F;  délka  této 
kolmice  jest  též  vzdáleností  bodu  V  od  nu;  obdržíme  ji,  sklo* 
píme-li  E  do  průmětny  druhé;  sklopíme  nejprve  X-  do  (Xi) 
a  vedeme  bodem  »n .  I"  kolmici  k  Xn(^i),  jejíž  pata  jest  (F). 
Sklopíme-li  pak  rovinu  N  do  Pn,  bod  V  přijde  do  polohy  [  V~\ 
na  l"  tak,  že  vzdálenost  [V]  H  nu  rovná  se  úsečce,  spojující  body 
V. nu  a(F). 

Konečně  úhel  Au[V]Bnt  po  případě  jeho  úhel  vedlejší,  jest 
úhlem  žádaným. 


—  426  — 

298.  Úloha.  Rozděliti  jest  úhel  dvou  rovin  A,  B  v  daném  po- 
měru k. 

Máme  tu  položiti  přímkou,  v  níž  se  dané  roviny  protínají, 
rovinu  C  tak,   aby  (ABC)  =  sin  AC  :  sin  BC  =  k.    Budiž  na  př. 

Obr.  333.  —  Sestrojíme  úhel  rovin  A,  B  jako  prve ;  budiž  to  úhel 
An[V]Bii-  Úhel  ten  rozdělíme  v  daném  poměru  tím,  že  zvolíme 
libovolnou  délku  w,  naneseme  na  rameno  [  V]  Bn  úsečku  [  V]  1  — 
3m  a  na  prodloužení  ramena  [  V]  Au  přes  vrchol  úsečku  [  F]  2  =  2m. 
Bodem  [F]  vedeme  rovnoběžku  ke  spojnici  12,  protínající  nu 
v  bodě  Cn.  Patrně  rovina  C  spojuje  přímku  l  s  bodem  Cn. 

Je- li  zvlášť  k  =  —  1,  jest  C  symmetrálou  rovin  A,  B. 

Uhel  dvou  rovin  A,  B  obdržíme  též,  jestliže  s  libovolného 
bodu  spustíme  k  nim  kolmice  n«,  n^,  jejichž  úhel  se  rovná  úhlu 
žádanému.  Máme-li  stanoviti  rovinu  C  přímkou  l  =  A  .  B  tak, 
aby  (ABC)  =  k,  sestrojíme  v  rovině  nanff  přímku  n?  tak,  aby 
příslušně  bylo  (nan^wy)  =  ^,  pak  vedeme  přímkou  l  rovinu  C  J.  nr. 

Tato  řešení  jsou  však  složitější  řešení  předcházejících. 

Abychom  stanovili  odchylku  dvou  rovin,  které  nejsou  dány 
stopami,  určíme  si  průseky  rovin  těch  s  dvěma  rovinami  rovno- 
běžnými k  některé  průmětně,  čímž  úloha  jest  převedena  na 
úlohu  (34  a  92). 

Úloha.  Sestrojiti  odchylku  přímky  a  od  roviny  A. 

v 

Řešeni  neposkytuje  tu  nic  nového. 

299.  Úloha.  Poloiiti  daným  bodem  A  rovinu  R  tak,  aby  se  třemi 
danými  rovinami  A,  B,  C  uzavírala  stejné  úhly. 

Každá  rovina,  která  svírá  s  dvěma  rovinami  A,  B  stejné 
úhly,  jest  patrně  kolmá  na  jedné  nebo  druhé  z  jejich  rovin  sou- 
měrnosti Cn  C9 ;  rovněž  tak  každá  rovina,  která  svírá  s  rovi- 
nami A,  C  stejné  úhly,  jest  kolmá  na  jedné  nebo  druhé  z  jejich 
rovin  souměrnosti  B19  B2.  Žádanou  rovinou  R  jest  tedy  rovina, 
položená  bodem  A  normálně  k  jedné  z  přímek  Ci.B,,  Ca.B19 
Cj.Ba,  C3  B3.  Přímky  ty  jsou  patrně  též  obsaženy  v  rovinách 
souměrnosti  Aa,  Aa  rovin  B,  C,  tak  že  Šest  takto  získaných 
rovin  souměrnosti  se  protíná  po  třech  ve  čtyřech  přímkách. 

300.  Úloha.  Sestrojiti  symmetrály  R,  S  dvou  daných  rovin 
{způsob  2.). 
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1.  Obr.  334.  —  Je-li  jedna 
z  daných  rovin  průmětnou,  na  př.  Pí, 
druhá  pak  libovolná  rovina  A,  daná 
stopami  ai,  au,  myslíme  si  rovina 
tuto  sklopenu  do  Pí  oběma  možnými 
způsoby ;  sklopíme  tu  jeden  bod  jeji 
A  ležící  na  au  tím.  že  kolmici  s  A1 
k  a\  protneme  kružnicí  kolem  bodu 
A. x  opsanou  a  bodem  A"  jdoncí; 
body  průseSné  jsou  již  sklopeními 
J.+,  A—  bodu  A.  Symmetrály  rovin 
A,  Pí  jsou  patrně  roviny  R»,  S«.  pro- 
cházející přímkou  a\  a  kolmé  k  AA+  resp.  AA-;  stopy  druhé 
těchto  rovin  jsou  raU  ±  A"AU+,  Saii  J_  A" A"— 


Obr.  834. 


Obr.  335. 


2.  Obr.  335.  —  Jsou-li  dané  roviny  A,  B  v  poloze  obecné, 
sestrojme  symmetrály  R«,  S«  roviny  A  s  některou  průmětnou, 
zde  Pí,  a  rovněž  tak  symmetrály  R^,  S^  roviny  B  s  touže  prů- 
mětnou. Přímky  Ra.R/j,  Sa.S^  leží  s  přímkou  A.B  v  rovině 
hledané  R,  kdežto  přímky  Ra.S^,  R/9.S«,  A.B  leží  v  rovině  S. 
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Zde  jsme  volili  bod  A  =  au .  ba  za  onen,  jehož  sklopení 
>1+,  A-  pro  rovinu  A  a  (-4+),  (4-)  pro  rovinu  B  do  průmětny 
prvé  jsme  vyjádřili. 

Prochází  tedy  stopa  ru  body  raii.r^n,  faii-tyn*  tfii.&n. 
stopa  ri  body  ra.a?,  ai.&i,  kdežto  stopa  Sn  prochází  body  rau.spui 
f^ii  •  *«ii»  an  •  &n«  stopa  5i  body  $n .ar,  ai .  &i. 

301.  Úloha.  Průsečnicí  dvou  rovin  A,  B  položiti  jest  rovinu  E, 
která  děli  odchylku  jejich  v  daném  poměru  k=sin  AE:**nBE  (298). 

Úloha  ta  řeší  se  obdobně  jako  předcházející.  Položíme  ro- 
vinu Ea,  která  dělí  odchylku  roviny  A  od  některé  průmětny, 
na  př.  Pí  v  poměru  libovolně  zvoleném  lj.  Myslíme  si  opět 
rovinu  A  sklopenu  do  Pí;  jeli  (A)  sklopení  jednoho  bodu  jejího, 
jejž  výhodně  volíme  na  au,  pak  rovina  Ba  obsahující  a\  protíná 
přímku  A  (A)  v  bodě  Itaj  který  dělí  úsečku  A  {A)  rovněž  v  po- 
měru ^,  jak  se  o  tom  snadno  přesvědčíme. 

Potom  myslíme  si  sklopení  do  Pj  roviny  B,  sklopíme  libo- 
volný bod  její  B  na  &n  do  [B]  a  rozdělíme  úsečku  B  [B]  bodem  Hp 

v  poměru  A2=-y-'    Možno-li,    volíme  patrně   B  =  <4  =  an.&n- 

Bodem  Rp  a  přímkou  b\  položíme  rovinu,  která  dělí  patrně  B  [B] 

v  témže  poměru   -y-    Eoviny  Ea,  E^  protínají  se   v  přímce  hf 

která  již  leží  v  rovině  žádané  E,  čímž  tato,  procházejíc  zároveň 

přímkou  A.B,  je  stanovena.  Neboť  pro  libovolný  bod  přímky  h 

platí,  poněvadž  leží  v  rovině  E,  určené  přímkami  A.B,  h,  jednak 

relace 

sin  AE  :  sin  PiE  =  An 

ale  jinak  též  relace 

sin  BE  :  sin  PjE  =  i- 

A. 

proto  jest  vskutku,  jak  z  obou  relací  plyne 

sin  AE  :  BE  =  L 

S  výhodou  zvolíme  Aa  =  —  1,  tak  že  rovina  E«  půlí  vzdá- 
lenost bodů  A,  (A)  aneb  ^  =  -f  1,  tak  že  rovina  Ea  jest  rovno- 
běžná s  přímkou  A  (A) ;  kdybychom  rovinu  poslední  značili  nyní 
na  rozdíl  od  předcházející  S«,  patrně  zvláštní  roviny  tyto  Ea,  S« 
jsou  totožné  s  rovinami  souměrnosti  pro  A  a  Pí,  které  jsme 
v  předcházející  úloze  sestrojili.  Zvolíine-li  za  Ea  jednu  z  těchto 
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rovin,   jest    pro   rovinu   Ify   buďto    la  = r-   aneb    Xa 


-   aneb    Aa  =  — 

Pokud  se  počtu  řešení  týče,  má,  dokud  není  smysl  úhlu  AB 
vytčen,  platnost  v  podstatě  totéž  jako  prvé.  Zároveň  vidíme,  jak 
nutno  úlohu  tuto  specialisovati,  abychom  obdrželi  řešení  úlohy 
předcházející. 

302.  Vloha.  V  rovině  A  visti  máme  bodem  A  přímku  p,  jqfU 
vzdálenosti  ode  dvou  libovolně  daných  bodů  B,  C  jsou  v  daném 
poměru  X. 


Obr.  386. 


Obr.  336.  —  Spustí  me-li  ku  přímce  p  kolmice  ji  protínající 
s  bodů  B  a  C\  a  značí-li  Bx ,  6\  paty  kolmic  těch,  žádá  se  v  úloze  před* 

ložené,   aby         1   =  i.  Značime-li  b  přímku  AB  a  c  přímku  AC7 

C/Oj 

jest  BB1  =  AB  sin  pb,  CCX  =  AC  sin  pc,  z  čehož  plyne 


čili 


AB    sin  pb 

AC    sin  pc 


sinpb       ,  AC 
sin  pc         AB 


kde  fi  jest  hodnotou  stálou.  Žádaná  přímka p  leží  tudíž  na  určitém 
kuželi  orthogonálním  K  (129),  majícím  bod  A  za  vrchol,  a  musí 
proto  býti  přímkou  společnou  kuželi  K  a  rovině  A,  Obdržíme 
tudíž  obecně  dvě  řešení  dané  úlohy. 

Provedení  konstrukce  lze  takto  uspořádati.  Nejprve  vy- 
jádříme fi  poměrem  dvou  úseček  w,  n,  pak  sestrojíme  v  rovině  bc 
přímky  r,  s  tak,  aby 


sin  rb ! 
sin  re ! 


sin  sb 
sin  se 


=  /<; 
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to  se  stane  na  př.  tak,  Že  naneseme  na  b  úsečku  AB0  =  n,  na  c 
úsečku  ACa  =  m ;  bodem  -B0  vedeme  rovnoběžku  k  e  a  učiníme 
na  ní  B0B  =  SB0  =  ACa ;  přímky  r  =  AR,  s  =  AS  náležejí 
kuželi  K.  Anebo  bodem  C„  vedeme  rovnoběžka  s  přímkou  6 
a  učiníme  na  ní  C0R  :=  TC„  := .  AB0 ;  pak  jest  zase  r  —  AR, 
8  =  AT.  V  některém  bode"  Ra  na  r  ležícím  vztyčíme  rovinu  N 
kolmou  k  r.  Rovina  ta  protíná  K  v  kružnici  A-  a  A  v  přímce  a. 
Sestrojíme  pak  body  P,  P„  v  nichž  a  seče  kružnici  Je,  a  tu 
jsou  p  =  AP,  pi  =APi  přímky  žádané. 


»'-' 


Obr.  337.  —  Jednoduché  provedení  úlohy  obdržíme,  jestliže 
rovinu  A  zvolíme  za  průmětnu  prvou  a  průmětnu  druhou  k  ní 
normální  klademe  přímkou  BC.  Sklopili  jsme  uejprv  rovinu 
U=ABC  do  Pu  ;  kolmice  s  A"  k  BC  jest  proťata  kružnici  kolem 
bodu  x.BC  opsanou  a  bod  A' —  A  obsahující  ve  sklopem  (A)  to- 
hoto bodu.  Budiž  1  vyjádřeno  poměrem  —  dvou  úseček  da- 
ných b,  e.  Tu  na  (A)B  jsme  nanesli  (,4)(íV)=&  a  vedli  jsme 
bodem  (N)  rovnoběžku  k  BC,  protínající  (A)C  v  bodě  C0. 

Poněvadž  jest  jt  = — =  a  dle  provedené  konstrukce  -j= 

U)G„  .    .    i 

=  MM#)'protoje8tí,= 
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AC 
AB0  rovnou  c,  jest  f*=  -vyř  ;  tedy  vskutku  m=  AC0,  n  =  AB9. 

Následkem  toho  možno  přímky  r,  s  ve  sklopení  (r),  (js)  již  se- 
strojiti. 

Za  bod  Ra  jsme  zvolili  stopu   Rn  =  (4)  (2ř) .  BC  přímky  r. 
Stopou  wn  roviny  N  jest  kolmice  k  A"Rn  v  bodě  Jřn  vztyčená  a 
stopa  f»i  jest  kolmá  k  A&n.  Stanovili  jsme  dále  průsečík  L  přímky  $ 
s  rovinou   N   tím,    že  jsme   odvodili  průmět  první    přímky  d, 
v  níž  se  roviny  U  a  N  sekou,   jakožto    spojnici  ď  bodu    R4n 
s  bodem  «i.«i;   tu  jest  V  průsečík  přímky  ď  s  přímkou  s'  = 
S'ii/1.  Úsečka  RnL  jest  průměrem  kružnice  k.    Rovinu  N  sklo- 
píme do  Pí ;  odvodíme  tedy  sklopení  JRJ  bodu  JBn  tím,    že  pro- 
tneme   kolmici    k    tli   8   R'n    spuštěnou    kružnicí    kolem    N.-r 
opsanou  a  bodem  Rn  jdoucí;    na  sklopení   á+  přímky  d  odvo- 
díme pak  £+,   čímž  jest  již  také  kružnice  k+  stanovena.    Ježto 
v  případě  našem  nj  =  a,  jsou   body  P,  Px    průsečíky   stopy  »i 
s  A;+,    čímž  jsou    přímky  hledané  p  =  -AP,   i>t  —  APX    rovněž 
stanoveny. 

Aby  ve  zvláštním  případě  přímka  p  měla  od  bodů  2?,  C 
stejnou  vzdálenost,  jest  nutno,  aby  >l=l  a  tedy  m  =  AC,  n  =  AB, 
tak  že  jedna  z  přímek  r,  5  půlí  úsečku  BC  a  druhá  jest  s  ní 
rovnoběžná,  čímž  se  konstrukce  zjednodušuje. 

Obr.  338.  —  V  případě  tom  provedeme  konstrukci  ještě 
jiným  způsobem.  Mysleme  si  hledanou  přímkou  p  rovinu  M,  rovno- 
běžnou ku  přímce  g=uB(7,  dále  osu  přímek  BC,  p,  protínající 
první  z  nich  v  bodě  O,  druhou  v  bodě  Ox.  Bodem  Ox  veďme  qt  ||  q. 
S  bodu  B  spusťme  dále  kolmice  kjpag,,  jejichž  paty  označíme 
Bx>  BQ.  Obdržíme  tak  trojúhelník  BB0BX,  a  sestrojíme  vzhledem 
k  bodu  C  trojúhelník  CC0CX  jemu  obdobný.  Oba  trojúhelníky 
jsou  pravoúhlé  a  to  při  J50,  resp.  C0,  a  protože  BB^  =CC0=  OOx 
a  strany  BBX,  CCX  jakožto  vzdálenosti  bodů  B  a  C  od  p  se  dle 
předpokladu  též  sobě  rovnají,  trojúhelníky  ty  jsou  shodné, 
tak  že  ~B~BX  =  C0CX. 

Poněvadž  OOx  J_  pqu  jest  BB0  ±pqx  a  proto  jest  p  JL  BB0; 
ježto  dle  konstrukce  též  p  J_  BBX,  proto  jest  rovina  BB0BX 
kolmá  k  p  a  obdobně  jest  rovina  CC0CX  kolmá  na  py  tak  že 
obě  roviny  jsou  rovnoběžné  a  tedy  B0BX  ||  C9Ct. 

Následkem  toho  jsou  tedy  také  &OxB0Bx,  a  OxC0Cx  shodné, 
pročež  BO  =  OC. 

Obr.  339.  —  Z  toho  odvodíme  následující  konstrukci,  při 
níž  zvolíme  A   za  průmětnu  prvou,  kdežto  průmětnu  druhou, 
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k  ní  kolmou,  klademe  přímkou  BG.  Vedeme-li  bodem  ivA 
libovolnou  přímku  px  a  spustíme  na  ni  s  O  kolmici,  která  ji  seče 
v  Oi,  jest  0éOx  ±  px,  tak  že  bod  Ox  opíše  kružnici  u  průměru 
O1  A,  když  px  se  otáčí  kolem  A  a  přímka  OOx  opíše  kužel  ortho- 
gonální,  jehož  přímky  lze  považovati  za  prňsečnice  rovin  nor- 
málních, náležejících  dvěma  svazkům,  z  nichž  jeden  má  00\ 
druhý  O  A  za  osu,  a  na  němž  musí  ležeti  osa  o  přímek  BC  a  p. 
Ježto  osa  ta  musí  též  ležeti  v  rovině  N  normálně  k  BG  bodem  O 
vedené  a  tudíž  00*  obsahující,  proto  jest  o  průsečnicí  roviny  N 


bS 


X 


7^ 


Vv 


1/ 


*«*^ 


Obr.  33a 


Obr.  839. 


se  zmíněným  kuželem  a  bod  Ox  jest  průsečíkem  kružnice  u 
s  přímkou  wi,  v  níž  N  seče  A.  Obdržíme  obecně  takové  body 
dva  01?  Qx  a  tedy  i  dvě  přímky  p  =  A01}  p1=zAQl  vyhovující 
dané  úloze. 

Spočívá  tedy  hledaná  konstrukce  v  tom,  že  sestrojíme  m 
a  O',  dále  nad  AO'  jakožto  průměrem  opišme  u\  žádané  přímky 
spojují  pak  bod  A  s  body  w.wi. 

Jak  se  útvary  ty  vyjádří,  když  dané  prvky  jsou  v  obecné 
poloze  k  průmětnám,  je  známo. 


Sdružené  průměty  kružnice  a  několik  úloh. 

303.  Úloha.  Kružnice  ky  Ježici  v  dané  rovině  R,  jest  určena 
středem  S  a  poloměrem  r ;  sestrojiti  jest  její  průměty  sdružené  i.  a  2. 

Obr.  340.  —  Průměr  <40||rfc  má  průmět  první  v  přímce 
A'B'  ||  n  bodem  S'  vedené,  a  jest  A'S*  =  S'B'  =  r;  průmět  druhý 
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leží  na  stej  nos  měrce  se  základnicí  bodem  S*  vedené  a  jest  tím 
stanoven;  zde  odvodili  jsme  pouze  B". 

Průměr  CD\\rn  má  průmět  druhý  v  přímce  C"Z>"J|ni 
bodem  S"  vedené,  a  jest  C"S"  =  S"D"  =  r;  průmět  první  leží 
na  rovnoběžce  se  základnicí  bodem  S'  vedené,  čímž  jest  rovněž 
stanoven;  zde  odvozen  pouze  bod  D\ 
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Obr.  840. 


Obr.  341. 


Tím  jsou  ellipsy  k\  7c"  jakožto  průměty  kružnice  k  stano- 
veny; každá  z  nich  jest  dána  vrcholy  hlavními  a  jedním  bodem; 
poloosy  jejich  vedlejší  sestrojíme  pomocí  známé  konstrukce  (158). 
Pro  k*  jest  osou  vedlejší  kolmice  k  A4B*  bodem  8f  vedená;  kruž- 
nice poloměru  r  kolem  D'  opsaná  nechť  ji  protne  v  bodě  1,  a 
přímka  ID'  nechť  protne  A'B'  v  bodě  2.  Úsečka  D'2  podává  již 
délku  malé  poloosy  pro  k\ 

Rovněž  tak  protneme  pro  k"  kolmici  k  C"D"  bodem  S"  ve- 
denou v  bodě  3  kružnici,  poloměrem  r  kolem  B"  opsanou.  Pro- 
tíná-li  přímka  £"3  osu  hlavní  C"D"  v  bodě  4,  podává  opět  B'% 
délku  malé  poloosy  pro  k". 


L 
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304.  Úloha.  Dána  jest  přímka  n  a  na  ní  bod  8  jakožto  střed 
hruinice  h  daného  poloměru  r.  položené  v  rovině  R,  normální  k  n\ 
mají  se  sestrojiti  sdružené  průměty  této  hruinice. 

Poněvadž  směry  stop  pro  rovinu  R  jsou  přímkou  n  též 
dány,  totiž  r\  J_  n\  rn  ±  n",  jest  tím  řešení  převedeno  na  úlohu 
předcházející. 

Sestrojíme  však  vrchol  vedlejší  O  pro  ellipsu  k1  ještě 
jiným  způsobem. 

Obr.  341.  —  Rovina  N,  promítající  přímku  n  do  Pí,  ob- 
sahuje poloměr  SC  kružnice  k  normální  k  AB,  jehož  průmětem 
prvním  jest  poloosa  vedlejší  S'C"  ellipsy  k\  Abychom  tu  poloosu 
sestrojili,  otočme  rovinu  N  kolem  přímky  hlavní  prvé,  bod  S 
obsahující,  do  polohy  N^  rovnoběžné  s  Pí. 

Po  otočení  n  přejde  do  polohy  nA,  SC  do  polohy  SC&  ±  nA  - 
při  tom  jest  SC&  =  r.  Průmět  n'A  odvodili  jsme  zde  tím,  že 
jsme  si  na  n  stanovili  bod  J,  v  němž  rovina  tečná  rovnoběžná 
s  Pí  ke  kouli,  pro  niž  jest  k  jednou  kružnicí  největší,  přímku 
n  seče;  pak, jest  n'A  rovnoběžka  středem  S*  vedená  se  spojnicí 
bodu  J4  s  jedním  neb  druhým  z  vrcholů  hlavních  A\  B*  ellipsy 
k*.  Nanesme  též  na  n  délku  SN=r,  i  budou  trojúhelníky 
VO^C,  AT'AS'iV'  shodné,  pročež  S'N'  =  C'C'A.  V  trojúhelníku 
prvém  přepona  rovná  se  hlavní  poloose,  odvěsna  S'C  vedlejší 
poloose  ellipsy  k';  proto  jest  odvěsna  CéC4^  patrně  rovna  vý- 
střednosti et  ellipsy  A',  pročež  i  úsečka  S'N'  rovná  se  výstřed- 
nosti její.  Z  téhož  důvodu  rovná  se  SéiNu  výstřednosti  ellipsy 
k".  Z  toho  plyne  věta: 

Naneseme-li  na  normálu  k  rovině  kružnice  délku  jejího  polo- 
měru, průmět  orthogonální  délky  této  do  libovolné  roviny  rovná  se 
výstřednosti  pro  průmět  souhlasný  kružnice  řeěené. 

305.  Úloha.  Dána  jest  ellipsa  k4  jakožto  průmět  první  kruž- 
nice k\  jest 

1.  odvoditi  sdružený  průmět  druhý  k"  kružnice  té,  je-li  dán 
průmět  S"  středu  jejího, 

2.  stanoviti  rovinu  R,  v  níž  kružnice  ta  leží,  a  její  odchylky 
«,  p  od  průměten. 

Obr.  341.  —  Buďtež  A',  li'  vrcholy  hlavní,  C\  D'  vrcholy 
vedlejší  ellipsy  ké\  A"B"  jest  na  rovnoběžce  k  základnici  bodem 
S"  vedené.  Mysleme  si  středem  S  rovinu  P<n||Pi.  Vzdálenost 
bodu  C  od  roviny  Pffi  jest  jednou  odvěsnou  v  pravoúhlém  troj- 
úhelníku, jehož  přeponou  jest  poloměr  SC  a  jehož   odvěsnou 

J.  Sobotka:  Deikrlptirní  geometrie.  28 
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druhou  jest  průmět  5'C  poloměru  toho.  Rovná  se  tedy  vzdále- 
nost ta  CO&  výstřednosti  e1  ellipsy  k*.  V  trojúhelníku  O&CS1 
jest  úhel  při  S'  již  úhlem  a.  Průmětem  druhým  tečny  c  v  bodě 
C  jest  tudíž  rovnoběžka  se  základnicí,  mající  od  S'é  vzdálenost  cv 

Z  toho  soudíme,  že  ve  sdružených  průmětech  kružnice 
terny  v  bodech  nejvzdálenějších  od  základnice,  které  nazýváme 
nejvyšším  a  nejnižším  bodem  průmětu  jednoho  vzhledem  ku  prů- 
mětně nesouhlasné,  mají  od  jeho  středu  vzdálenost,  která  se 
rovná  výstřednosti  průmětu  druhého. 


Poněvadž  můžeme  c"  vésti  po  jedné  nebo  druhé  straně 
přímky  AUB'\  obdržíme  dvě  kružnice  k,  jejichž  průmět  první 
se  8  V  stotožňuje ;  průměty  jejich  druhé  jsou  k  sobě  vzhledem 
k  A!4B"  souměrně  položeny.  Rovina  R  prochází  přímkou  AB  a 
jest  ku  průmětně  Pí  pod  úhlem  «  v  jednom  neb  druhém  smyslu 
nakloněna  a  tím  již  stanovena. 

Pro  k"  vyhledejme  si  nejprv  osu  hlavní  P"(>"  jakožto 
průmět  přímky  PQ  v  rovině  R;  průmětem  prvním  přímky  PQ 
jest  rovnoběžka,  bodem  6"  k  základnici  vedená.  Přímka  PQ 
protíná  c  v  bodě  L,  pro  nějž  V  =  c\  PQ*  a  L"  leží  na  c". 
Na  přímce  L"S"  leží  tedy  osa  hlavní  P'Q"  ellipsy  k'\  pro  niž  jest 

I  máme  pro  průmět  druhý  následující  určení  a  kontroly. 

a)  Odvodíme  A"  nebo  B"\  ellipsa  k"  jest  stanovena  hlav- 
ními vrcholy  a  jedním  bodem  jako    v  úlohách  předcházejících. 
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6)  Budiž  kx  kružnice  vrcholová  nad  osou  hlavní  pro  ellipsu 
k'  a  k2  pro  ellipsu  k".  Ordinály  vedené  body,  v  nichž  &'  protíná 
i„,  protínají  P"()"  v  ohniscích  G,  H  ellipsy  k". 

Společné  tečny  ellips  &',  k"  s  ordinálami  rovnoběžné  ob- 
držíme, vedeme-li  jedním  ohniskem  F  ellipsy  k1  nebo  jedním 
ohniskem  ellipsy  k"  rovnoběžku  se  základnicí;  žádané  tečny 
procházejí  body  průsečnými   vytčené  rovnoběžky  s  &,,  resp.  k%. 

c)  Protíná-li  ordinála,  ohniskem  F  vedená,  &L'  v  bodě  1,  kY 
v  bodě  2,  jest  rovnoběžka  se  základnicí,  vedená  bodem  2,  tečnou 
ellipsy  k\  a  proto  úsečka  12  rovná  se  výstředuosti  e2  ellipsy  kf\ 

d)  Abychom  obdrželi  vrchol  vedlejší  R"  pro  ellipsu  k", 
sestrojme  buďto  S"R"  jako  odvěsnu  pravoúhlého  trojúhelníka, 
jehož  druhá  odvěsna  jest  S"H  a  jehož  přepona  rovná  se  S"P". 
Anebo  si  mysleme  bodem  Jí"  rovnoběžku  k  tečně  c" ;  protíná- 1  i 
rovnoběžka  ta  osu  hlavní  v  bodě  3,  jest  W'V'*  =  S"jP2  +  S"3a. 
Protíná-li  tedy  osa  vedlejší  ellipsy  k"  kružnici  ka  v  bodě  JRa, 
protneme  osu  hlavní  v  bodě  3  kružnicí,  kolem  R2  poloměrem 
S"L"  opsanou,  a  vedeme  bodem  3  rovnoběžku  k  základnici  (196). 
Rovnoběžka  ta  protíná  osu  vedlejší  ve  vrchole  B".  Konečně 
hledaný  úhel  (i  rovná  se  úhlu  S"HR". 

Předpokládali  jsme,  že  ellipsa  k1  jest  dána  osami ;  kdyby 
dána  byla  jinými  prvky,  na  př.  dvěma  sdruženými  průměry, 
dospěli  bychom  od  nich  známou  cestou  k  osám  a  pak  bychom 
řešili  úlohu,  jak  bylo  právě  uvedeno. 

306.  Úloha.  Trojúhelník  ABC,  jehož  vrchol  A  a  první  průmět 
jest  dán,  má  se  stanoviti  tak,  aby  průmět  jeho  druhý  byl  danému 
trojúhelníku  A1B1Cl  podoben. 

Obr.  342.  —  Ježto  bod  A  jest  dán,  známe  pro  druhý  průmět 
trojúhelníka  vrchol  A". 

Veďme  bodem  A  v  rovině  trojúhelníka  ABC  přímku 
AD  _L  z*  protínající  BC  v  bodě  D.  Poněvadž  bude  pro  průmět 
druhý  (C'B"D")  =  (C'B'D'),  musí  býti  vzhledem  k  vytčené  po- 
dobnosti, jíž  bodu  D"  přísluší  bod  DY,  též  (CíBlDí)  =  (C'B,Dr). 
Dle  toho  jsme  stanovili  D,  ;  nanesli  jsme  totiž  na  C1AÍ  délky 
C,/9,  Qtf,  rovnající  se  CéB\  resp.  CD';  rovnoběžka  ku  Bl(i 
bodem  d  protne  C1B1  v  bodě  /)a. 

Nyní  můžeme  přemístiti  rovinu  R2  =  AlBlC1  do  polohy 
R2  podobně  položené  s  průmětem  druhým  vyznačených  útvarů 
pro  -4"  jakožto  střed  podobnosti.  Sestrojíme  A  A"Dq  Cq  go  a  At  Dt  C\ 
tak,  aby   bod  D2   ležel   na  ordinále  A'A"é    Strana  AikC%  protne 

28* 
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ordinálu  bodu  C  již  v  bodě  <7",  a  strana  C"B"  jest  rovnoběžná 
s  C2D2;  vrchol  B"  leží  na  ordinále  bodu  B  a  jest  též  takto 
stanoven. 

307.  Úloha,  Má  se  stanoviti  poloha  a  průmět  první  pro  rovno- 
běžník shodný  s  rovnoběžníkem  daným  tak,  aby  průmětem  jeho  druhým 
byl  čtverec. 

Je-li  AíBlC1D1  daný  rovnoběžník,  uvedeme  jej  do  ně- 
které takové  polohy  ABCD,  aby  se  trojúhelník  ABC  promítal 
do  Pn   v  trojúhelník   rovnoramenný    a  při  B"  pravoúhlý  (214). 

Úloha.  Daný  trojúhelník  ABC  umístiti  jest  vzhledem  k  prů- 
mětnám Pí,  Pn  a  průměty  jeho  vyjádřiti  tak,  aby  průmět  první 
byl  danému  trojúhelníku  AXBXCX  podoben  a  průmět  druhý  aby  se 
rovnal  tomuto  nebo  jinému  trojúhelníku  A2B2Cq.  ovšem  menšímu 
než  ABC. 

Označme  R  rovinu,  v  níž  trojúhelník  ABC  v  žádané  po- 
loze bude  ležeti.  Umístěme  nejprve  trojúhelník  ABC  do  polohy 
^o^o^o  v  rovině  strojné.  V  této  rovině  vyhledejme  si  přímku  r01 
na  př.  vrcholem  A0  jdoucí,  kolem  níž  lze  trojúhelník  A0B^C9 
otočiti  o  jistý  úhel  «  tak,  aby  průmět  jeho  byl  podoben  troj- 
úhelníku AtBlCí,  a  ustanovme  úhel  «  (214).  Rovina  R  musí 
tudíž  s  Pí  uzavírati  úhel  «.  Značí  me-li  /?  úhel  roviny  R  s  Pn, 
musí   vzhledem   ke  vztahu    A"B"C"  =  &ABC.cos  p,  býti  cos/?  = 

a  A  RC 
— A   u  r    .  Tím  si  můžeme  stanoviti  též  úhel  /?. 
A  A2tí2Cq 

Dále  sestrojíme  rovinu  R  tak,  aby  uzavírala  s  průmětnami 
úhly  a,  pokud  se  týče  £.  Nyní  již  dovedeme  sklopení  (-d)(jB)(C) 
hledaného  trojúhelníka  do  Pí  sestrojiti ;  sklopením  tím  jest 
totiž  trojúhelník  s  A0B0C0  shodný,  jehož  strany  uzavírají  s  n 
tytéž  úhly  jako  strany  trojúhelníka  A0B0C0  s  r0.  Sestrojíme  tedy 
nejprv  útvar  (-T)  =  r\  (A)  (B)  (C),  shodný  s  útvarem  -T0  =  r0  A0B0C0. 

Trojúhelník  ABC,  jehož  sklopení  do  Pí  jest  (A)(B)(C) 
a  jehož  průměty  ze  sklopeni  zuámým  způsobem  se  odvodí,  jest 
jedna  ze  žádaných  poloh,  hledaných  pro  trojúhelník  ABC  Každá 
jiná  poloha  z  ní  rovnoběžným  posunutím  odvozená  vyhovuje 
rovněž  úloze  naší.  Libovolným  bodem  procházejí  čtyři  různé 
roviny  R  pod  úhly  a,  £  ku  průmětnám  nakloněné.  Co  jsme 
právě  pro  jednu  z  nich  R  vyvodili,  má  platnost  ovšem  i  pro 
každou  z  ostatních  tří. 
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308.  Úloha.  Sestrojiti  jest  sdružené  průměty  čtverce  ABCD, 
jsoti-U  dány  průměty  A'B\  A"Bél  jedné  strany  jeho  a  průmět  u* 
přímky  w,  obsahující  ostatní  dva  jeho  vrcholy. 

Obr.  343.  —  Sestrojíme  jiej  prve  stranu  AD  k  AB  přilehlou. 
Straua  ta  má  délku  rovnu  AB  a  jest  jedním  poloměrem  v  kruž- 
nici k,  mající  A  za  střed  a  položené  v  rovině  normální  k  AB. 
Kružnice  k  promítá  se  do  Pí  v  ellipsu  7c',  jejíž  osa  hlavní  leží  na 
kolmici   mé   k  A'B\   kdežto    osa  vedlejší   leží   na  přímce  A'B'. 


k.S 


Obr.  843. 


Poněvadž  AB'  jest  jedním  poloměrem  ellipsy  k\  obdržíme  Z)', 
jakožto  bod  průsečný  přímky  u1  s  k*.  Dává  tudíž  úloha  naše 
obecně  dvě  řešení;  v  obrazci  vyjádřeno  jedno  z  nich.  Především 
víme,  že  A'B'  rovná  se  výstřednosti  ellipsy  ké  (304).  Je-li  Bx 
patou  kolmice  m"  s  -4"  na  J3'2ř"  spuštěné,  rovná  se  B"B1  malé 
poloose  této  ellipsy,  neboť  lze  B"BX  považovati  za  odvěsnu 
pravoúhlého  trojúhelníka,  jehož  přeponou  jest  pravá  délka 
úsečky  AB  a  rovná  se  tudíž  hlavní  poloose  ellipsy  k\  kdežto 
druhá  odvěsna  jeho  rovná  se  A'Bá* 

Kružuice  kolem  A4  opsané,  jedna  kx  poloměru  B"Bxy  jejíž 
jeden  průsek  s  w'  budiž  1,  a  kružnice  k%  poloměru,  rovnajícího 
se  Bé\  =  AB,  jsou  vrcholovými  kružnicemi  pro  i'.    Spojíme-li 


-  438  — 

tudíž  jeden  z  bodů  u'.k2  s  A*  a  spustíme  potom  s  bodu  prů- 
sečného  2  této  spojnice  s  £,  kolmici  k  w',  jest  pata  této  kol- 
mice průmětem  vrcholu  D\  čímž  průmět  první  čtverce  jest  úplně 
stanoven. 

Seče- li  ordinála  bodu  D  přímku  m"  v  Dx  a  naneseme- li 
na  m"  úsečku  DÍAÍ  =  A'D\  kružnice  kolem  Ax  poloměrem 
B'1  =  AB  opsaná  seče  i)' Z),  ve  dvou  bodech,  z  nichž  jeden  jest 
průmětem  D"  vrcholu  jD.  jak  z  určení  pravé  délky  dané  úsečky 
vysvítá;  který  z  nich  nutno  považovati  za.fi",  rozhodne  se 
snadno.  Neboť  jest  patrno,  leží-li  body  B\  D'  na  téže  straně 
přímky  m',  že  leží  body  B",  D"  po  různých  stranách  přímky  m" 
a  naopak.  Myslíme-li  si  totiž  přímkou  m  rovinu  Pm  ||  Pí,  tu,  jelikož 
přímka  spádu  příslušející  bodu  D  v  rovině  čtverce  vzhledem 
k  Pm  a  normála  k  této  rovině  bodem  A  vedená  jsou  na  sobě 
kolmé,  jsou  smysly  spádu  vzhledem  k  Pm  pro  obě  úsečky  Z>3,  BA 
různé  nebo  stejné  podle  toho,  jsou-li  smysly  průmětu  Z)'3',  B4A* 
souhlasné  či  opačné. 

Mohli  jsme,  stanovivše  D\  též  postupovati  tak.  že  bychom 
byli  stanovili  průsek  s  roviny  promítající  do  Pí,  položené  přímkou 
u',  8  rovinou  K  křivky  A;;  tu  ordinála  bodu  D  seče  přímka  s" 
v  bodě  D".  Odvodili  bychom  tedy  průmět  3"  bodu3  =  m.s;  pak 
bychom  sestrojili  přímku  hlavní  druhou  roviny  K  procházející 
bodem  A\  druhým  jejím  prňmětem  jest  kolmice  s  ^4"  na  A4,B'\ 
Přímka  ta  seče  s  v  bodě  4,  pro  nějž  jest  4'  =  -áJ4\w'  a  4"  se 
obdrží  pomocí  ordinály ;  tím  jest  přímka  s" .—  3"4"  stanovena, 
a  tedy  jest  stanoven  i  bod  D",  známe-li  Z)'. 

Transformace  průměten. 

309.  Vyjádření  útvarů  prostorových  a  úloh  k  nim  se  vzta- 
hujících bývá  velmi  jednoduché,  jestliže  útvary  ty  jsou  ve 
zvláštních  polohách  k  průmětnám.  To  nás  vede  v  případě,  že 
útvary  zmíněné  jsou  v  polohách  obecných  k  průmětnám,  ke 
snaze,  abychom  si  je  uvedli  ve  zvláštní  polohy  takové,  což  se 
děje  buď  přemístěním  útvarů  samých  nebo  přeměnou  čili  trans- 
formací jedné  neb  obou  průměten.  Ovšem  jednoduchost  a  z  ní 
vyplývající  přesnost  získaná  tím.  že  si  zjednáme  řečené  polohy 
zvláštní,  vyvážena  jest  často  nutným  přechodem  od  průmětů 
původních  k  novým  a  naopak.  Zavedení  nové  průmětny  slouží 
někdy  též  praktickým  ohledům  a  děje  se  tu  z  příčin  opačných ; 
dány- li  jsou   totiž   průměty  nějakého   předmětu    umístěného  ve 
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zvláštní  poloze  k  průmětnám,  obsahující  zvláště  hrany  kolmé 
ku  průmětnám,  žádá  se  tu  průmět  do  roviny  vzhledem  k  před- 
mětu obecně  položené,  poněvadž  průmět  takový  vzbuzuje  bez- 
prostředně přesnější  představu  o  předmětu  nežli  průměty  pů- 
vodně dané. 

310.  Jsou-li  Pí,  Ph  průmětny  původní  a  je-li  nová  průmětna 
R  kolmá  na  průmětně  prvé,  sdružíme  nový  průmět  s  průmětem 
prvým.  Rovinu  R  označíme  jakožto  průmětnu  třetí,  poněvadž 
rovina  Pm  J_  #,  kterou  jsme  přiřaďovali  ku  průmětnám  1.  a  2. 
jakožto  průmětnu  třetí,  nepřichází  zde  jako  průmětna  v  úvahu; 
ostatně  lze  Pm  považovati  za  zvláštní  polohu  roviny  R.  Rovněž 
průmět  orthogonální  do  R  označujeme  jakožto  průmět  třetí. 

Obr.  344.  —  Průsečnici  rovin 
Pí,  R  označme  Xi.s  aneb  pohodlněji 
x13y  kdežto  osu  a;  značíme  zde#t2 
jakožto  osu  sdruženosti  průmětu 
1.  a  2.  Bude  tedy  pro  libovolný 
bod  A  spojnice  AA"'  kolmá  na 
arl3  a  A"'  H  xía  =  A  H  Pí,  ale  po- 
něvadž též  A"  -ixí2  =  A-\~Pi, 
obdržíme  průmět  A1'*  z  průmětů 
A\  Aé\  jestliže  spustíme  s  A* 
kolmici  na  xl3  a  naneseme  na  ni 
od  paty  délku  J."— |:r12  v  jednom 
neb  druhém  smyslu;  pro  všecky 
další  body  přenášíme  vzdálenosti 
jejich    od  Pí  vždy    tak,   aby    pro 

body,  jejichž  průměty  druhé  leží  na  téže  straně  základny  x^ 
ležely  vždy  i  průměty  třetí  na  téže  straně  od  základny  xí3.  Na 
základě  tom  jest  vyjádřeno  v  obrazci  ještě  odvození  průmětu  BiU 
bodu  dalšího  B, 

Je-li  R  1  Ph,  postupujeme  obdobně;  to  jest  označíme  R 
opět  jakožto  průmětnu  třetí,  anebo  užívá- li  se  jí  současně  s  prve 
zavedenou  průmětnou,  označíme  ji  jakožto  průmětnu  čtvrtou, 
značíce  ji  RiV  na  rozdíl  od  roviny  předcházející,  kterouž  pak 
značíme  Rm ;  v  případě  tom  jest  A"AIV  ±  rr24,  A,v  H  xq4  =  A'  ±  xx  2 
a  obdobně  pro  bod  B. 

Obr.  345.  —  Je-li  na  př.  v  případě,  kde  Rm  ±  Pí,  dáua 
rovina  A  stopami  a&  aw  a  raáme-li  vyhledati  její  stopu  am,  stano- 
víme  výhodně   bod   průsečný  R  stopy    druhé   a  třetí,    tedy  bod 


Obr.  344. 
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22  =  A.Pii-Rni;  pročež  určíme  průsečnici  u  rovin  Rm>  Pn}  pro 
niž  jest  ti'=a?ia.#l3;  pak  jest  22'  =  u',  22"  =  t*".rn. 

Kružnice  kolem  12'  poloměrem  22'22"  opsaná  protíná  tedy 
kolmici  uiu  v  72'  ku  x13  v  příslušném  smyslu  vztyčenou  v  bodě 
R'".  Stopa  Ani  spojuje  bod  22"  s  bodem  ai .  a?13. 


Obr.  345. 


Není-li  bod  22  přístupný,  sestrojíme  pro  A  libovolný  bod 
L,  na  hledané  stopě  aui  ležící;  průmět  jeho  první  L'  zvolíme 
na  xl3  libovolně;  myslíme  si  dále  bodem  L  přímku  hlavní  prvou 
Z,  pro  niž  tedy  jest  V  \\  a\  a  jejíž  stopou  druhou  Lu  jest  průsečík 
přímky  au  s  kolmicí,  na  xiq  v  bodě  V .xta  vztyčenou;  bod  L  jest 
totožný  se  stopou  třetí  Lui  přímky  Z;  obdržíme  tedy  Lui  na 
kolmici  v  L'  na  x23  vztyčené,  a  úsečka  L'Lui  rovná  seinH  xlV 
při  čemž  smysly  obou  úseček  souhlasí  tak,  jak  prve  bylo  vytčeno. 

Je-li  dána  přímka  p  svými  průměty  p\  j>",  sestrojíme  p"\ 
jestliže  si  na  p  zvolíme  dva  body,  jichž  průměty  do  Rm  dle 
dřívějSí  zásady  stanovíme;  výhodně  použijeme,  možno-li,  bodu 
stopních  1.  a  2.  nebo  3. 

311.  Konstruktivního  účelu,  pro  nějž  nové  průmětny  zavá- 
díme, dosáhneme  obyčejně  již,  volíme-li  novou  průmětnu  kolmo 
na  jedné  z  daných  průměten.  Máme-li  obecně  provésti  přechod 
od  průměten  Pí,  Pn  k  novým  dvěma  průmětnám  na  sobě  kolmým, 
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ale  jinak  libovolně  položeným,  dojdeme  cíle,  jestliže  postupně 
vždy  jednu  z  průměten  nahradíme  průmětnou  novou,  na  druhé 
kolmo  postavenou. 

Vytkněme  si  tedy  úlohu  následující. 

Dány  jsou  sdružené  průměty  A\  A"  bodu  A  do  rovin  Pí,  Pn ; 
mají  se  vyjádřiti  sdružené  průměty  jeho  AIV,  Av  do  nových  dvou 
rovin  Riv  J_  Rv>  vzhledem  k  rovinám  Pí,  Pn  určených ;  při  tom  dána 
jest  rovina  Riv  svými  stopami  ri,  ru  a  osa  x4i  =  Riv .  Rv  svým 
průmětem  prvým. 


>>Ar 


Obr.  346. 

Obr.  346.  —  Zjednáme  si  nejprve  přechod  k  rovině  Riv 
pomocí  roviny  Rm  normální  k  ní  a  k  jedné  z  původních  prů- 
měten, zde  Pí.  Budeme  tedy  míti  pět  průměten  na  zřeteli.  Nejprv 
jsou  dány  Pí  J_  Pn,  pak  zvolili  jsme  Rm  _L  Pit  tak  že  jest  též 
Riv  i_  Rm  a  konečně  jest  Rv  J_  Riv.  Přejdeme  tudíž  od  sdru- 
žených průmětů  2.  a  1.  ku  průmětům  sdruženým  1.  a  3.,  od  nich 
pak  ke  sdruženým  průmětům  3.  a  4.,  z  nichž  konečně  dospějeme 
k  sdruženým  průmětům  4.  a  5.  Tuto  řadu  sdružených  průmětů 
můžeme  nyní  snadno  postupně  vyjádřiti. 

Rovina  Rni  jest  kolmá  na  n.  Klademe  ji  stopou  druhou  S 
přímky  xAb  a  sdružíme  průmět  třetí  s  průmětem  prvním,  při  čemž 
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základnou  ar,a  jest  kolmice   s  bodu  S'  na  r\\    obdržíme  tu  způ- 
sobem prve  vyznačeným  A4"   na  kolmici  s  A'  na  a:13,    při  čemž 
A"  H  x13  =  A"  H  #12.    Zároveň  odvodíme  průmět  třetí  osy  x4s- 
Průmět  R'"  pro  stopu  první  R  přímky  x**>  jest  rj.s18,  kdežto  S"é 
jest  na  kolmici  s  bodu  S*  na  #18   ve  vzdálenosti  S'S'"  =  &'£", 
při  čemž  opět  £"',  -4'"  leží  buď  na  téže  straně  neb  na  různých 
stranách  vzhledem  ku  xis  právě  tak,  jak  jsou  body  £",  A"  vzhle- 
dem  ku  xx  a   položeny.     Přímka   R"'S4,é  jest  zároveň   průmětem 
třetím  roviny  Riv  a  tedy  základnou  xu.    Bod  AIV  leží  tudíž  na 
kolmici  s  A'u  na  #$4  a  jest  -4/r  —\xSi  =  A'  — 1#18,  při  čemž  o  smyslu 
těchto   vzdáleností    platí   totéž  jako  prve.    Zde  jest  SIV  =  S"' 
a  RIV  H  *84  =  Jí'7^'  =  lpnlFm    Přímka   RIVSIV  jest   průmětem 
čtvrtým  roviny  Ry  a  tedy  základnou  #45.  Bod  Av  leží  na  ordiuále 
vedené  bodem  AIV,  kolmé  ku  x45  a  Av  -\  x45  =  A'"  H  #34. 

Máme  zde  vždy  průmět  jeden  sdružen  s  průmětem  předcháze- 
jícím a  s  průmětem  následujícím;  tyto  průměty  mají  pro  každý 
bod  stejné  vzdálenosti  od  příslušných  základen,  při  čemž  vždy 
následující  průměty  bodů  různých  leží  buď  na  téže  straně  dotyčné 
základny  nebo  na  různých  jejích  stranách  podle  toho.  zdali  průměty 
jejich  předcházející  také  leží  na  téže  straně  či  na  různých  stranách 
příslušné  jim  základny.  V  obraze  jsme  příslušnost  smyslů  vyjádřili 
silnými  čarami  vždy  k  základnám  připojenými  tak,  aby  smysly  na 
oněch  stranách  jejich,  v  nichž  se  ony  čáry  nacházejí,  byly  souhlasné, 
čímž   tedy  i  přiřadění  opačných  smyslů   rovněž   vyjádřeno  jest. 

Transformace  přímek,  rovin  i  litvarů  vůbec  z  průmětů  sdruže- 
ných 1 .  a  2.  v  průměty  sdružené  4.  a  5.  se  provádějí,  jestliže  transfor- 
mujeme prvky  je  určující,  při  čemž  pokud  možno  užíváme  prvků 
stopních. 

Uvedený  přechod  postupný  pomocí  rovin  kolmých  vždy 
k  jedné  z  posledních  průměten  jest  dosti  přehledný  a  doporu- 
čuje se  jmenovitě  tenkráte,  není-li  pro  konstruktivní  útvary 
úplné  transformace  zpětné  od  průmětu  5.  až  ku  průmětu  1.  a  2. 
třeba,  jestliže  tedy  postačí  pro  ně  přechod  pouze  až  ku  průmětu 
třetímu  nebo  i  jen  k  průmětu  čtvrtému. 

Ale  jinak  konstrukci  průmětů  transformovaných  právě  pro- 
vedenou můžeme  nahraditi  jinou,  která  kratčeji  vede  k  cíli, 
když  totiž  si  hledíme  přímo  zjednati  průměty  do  rovin  Kiv 
a  Rv,  což  chceme  tuto  provésti. 

312.  Řešení  druhé  předcházející  úlohy. 

Obr.  347.  —  Máme  li  útvar  daný  průmětem  prvým  a  druhým 
vyjádřiti  sdruženými  průměty  4.    a  5.,  spustíme  každým  bodem 
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A  útvaru  daného  kolmici  a  na  rovinu  Riv,  danou  stopami  rlt  rLir 
která  protíná  rovinu  tu  v  průmětu  čtvrtém  Aiv  =  a .  Riv  bodu  A  j 
pak  sklopíme  rovinu  Riv  do  Pí,  čímž  bod  Ajv  přijde  do  polohy  4/r, 
a  tak  obdržíme  průmět   čtvrtý  daného   útvaru  v  pravém  tvaru. 

Zároveň  sklopíme  osu  Riv  .  Rv  do  polohy  #45;  průmět  Av 
sdružený  k  AIV  obdržíme  tím,  že  vyjádříme  průmět  0va  přímky 
*a,  která  promítá  bod  A  do  Pí.  Mohli  jsme  rovinu  Riv  sklopiti 
též  do  Pn  místo  do  Pí,  pak  bychom  místo  přímky  zva  odvodili 
průmět  yva  přímky,  která  promítá  A  do  Pu;  provedeme  zde 
případ  první. 


Obr.  347. 


Konstrukci  tu  upravíme  jednoduše,  jak  následuje. 

Budiž  zde  Pni  rovina  souřadná  třetí,  kolmá  na  ose  x  a  pro* 
tínající  osu  tu  v  počátku  0.  Odvodíme  si  nejprve  sdružené 
průměty  4.  a  5.  tohoto  počátku. 

Rovina  Riv  nechť  protíná  osy  souřadné  v  bodech  X,  Yt  Z. 
Osou  z  položme  rovinu  normální  ke  stopě  ri,  protínající  ji 
v  bodě  R  a  rovinu  Riv  tudíž  v  přímce  RZ.  Pata  Oiv  kolmice 
s  O  na  RZ  v  rovině  ZOR  spuštěné  jest  průmětem  bodu  O  do  Riv 
v  poloze  dosud  nesklopené,  a  OOiv  jest  vzdálenost  bodu  O  od 
Riv.  Otočme  přímku  RZ  kolem  *,  až  zapadne  do  Pn  v  poloze 
(R)Z",   čímž   Oiv  přejde   v  patu   (Oiv)  kolmice   s  0'/"  na  (R)Z» 
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spuštěné.  Po  sklopem  roviny  Riv  do  Pí  přejde  bod  Oiv,  do  po- 
lohy 0IV  na  BfO\  při  čemž  ~WOFv  =:  (R)(Oiv)  a  bod  0IV  padne 
na  jednu  neb  druhou  stranu  ód  JBf  dle  toho,  sklopíme-li  kladně 
ii  záporně.  V  obrazci  vyjádřeno  sklopení  kladné. 

K  účelům  další  konstrukce  sklopíme  bod  Z  do  ZIV.  Bod  Z7^ 
leží  na  R'0'  a  RZIV  =  ( R)  Z" ;  aneb  opíšeme  kolem  X  kružnici 
bodem  Z"  jdoucí,  která  protne  R'0'  v  bodě  Zn\  Bodem  O'  vedli 
jsme  dále  přímku  0'E'  \\x\h,  protínající  n  v  bodě  E'f  jakožto 
průmět  přímky  EZ\\Uiv.Ry;  základna  xí6,  čili  sklopení  přímky 
Riv.Rv  prochází  bodem  ri.x'^  rovnoběžné  se  sklopením  E'ZIV 
přímky  EZ. 

Když  vyjádření  průmětu  to  připouští,  volíme  rovinu  Pm 
tak,  aby  obsahovala  již  stopu  druhou  přímky  Riv.Rv. 

Průmět  Ov  bodu  0  sdružený  k  0IV  leží  na  kolmici  k  xtí 
ve  vzdálenosti  Ov  — |  xA6  =  0'(Onr),  kterážto  vzdálenost  rovná 
se  O  H  Riv.  Průmět  Zv  jest  patou  kolmice,  se  Zrv  na  xtó  spuš- 
těné; proto  jest  zv=Z^Ov. 

Máme-li  pro  bod  libovolný  A  odvoditi  průmět  An\  to  jest 
sklopení  bodu  průsečného  -4IV  přímky  a  s  rovinou  Riv,  vedeme 
bodem  A*  kolmici  a'  ku  n,  bodem  A"  kolmici  a"  ku  rn.  Bod 
A'iv  leží  na  a';  proto  leží  též  sklopení  ATY  na  a'\  bod  A"iy 
leží  na  a" ,  proto  leží  bod  Ajy  na  přímce  yaiv>  v  níž  rovina  A, 
promítající  přímku  a  do  Pn,  protíná  rovinu  Riv.  Rovina  A  ob- 
sahuje přímku  ya  =  A  A"  a  jest  kolmá  na  Riv;  jest  to  tedy  ro- 
vina, jež  promítá  ya  do  Riv;  průsek  její  s  Riv  jest  proto  prů- 
mětem y„iv  přímky  ya  do  Riv  v  nesklopena  poloze;  patrně  jest 
yaiv^tf".  Přímka  yaiv  jest  kolmá  narn,  a  stopou  její  druhou  jest 
bod  a"  .  rn.  Sklopení  přímky  yaiv  do  Riv  jest  kolmé,  na  sklo- 
peni XZIV  stopy  rn  a  protíná  přímku  tu  v  bodě,  který  iná  od 
X  stejnou  vzdálenost  jako  bod  a"  .  rn;  proto  se  přímky  yaiVi 
yiva  protínají  v  bodě  «  na  přímce  w,  která  prochází  bodem  X 
a  jest  kolmá  na  Z"Zrv,  půlíc  úhel  Z"XZIV.  Mimo  to  jest  přímka 
yn  a  rovnoběžná  s  ylY  =  Y0IV. 

v 

Ze  ď  jest  zároveň  průmětem  zlva  přímky  za  =  AA\  jest 
patru  o. 

Shrneme-li  vše,  máme  následující  konstrukci  průmětu 
čtvrtého : 

Sestrojíme  nejprv  přímku  u.  S  bodu  A*  spustíme  kolmici  zira 
na  ri;  s  A"  kolmici  na  rn,  jiš  protneme  přímkou  u  v  bodě  «, 
a  bodem  «  vedeme  yIV*\\yIV  čili  yiva  1  XZIV.  Bod  Alv  vychází 
jako  průsečík  přímek  zira>  yira- 
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Abychom  obdrželi  Ay,  sestrojíme  si  stopu  A0  přímky  za  do 
průmětny  Riv;  položíme  si  za  tím  účelem  přímkou  za  rovinu 
rovnoběžnou  sPhi;  stopa  první  její  jest  AéA",  stopa  čtvrtá  tnlv* 
prochází  bodem  A'Até .  rj,  jest  stejnosměrná  k  Y'IJVZIV  a  protíná 
zlva  =  a'  v  bodě  AQ.  Máme  tudíž  pro  Av  následující  konstrukci. 

Bodem  A* A'1  .  r\  vedeme  mIva\\  YIVZIV  a  $  bodu  A0,  v  němí 
se  mIva}  ziy*  protnou,  spustíme  kolmici  ku  xtó\  patou  Av0  kolmice 
této  vedeme  dále  zra\\ev;  ordinála  bodem  AIV  kolmo  k  x45  vedená 
protíná  zya  v  bodě  Av. 

Vidíme,  že  body  A\  A0  sobě  příslušejí  polohou  affinní,  pra 
niž  jest  r\  osa  affinity  a  O',  O0  =  ZIV  jednou  dvojicí  příslušných 
sobě  bodů.  Můžeme  vždy  dva  příslušné  body  A\  A0  považovati 
za  průměty  téhož  bodu  v  Riv  položeného  do  Pí,  a  to  jeden 
A4  za  průmět  orthogonální,  druhý  A0  za  průmět  shodný  klino- 
gonální.  Lze  tedy  konstrukci  průmětu  pátého  vyjádřiti  jedno- 
duše, jak  následuje. 

Ku  průmětu  prvému  sestrojíme  útvar  affinně  položený  pro  r\ 
jakožto  osu  ajjinity  a  0\  ZIV  jakožto  jednu  dvojici  příslušných  sobě 
bodů;  odvodíme  bod  A0  bodu  A*  affinně  příslušný  a  patou  kolmice 
s  A0  na  Zi$  spuštěné  vedeme  rovnoběžku  se  zv,  na  níž  již  hledaný 
bod  Av,  k  AIV  sdružený,  ležú 

313.  Třetí  řešení  obecné  transformace  průměten. 

Průmět  2\v  daného  útvaru  2  do  Riv  sklopíme  opět  do  jedné 
z  průměten  Pí,  Pn;  na  př.  zase  do  první  z  nich,  v  kteréžto  poloze 
jej  sdružíme  s  průmětem  do  Rv  dle  základny  x4b  vyjadřující 
v  poloze  té  přímku  Riv .  Rv,  k  čemuž  jest  zapotřebí,  abychom 
vyhledali  pro  každý  bod  -á,  jehož  sdružené  průměty  An\  Av 
chceme  z  průmětů  A\  A"  odvoditi,  vzdálenost  od  roviny  Riv. 
K  tomu  cíli  zavedeme  pomocnou  rovinu  průmětnou  Rm  kolmou 
k  přímce  rj  =  Riv  .  Pí,  kterou  však  umístíme  do  Pí  jiným  způ- 
sobem, nežli  se  to  dělo  v  řešení  prvém  (311). 

Obr.  348.  —  Mysleme  si  na  okamžik,  že  Rm  prochází  bodem 
A,  pro  nějž  právě  chceme  body  AIV,  Av  sestrojiti;  rovina  ta  nechť 
seče  Riv  v  přímce  m,  tedy  Pí  v  přímce  p  =  u',  tak  že  <Cpw,  mající 
svůj  vrchol  V  na  n,  rovná  se  odchylce  «  roviny  Riv  od  Pí. 
Sklopíme-li  rovinu  Rm  do  Pí,  čímž  přejde  do  polohy  (Rm),  bude 
úsečka  A*  (A)  kolmá  k  tt'  a  bude  se  rovnati  souřadnici  0  bodu 
A;  (Aiv)  obdržíme  jako  patu  kolmice  s  bodu  (A)  na  (u)  a 
(Aiv)(A)  rovná  se  vzdálenosti  bodu  A  od  Riv.  Bude  tedy 
UAIV=  V(AIV)  a  Av  -ixi6=(Aiv)(A).    Když   ale  rovina  Rm 
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neprochází  bodem  A,  tu  na  konstrukci  se  zásadně  nic  ne- 
mění ;  položíme-li  totiž  bodem  tím  rovinu  kolmou  k  n,  tu  útvary 
v  této  rovině  položené  se  promítají  shodně  do  Rm. 

Vztyčme  ještě  v  bodě  U  normály  b?  a  v  k  rovinám  Pí  a 
Riv  a  to  Bfi  ve  smyslu  kladném  souřadnic  z  a  v  ve  smyslu, 
který  chceme  považovati  za  kladný  pro  vzdálenosti  bodů  od 
roviny  Riv.  Pomocí  těchto  přímek  se  snadno  také  rozhodne 
pro  rovinu  našich  sdružených  průmětů  1.  a  2.  jakož  i  3.  a  4.. 
na  které  straně  od  r\  leží  průmět  AIV  a  na  které  straně  od 
#4B  leží  průmět  Ar  libovolného  bodu  A. 

Body  A'}  A1V  leží  buďto  souhlasné 
vzhledem  k  ri  jako  body  Aié\  <4"'iv  vzhledem 
ku  přímce  v  anebo  naopak,  t.  j.  když  leží 
A44\  A'"iv  po  téže  straně  přímky  v,  pak 
leží  A\  AIV  buďto  také  po  téže  straně 
anebo  po  různých  stranách  přímky  ri 
a  naopak.  Vyskytuje -li  se  souhlas  poloh 
pro  A\  A1V  vzhledem  k  n  a  poloh  A*'\ 
A'"iy  vzhledem  k  t?  pro  jediný  bod  A. 
pak  se  vyskytuje  při  veškerých  bodech: 
rovněž  tak  vyskytuje-li  se  opak  poloh 
těch  pro  jediný  bod  -4,  pak  vyskytuje  se 
při  veškerých  bodech. 

Obr.  349.  —  Potom  umístíme  rovinu 
Rin  s  veškerými  útvary  v  ní  obsaženými 
<io  Pí  do  takové  polohy  R'"in,  aby  přímka  u  splynula  s  x4§,  při 
Čemž  bod  U'"  může  ještě  splynouti  s  libovolným  bodem  na  x4&. 
Při  tom  vytkneme  jeden  smysl  úseček  A'  H  r\ , . .,  a  tedy  pří- 
slušnou stranu  roviny  Pí  vzhledem  ku  stopě  ri  šípem  (1),  jejž  téi 
příslušně  přeneseme  do  (1'")  na  přímku  pé"  uzavírající  s  xA5  úhel 
a ;  smyslu  tomu  přísluší  určitým,  prve  popsaným  způsobem  smysl 
úseček  A™  H  n,  tedy  od  rh  jemuž  patřičně  přiřadíme  smysl 
úseček  Aiié  H  v"\  tedy  od  v1".  Příslušnost  ta  vyznačena  v  obrazci 
šípy  (2)  =  (1)  a  (2,n).  Konečně  vyznačíme  si  ve  směru  od  V 
kladný  smysl  na  *'"/*  a  v"1. 

Shrneme-li  vše,  obdržíme  následující  konstrukci  sdružených 
obrazů  4.  a  5.  z  obrazů  daných  1.  a  2. 

Budiž  opět  přímka  Riv  .  Rv  dána  svými  body  stopními 
prvním  B  a  druhým  S.  Sklopíme  ji  do  Pí,  aby  přišla  do  po- 
lohy xAb.  Tedy  s  S'  spustíme  kolmici  na  n,  jejíž  pata  budiž  a 
a  protneme  tuto  patřičně  kružnicí  kolem  Riv  .  #  opsanou  a  bod 


Obr.  348. 
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<S"  obsahující  v  bode  SIV,  tak  že  xA5  =  iř'S/r.  Zvolíme  na  xéB 
vhodně  bod  Z7'JI,  v  němž  vztyčíme  v"  ±  xkh.  Dále  naneseme  na 
u"'  =  Xn  úsečku  V777]  =SV  a  na  v'"  úsečku  U"'2  =  S'S\  načež 
vedeme  pu,\\  12  a  vyjádříme  uvedeným  způsobem  kladné  smysly 
pro  t>"\  z"'n±p»'  a  příslušné  sobě  smysly  (1),  (1'")  jakož 
i  (2),  (2-). 


Obr.  349. 


Mánte-li  sestrojiti  body  AIV,  Av^  spustíme  s  A'  kolmici  p  na 
ri  a  naneseme  na  put  v  příslušném  smyslu  Unta  =  A'  H  n,  bodem 
a  vedeme  rovnoběžku  k  přímce  z"'?  a  naneseme  na  ni  v  souhlasném 
smyslu  vzdálenost  A"  H  xí2,  rovnající  se  souřadnici  z  bodu  A,  do 
aA4tt\  bodem  A'"  vedeme  rovnoběžku  k  x^  protínající  v"4  v  bodě  a0. 
Dále  přeneseme  na  p  od  r\  v  příslušném  smyslu  úsečku  «0ď",  číms 
obdržíme  již  AIV.  Konečně  kolmice  ku  #45  s  bodu  A17  spuštěná  seče 
přimku  A'"a0  v  bodě  Av. 

Máme-li  z  průmětů  g',  q"  dané  přímky  odvoditi  průměty 
qn\  q\  provedeme  konstrukci  právě  odvozenou  pro  dva  její  body. 
Výhodně  lze  zde  voliti  stopu  prvou  přímky  a  bod  JS,  pro  nějž 
B*  =  q1 .  n.  Pro  bod  ten  leží  B'"  na  z"  V,  při  čemž  U7"B7jr=  B"  H  xx  2. 
Je-li  tu  /?0  bod  obdobný  bodu  «0,  jest  opět  BIV  H  n  =  A,fí"',  a 
Bv  leží  na  B"'p0.  V  našem  případě  prochází  přímka  q  bodem  A. 
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Máme- li  konečně  pro  danou  rovinu  H  na  př.  ze  stop  hi. 
hu  odvoditi  stopy  Aiv,  h v,  stanovíme  bod  fln  =  hlL  .  rn  a  opí- 
šeme kolem  Riv.ffi2  kružnici  bodem  tím  procházející,  již  pří- 
slušně protneme  v  HIV  přímkou  r/rn,  která  spojuje  body 
Riv  •  #n,  SIV.  Stopa  kw  jest  pak  spojnicí  bodu  //i  =  Ai .  rj 
s  bodem  ií/F. 

Dále  vyjádřili  jsme  přímku  hlavní  čtvrtou  g  pro  rovinu 
H,  jejíž  stopu  první  Gi  jsme  zvolili  v  průseku  h\ .  S'<t.  Přenesli 
jsme  tedy  patřičně  úsečku  aG\  do  í/"'G'"i  nap'";  čímž  jest 
přímka  </K  1 1  #4 ft  procházející  bodem  G"\  stanovena.  Stanovili  jsme 
ještě  bod  GIV\y  pro  nějž  GIV\<r  =  G'"iro'»  bodem  tím  jde  <jIT  rovno- 
běžně ku  *iy.  Hledaná  stopa  hv  spojuje  stopu  pátou  Gv  přímky 
g  s  bodem  /a v  •  #45- 


Obr.  350. 


Ukážeme  užiti  tranformace  průmětny  v  následujících 
úlohách. 

314.  Úloha.  Dány  jsou  přímka  p  a  body  A,  B\  sestrojiti 
úhel  cp  rovin  L  =  pA,  M  =  pJB. 

Obr.  350.  —  Úlohu  tu  můžeme  pohodlně  řešiti  transformaci 
tak,  že  si  sestrojíme  průměty  LIV,  MIV  daných  rovin  do  roviny 
kolmé  nap;  průměty  ty  uzavírají  žádaný  úhel. 
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Položíme  body  A,  B  roviny  rovnoběžné  s  Pí,  z  nichž  první 
Pa  protíná  p  v  bodě  P,  druhá  v  bodě  Q.  Dále  nahradíme  ro- 
vinu Pí  rovinou  Pa,  čímž  se  průmět  první  nemění ;  potom  za- 
vedeme za  novou  průmětnu  rovinu  R,  která  promítá  p  do  Pí, 
a  odvodíme  ku  průmětu  do  P«  sdružený  průmět  do  R,  jejž  ozna- 
číme jakožto  třetí;  jest  tedy  xl3  =  p'.  Odvodíme  B'"  a  Qá"  na 
kolmicích  s  B'  a  Qá  k  základně  i,,  a  ve  vzdálenosti  od  ní, 
rovnající  se  B  H  Pa  =  Q  H  Pa,  kdežto  bod  Aué  jest  patou  kol- 
mice s  A*  na  xis  a  P"1  =  P.  Pak  položíme  třeba  bodem  A  rovina 
kolmou  k  p,  považujíce  ji  za  průmětnu  čtvrtou.  Tu  jest  x3i 
kolmice  s  A"1  na  přímku  p'"  =  F#"'  spuštěná,  dále  jest  pir '  = 
put .  x3A  a  B™  H  rr34  =  .B'  H  s13,  ^1/F  H  z84  =  -á'  H  x}  8,  při  čemž 
se  bére  patřičný  zřetel  na  smysl.  Konečně  jest  Lrv  =  pIVAIV9 
Wr  —  pivBir  a  ^  =  <  AIvpIVBIY. 

315.  Sestrojení  osy  o  dvou  mimoběéek  a,  b  pomocí  transformace. 

Obr.  351.  —  Můžeme  transformace  použíti  různým  způ- 
sobem k  řešení  vytčené  úlohy.  Provedeme  zde  řešení  nejprve 
tak.  že  zavedeme  rovinu  promítající  do  Pí,  položenou  přímkou  a, 
za  průmětnu  třetí,  přímkou  b  za  průmětnu  čtvrtou.  Odvodíme 
průmět  třetí  přímky  a  a  průmět  čtvrtý  přímky  b  sdružený  k  prv- 
nímu. K  tomu  cíli  protneme  přímky  a,  b  dvěma  rovinami  M,  N 
rovnoběžnými  s  Pí;  prvá  z  nich  nechť  protne  a  v  bodě  2?,  b 
v  bodě  F,  druhá  pak  a  v  bodě  J£n  b  v  bodě  Ft.  Místo  Pí  béřeme 
jednu  z  obou  rovin,  na  př.  N  za  průmětnu  prvou. 

Vztyčíme-li  kolmice  v  E'  k  a*  a  v  Fé  ku  V  a  naneseme  na 
kolmice  ty  délky  ~EE'"  =  FFIÝ  =  M  H  N,  bude  a"'  =  í^E'", 
i/K  =  F\FTr.  Směr  osy  o  jest  dán  přímkou  průsečnou  o0  rovin 
E,  F,  z  nichž  první  vedeme  bodem  E  kolmo  k  a,  druhou  pak 
bodem  F  kolmo  k  b.  Jest  E'"  X  ^i?",  ei  J_  a'  a  F^  _L  ^-F17, 
/i  _L  6'-  Stopy  či,  /i  protínají  se  v  bodě  stopním  O0i  přímky 
o0.  Rovina  M  protíná  rovinu  E  v  přímce  e,  jejíž  průmět  prvý 
jest  e*  =  E"'E\  rovinu  F  v  přímce  /,  jejíž  průmět  prvý  jest 
f  =  F^F*.  Proto  jest  o0  spojnicí  bodu  0oi  s  bodem  e.f  a  dále 
jest  o'"0  =  E"',  oIv0  =  FIV. 

Nyní  veďme  bodem  E  přímku  Oj||od1  bodem  F  přímku 
0a||oo;  tu  bude  o  průsečnou  přímkou  rovin  aoly  bo2.  Vedenie-li 
bodem  E*  přímku  o\  )|o'0,  až  protne  e\  v  On,  bodem  F*  přímku 
0'ill°'oi  a^  protne /i  v  02i,  jsou  přímky  E\Oi\,  Fx02i  přímkami 
stopními  rovin  aOj,  bo2;  přímky  ty  se  tudíž  protínají  v  bodě 
stopním  Oi  žádané  osy.  Bodem  tím  veďme  pak  o||o0;  přímka  o' 

J.  8obotka:  Deskripttnii  geometrie.  29 
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jde  stopou  Oi  a  jest  stejnosměrná  s  o'0,  stanovíc  na  <*',  b'  body 
A',  resp.  B'  jakožto  průměty  bodů  A=za.o,  B  =  b.o;  průměty 
druhé  odvodíme  konečně  pomocí  ordinál. 

Jiný  způsob  sestrojeni  přímky  o  a  úsečky  AJB. 

Zavedeme  pomocnou  rovinu  R  průmětnou,  kolmou  na  jedné 
z  přímek  a,  b,  na  př.  a,  což  se  děje  postoupně  tím,  že  zavedeme 
nejprve  jednu  rovinu  promítající  přímky  a  za  průmětna  třetí; 
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Obr.  351. 


zvolíme-li  rovinu  promítající  do  Pí,  jest  xlt=a\  a  průmět 
třetí  sdružíme  s  průmětem  prvým.  Potom  zvolíme  rovinu  R±a 
za  průmětnu  čtvrtou,  tedy  R'"  _L  «'"  a  odvodíme  průmět  čtvrtý, 
který  sdružíme  s  průmětem  třetím;  základna  jest  tu  a?S4=R'". 
Poněvadž  jest  alE,  jest  oIV  kolmicí  s  air  na  b1*  spuštěnou ; 
přímka  o  sama  jest  stejnosměrnou  s  R,  následkem  čehož  jest 
o"4\\z94,  tak  že  můžeme  snadno  z  oIV  odvoditi  o'",  z  o'"  pak  oě 
a  z  o'  konečně  o".    Vzdálenost  přímek  a,  b  rovná  se  oF*  — (  b1*. 


—  451  - 

» 

Grafické  provedení  neposkytuje  tu  žádných  obtíží;  shle- 
dáváme však,  že  transformace  nevede  pro  úlohu  tu  k  zjednodušení 
příslušných  konstrukcí. 

316.  Úloha.  Spojiti  dvě  přímky  mimoběSné  a,  b  úsečkou  dané 
délky  d  fa£,  aby  byla  danou  rovinou  S  v  předepsaném  poměru  X 
rozdělena. 


Obr.  352. 


Obr.  352.  —  Budiž  Ka  koncový  bod  úsečky  hledané  na  a 
Kp  na  b  a  V  bod,  v  němž  KaKp  seče  rovinu  danou  S,  tak  že 
(KaKpV)'=2l.  Dále  budiž  délka  d  dána  úsečkou  AB,  na  níž  nechť 
daný  bod  Jř  stanoví  dělící  poměr  *,  tedy  (ABR)  =  l. 

Pohybuje-li  se  úsečka  stálé  délky  tak,  že  koncové  body 
její  Ka}  Kp  popisují  příslušně  přímky  a,  6,  tu  každý  bod  V 
přímky  KaKp  s  body  Ka,  Kp  pevně  spojený  popisuje  ellipsu  e, 
obsaženou  v  rovině  R,  rovnoběžné  s  přímkami  a,  b  (188).  Rovinu 
tu  obdržíme,  spojíme-li  dva  libovolné  body  La  na  a,  Lp  na  b 
a  sestrojíme-li  na  přímce  LaLp  bod  L  tak,  aby  (LJLpL)  =  ;. 
bod  L  náleží  již    rovině  R,  jež  jest  stanovena  přímkami  ax\\a 

29* 
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6,  ||  b  bodem  L  vedenými.  Zde  jsme  zvolili  LaLp  J_  f*n  a  odu*- 
dili  stopy  r\%  rn  roviny  R. 

Bod  V  musí  ležeti  též  v  rovině  S,  bude  tedy  leželi  ^ 
přímce  m  =  R.S  a  bude  následkem  toho  průsečíkem  přímky* 
s  ellipsou  e.  Proto  úloha  má  obecně  dvě  řešení. 

Abychom  obdrželi  snadné  provedení  úlohy,  zvolíme  n- 
vinu  R  za  novou  průmětnu,  již  označíme  jakožto  průmětnu  trtti. 
kterou  sdružíme  s  průmětnou  prvou  pro  ri  jakožto  osu  (SB... 
Průmět  třetí  LiU  bodu  L  jest  totožný  se  svým  sklopením  koleL 
ri  ve  sklopení  (R)  roviny  R.  Odvodíme  nejprve  průměty  třrt 
bodů  Lay  Lp.  Body  ty  leží  na  přímce  y;i||y,  a  protože  jťs 
Vl  JL  Plit  bude  y'"i  J_  r'"n.  Přímka  r'"n  prochází  bodem  R.*. 
tak  že  potřebujeme  znáti  ještě  jeden  bod  její  2?"',  aby  byli 
stanovena.  Bod  ten  budiž  průmětem  bodu  /?,  v  němž  rour. 
bodem  L  položená  kolmo  k  x  seče  m.  Spustíme  tedy  s  / 
kolmici  na  ri,  kterou  příslušně  protneme  kružnicí,  kolem  ti  - 
opsanou  a  bodem  E"  jdoucí :  bod  prňsečný  je  22*".  Bod  L" 
obdržíme  na  př.  v  průseku  kolmice  s  V  nan  s  přímkou  spoju- 
jící bod  E'u  s  bodem  E'Lá  .rh  Přímka  y'"i  prochází  bodem  L' 
a  jest  kolmicí  s  L"'  na  r'"n  spuštěnou.  Tím  jsou  body  Z"'a,  L M 
stanoveny.  Přímka  a'"  prochází  bodem  L'"a  a  jest  rovnobéž: . 
se  spojnicí  bodů  L,éě}  a\.r%  přímka  bu  prochází  bodem  L  ■: 
a  jest  rovnoběžná   se  spojnicí   bodů  L'",  b\.ri. 

Přímka  m  dána  jest  body  ri.$i  a  D=rn.sii;  první  z  ni^ 
jest  vlastním  průmětem  třetím,  kdežto  Z)"'  leží  na  r ain  a  splyv- 
se  sklopením  (/));  spojuje  tudíž  průmět  m"é  body  D*"  a  nt 
Poněvadž  e'"  =  (e),  lze  eéli  snadno  sestrojiti.  Ellipsa  ta  má  s\i 
střed  v  bodě  u"é  =  ď"  .b"'t  který  jest  zároveň  průmětem  osy  -* 
přímek  daných  a  a  b.  Průměty  všech  úseček  dané  délky  rf,  kte: 
spojují  přímky  a,  b  do  roviny  R,  se  sobě  rovnají;  délka  průmě- 
tech rovná  se  odvěsně  pravoúhlého  trojúhelníka,  jehož  přepon 
se  rovná  d,  a  druhá  odvěsna  rovná  se  vzdálenosti  ay  přímek  * 
b.  Průmětem  prvním  této  vzdálenosti  jest  úsečka  «£  na  kolmic: 
s  w'"  k  t\  spuštěná  a  přímkami  a\  b*  omezená;  vzdálenost  saiii. 
obdržíme  jakožto  přeponu  v  pravoúhlém  trojúhelníku  nfiyy  v  něm 
při  p  jest  úhel  pravý,  a  úhel  při  «  rovná  se  odchylce  přímky  •» 
od  Pí,  která  se  s  odchylkou  roviny  R  od  Pí  doplňuje  na  úhe\ 
pravý.  Vedeme-li  bodem  E  přímku  spádu  EEi  vzhledem  k  P; 
a  sklopíme-li  do  Pí  její  rovinu  souhlasně  promítající,  obdržiinr 
v  EiE°  sklopení  přímky  té,  a  ay  jest  kolmice  k  EiE°  bodem  - 
vedená,    čímž  úsečka  ay  jest  stanovena.    Přeneseme-li  07"  na  ;' 


I 
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do  (id  a  protneme-lijfa  v  bodě  «,  kružnicí  kolem  8  poloměrem 
d  Opsanou,  podává  Pax  délku  průmětu  K'élaK'up.  Rozdělíme  ještě 
«,/?  bodem  q  v  poměru  l  tím,  že  vedeme  úsečku  alp1  =d,  na  níž 
učiníme  ^o,  =  -á/ř;  i  jest  Qiq\\PxP. 


Patrně  bnde  K'"aVé"  =  w  Ké"pV'"=pQ.  Kolem  w'"  jsme 
opsali  kružnici  i,  poloměrem  «,(>,  kružnici  k2  poloměrem  Pq.  První 
seče  patrně  6"',  druhá  a"'  v  bodech  náležejících  ellipse  <?'",  která 
se  vytvoří,  umístíme-li  úsečku  axp  tak,  aby  bod  «a  padl  na  a" .  £ 
na  &"'  a  pohybujeme-li  jí  potom  tak,  aby  bod  první  popisoval  a'", 
druhý  6'";  tu  bod  e  bude  popisovati  ellipsu  e"'  (188).  Odvodíme 
zde  etét  z  polohy  příbuzné  ke  A2,  pro  niž  jest  a"'  osou  a  6"'  po- 
dává směr  a  při  níž,  ježto  pro  každou  polohu  úsečky  axp  jest 
a\Q  +  oP  =  d,  leží  příslušné  si  body  křivek  £2,  e'"  po  různých 
stranách  osy  al4t.  Aby  řečená  poloha  affinní  byla  stanovena, 
vedeme  v  k2  poloměr  uu,\  ±  a"'  a  stanovíme  příslušný  mu 
poloměr  t4'"C""  ellipsy  e"\  který  jest  sdružen  k  a'".  Vedeme 
tedy  bodem  1  přímku  rovnoběžnou  s  V"  a  protneme  ji  tečnou 
kružnice  4a,  rovnoběžnou  s  přímkou  a'"  a  touto  oddělenou  od 
bodu  1    Bod  prňsečný  jest  již  6T,J/. 

Pomocí  této  polohy  affinní  stanovíme  průsečíky  ro'".e"'. 
Vedeme  na  př.  bodem  Cué  rovnoběžku  s  m'"  až  ku  průseku 
s  osou  affinity  a1"  a  s  přímkou,  která  průsek  ten  s  1  spojuje, 
rovnoběžku  bodem  tn"é  .a"'.  Rovnoběžka  ta  seče  k2  ve  dvou  bodech, 
jimž  affinně  příslušejí  body  m'"  .e"'.  Odvodili  jsme  pouze  jeden 
z  nich  V"  a  vyjádříme  tedy  jedinou  z  obou  úseček  úloze  vy- 
hovujících. Kolem  V"  opíšeme  kružnice  poloměru  atg  a  Pq; 
protneme  první  z  nich  přímkou  a'"  v  bodě  K'"ay  druhou  přímkou 
V"  v  bodě  K'"p  tak,  aby  spojnice  K"áaK'"p  procházela  bodem 
F'",  což  jest  možno  na  základě  provedené  konstrukce.  !T'"a2£"V 
jest  již  průmětem  třetím  hledané  úsečky  KaKp,  z  něhož  si  od- 
vodíme průmět  první  a  z  něho  průmět  druhý  úsečky  té. 

Otáčení  kolem  dané  osy. 

317.  Při  otáčení  kolem  přímky  o  body  na  této  přímce  se 
nemění,  kdežto  libovolný  jiný  bod  A  opíše  oblouk  kružnice  a, 
která  má  střed  A0  na  o  a  leží  v  rovině  normální  k  o;  úhel 
středový  oblouku  rovná  se  úhlu  otáčení  <jp.  Označme  polohu,  již 
útvar  2  po  otočení  zaujme  2^. 

Aby  přímkou  o  a  úhlem  g>  bylo  otočení  jednoznačně  určeno, 
postupujeme  jako  při  pohybu  helikálním  (244).  Vytkneme  si  na  o 
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smysl,  který  považujeme  za  kladný;  graficky  vyjádříme  jej 
šipkou,  připojenou  k  obrazům  přímky  o.  Dále  myslíme  si  pozo- 
rovatele položena  ve  směru  přímky  o  tak,  aby  směr  od  paty 
k  hlavě  byl  ve  smyslu  kladném.  Otočení  kolem  o  muže  se  díti 
vzhledem  k  pozorovateli  buď  na  levo  nebo  na  právo ;  tím  vy- 
značujeme též  smysl  otočení  vzhledem  k  o  jakožto  otočení  na 
levo  nebo  na  právo.  Vyznačujeme  prvý  smysl  otočení  též  jakožto 
kladný,  druhý  jakožto  záporný;  v  obrazci  grafickém  pak  při- 
pojíme k  šipce,  podávající  kladný  smysl  osy  o,  znaménko  + 
nebo  — ,  vyjadřující  smysl  otáčení. 

V  následujícím  výkladě  budeme  se  zanášeti  úlohou: 

Dány  jsou  sdružené  průměty  útvaru  -!\  sestrojiti  jest  sdružené 
průměty  útvaru  2,^. 

Řešení  prvé: 

Je-li  osa  o  kolmá  na  některé  průmětně,  jest  průmět  do 
této  průmětny  pro  každou  kružnici  a  s  kružnicí  touto  shodný, 
a  úhel  AA0A&  promítá  se  v  pravé  velikosti,  čímž  vyjádření  bodu 
A^  jest  dáno. 

Obr.  353.  —  Předpokládejme  dále,  že  osa  o  leží  v  některé 
průmětně,  zde  Pí,  aniž  však  jest  na  druhé  kolmá.  Případ  tento 
převedeme  na  předcházející  zavedením  nové  průmětny  třetí  R 
kolmé  na  ose  o,  kterou  sdružíme  s  průmětnou  prvou  dle  základny 
(#n)  i.  o.  při  čemž  průmět  třetí  útvaru  £  označíme  (2,'i/).  Rovina, 
promítající  přímku  o  do  Pí,  nechť  protne  průmětnu  třetí  v  přímce  **>. 

Po  otočení  průmětna  Pí  přijde  do  polohy  PiA,  která  se  pro- 
mítá do  průmětny  třetí  v  přímku  bodem  (o"')  jdoucí  tak,  že 
úhel,  jejž  (Pi'"a)  uzavírá  s  (xls)  ve  smyslu  otáčení  příslušném, 
zde  v  kladném,  rovná  se  <p;  přímky  promítající  do  Pí  mají  po 
otočení  průměty  třetí  kolmé  na  (P'"ia);  a  to  průmět  jednoho 
smyslu  jejich  jest  na  jedné  straně  od  (P"ia)»  smyslu  druhého 
na  straně  druhé,  při  čemž  způsob  přiřadění  jest  bezprostředně 
patrný. 

Abychom  provedli  otočení  libovolného  bodu  -A,  otočme  nej- 
dříve   bod  A,  =  A',  pro  nějž  (A"\)  leží   na  (a?18)   a  0*'"lA)   na 

(P"'ia),  Při  fiemž  (O  0*"'i a) = (o'")  iA"\ ) a  úh,el  W"i)  (O  (A"\ a) 

rovná  se  i  co   do  smyslu  úhlu  otáčení   qp.  Úsečka  AA*  =  AAX 
přijde  po  otočení  do  polohy  A^AX^   pro  niž  jest  {Au\^){Aut^) 

-L(P"'iA^   a  délka  úsečky  (-^'"iaK^a)    rovná  se  v  příslugném 
smyslu  souřadnici  z  bodu  A. 

Poněvadž  bod  A  pohybuje  se  v  rovině  normální  ku  o,  ob- 
držíme J.'a   na  kolmici  s  A1  na  o'  a  to  v  průseku   s  ordinálou 
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(^'"a)  A' a  1  (*„)•  Jest  tedy  A'0A'A  =  A'A  -)&  =  (A'"A)  H  (*"'•). 
a  bod  -A"a  leží  na  ordinále  A*AA"A  ±  a;121  ve  vzdálenosti  od  a?ia, 
rovnající  se  v  souhlasném  smyslu  vzdálenosti  bodu  (A,UA)  od  (xl%). 

Provedení  konstrukce  této  se  poněkud  zjednoduší,  jestliže 
přemístíme  průmětnu  třetí  do  nové  polohy  tak,  aby  (#13)  se  krylo 
8  xxv  a  (*"'w)  aby  se  krylo  v  jednom  neb  druhém  smyslu  s  prů- 
mětem druhým  některé  přímky  kolmé  na  Pí.  V  této  nové  poloze 


Obr.  353. 


označme  průmět  třetí  útvaru  2  krátce  2'".  Vedeme  tedy  jednou 
pro  vždy  P'"i  bodem  o"'  =  a?18.*'"w  na  x12  zvoleným  pod  úhlem  <p 
ku  xxv  Bod  o"1  dělí  P"'i  a  přímka  o  dělí  Pí  na  dvě  části,  každá 
z  obou  částí  na  P"'i  jest  průmětem  třetím  vždy  jedné  z  těchto, 
a  to  příslušně  smyslu  otočení,  což  si  pro  pohodlí  vyznačíme; 
v  našem  obrazci  stalo  se  toto  přiřadění  pomocí  šipek  ve  dvou 
sobě  přiřaděných  částech  ve  smyslu  od  o  vyjádřených. 

Abychom  pak  provedli  otočení  bodu  A,  spustíme  s  A'  kol- 
mici A'AáQ  na  o'  a  naneseme  A\Ai^=.At—\o  od  o"'  na  příslušnou 
část  přímky  P'"i  do  o"M'"lA,  vztyčíme  v  A'"íA  kolmici  na  P'"i 
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a  naneseme  na  ni  se  zřetelem  na  smysl  souřadnici  z  bodu  A  do 
A"éičA"'t*  Poněvadž  A"'A-\x%s  =  A"A-\ x} ,,  leží  A"A  na  rovno- 
běžce s  #ia,  bodem  A'"A  vedené.  Protíná-li  rovnoběžka  tato  *'"» 
v  bodě  A*%  jest4'''^4'''A  =  4'A,4'0;  Při  tom  leží  A'A  s  A1  na 
téže  straně  nebo  po  různých  stranách  přímky  o,  a  to  je-li  <jp<1<> 
souhlasně,  je-li  však  <jp>lp  nesouhlasně  s  polohou  bodů  Aéi\^ 
A'"A  vzhledem  kn  *"'*• 

Je-li  qp  =  Iq}  splývá  ž'A  s  průmětem  -£'"  transformovaným 
útvaru  <£,  zavedeme-li  za  novou  průmětnu  rovinu,  promítající  o 
do  Pí,  sdružíce  ji  pak  s  Pí  v  jednom  neb  druhém  možném 
smyslu,  kdežto  souřaduice  z  pro  libovolný  bod  AA  rovná  se 
Aé  H  o'. 


4H — Jir 


AI 


*A' 


7 


V 


Obr.  354. 


31 S.  Obr.  354.  —  Máme-li  daný  útvar  otočiti  kolem  libovolné 
přímky  hlavní  o  o  úhel  qp,  v  našem  obrazci  kolem  přímky  rovno- 
běžné s  Pn,  ve  smyslu  kladném,  můžeme  na  základě  známé 
transformace  (277)  si  mysliti,  že  o  leží  v  průmětně  Pn,  a  že  Pí 
prochází  přímkou  o',  tedy  jest  transformovaná  základna  (#ia)  =  o', 
čímž  jsme  si  zjednali  případ  předcházející. 

Vedeme  tedy  přímku  P'"n  tak,  aby  uzavírala  s  (xí2)  úhel 
o?.  Příslušnost  sobě  částí  roviny  Pn,  oddělených  přímkou  o11 
a  přímky  P'"iii  oddělených  bodem  o'",  jest  v  obrazci  vyjádřena 
stejnými  Šipkami. 
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Abychom  z  libovolného  bodu  A  odvodili  příslušný  bod  A&, 
spustíme  8  A"  kolmici  a"  na  o"  a  naneseme  na  P"  n  v  souhlas- 
ném smyslu  od  o"'  vzdálenost  A"  H  o";  tím  obdržíme  na  přímce 
P'"n  bod  A"'^,  v  němž  vztyčíme  k  ní  kolmici.  Dále  naneseme 
na  kolmici  tu  v  souhlasném  smyslu  délku  yA-=  A' -\ (xia),  čímž 
obdržíme  bod  Aé,i^  jímž  vedeme  rovnoběžku  k  (a?ia),  protínající 
v  bodě  A4,trj  kolmici  y"'«  ku  o'  bodem  0'"  jdoucí.  Přeneseme  pak 


Obr.  365. 


na  a"  od  o"  délku  An,nA,u^  v  příslušném  smyslu,  čímž  obdržíme 
bod  A"^  ;  ordinála  bodem  tím  vedená  protne  pak  prve  uvedenou 
rovnoběžku  v  bodě  A'^. 

Týmže  postupem  odvodili  jsme  v  obrazci  z  bodů  B\  B" 
příslušné  body  B*^.  B"^.  Z  obrazce  jest  přidruženost  smyslů 
patrná. 

Je-li  zvlášť  o  ||  Xy  body  A\  A'\  Aé^  A"&  leží  na  téže  ordinále, 
čímž  se  konstrukce  ještě  dále  zjednoduší. 
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319.  Obr.  355.    —  Je-li  osa  o  v  libovolné  poloze,  zavedeme 
za  novou  průmětnu  nejprv  jednu  z  rovin    promítajících  přímky 
o,  kterou    sdružíme   se  souhlasnou    průmětnou,    čímž  je  úloha 
převedena  na  případ  v  317.  Zvolíme-li  na  př.  rovinu  N,  která  pro- 
mítá o  do  Pí,  za  průmětnu  třetí,  odvodíme  pro  útvar  H  nejprv 
známou    cestou    ku   -1'    příslušný    průmět    sdružený    -2"";    pak 
jest    o  =  o"\    a   můžeme    tedy    jako   v    případě    2.    sestrojiti 
z  -T,   2""  příslušné   útvary   -£'%   2?"^    pak    zase    přejdeme  od 
těchto  průmětů  ke  sdruženým  průmětům  -£",  J5"&.  V  obrazci  vy- 
jádřeno jest  takovým  způsobem  otočení  krychle  1  2  ...  7  8  kolem 
osy  o   v  určitém   smyslu  o  úhel  g>  do  polohy  I  II . . .  VII  VIII. 
Z  průmětů  sdružených  1.  a  3.  jsme  odvodili  průmět  čtvrtý  týmž 
postupem  jako  v  předcházejícím,  z  průmětů  sdružených  1    a  2. 
průmět    třetí.    Místo   přímky  yw    případu   předcházejícího    ob- 
držíme  zde   přímku  v  ±  o'.     Vyznačeno   pak   zvláště   sestrojení 
bodů  III  a  VI.  Abychom  obdrželi  bod  III,  přenesli  jsme  v  pří- 
slušném smyslu  vzdálenost  3'"  H  o'"  na  N/r  do  olv3n\  a  vzdá- 
lenost 3'  H  o'  na  kolmici  k  N/K  v  bodě  3/r,  vztyčenou  do  3^,3^; 
rovnoběžka  k  o'  bodem  3/K  vedená  seče  v  v  bodě  3r.    Na  kolmici 
8  bodu  3'"  na  přímku  o"'  spuštěnou  naneseme  od  této  v  příslušném 
smyslu  délku  3v3>K,  čímž  obdržíme  bod  IIP";  pata  kolmice  s  III'" 
na  3*3/r  jest  již  lir.  Z  bodů  IIP",  III1  konečně  známým  způsobem 
sestrojí  se  bod  III".  Jakým  způsobem  si  příslušejí  smysly  úseček, 
které    přenášíme    při    přechodu    od    průmětu    3.   k    průmětu    4. 
a  naopak,  jest  v  obrazci  opět  šipkami  náležitě  vyznačeno. 

320.  Řešení  druhé  úlohy  předcházející  (317). 

Ačkoliv  provedení  uvedeného  řešení  jest  dosti  průhledné, 
přece  neposkytuje  žádoucí  jednoduchosti.  Proto  budiž  zde  uvedeno 
jiné  řešení  problému  předloženého. 

Obr.  356.  —  Předpokládejme  osu  o  ihned  v  poloze  obecné 
ku  průmětnám.  Mysleme  si  nejprv  tuto  soustavu  souřadnou 
otočenu  kolem  o  o  předepsaný  úhel  cp  v  daném  smyslu,  který 
prve  uvedeným  způsobem  vyznačíme;  tím  osy  y,  z  přejdou  do 
poloh,  které  vyznačíme  y+,  z+\  zároveň  si  mysleme  otočení 
kolem  o  o  týž  úhel,  ale  ve  smyslu  opačném  a  označme  polohy, 
v  něž  osy  y,  z  tímto  otočením  přejdou,  obdobně  y_,  z— 

Každým  bodem  A  v  prostoru  mysleme  si  přímky  y«||y, 
*all*;  y<t-||y— >  ^a-IU-,  a  příslušným  bodem  otočeným  přímky 
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Bod  A  stanovme  si  jako  průsečík  tří  rovin;  otočíme-li  tyto 
tři  roviny  kolem  o,  jak  v  úloze  je  vyznačeno,  přejdou  do  poloh 
nových,  jejichž  bod  průsečný  A^  bude  žádanou  polohou  otočenou 
bodu  A.  Jde  o  to,  abychom  ony  tři  roviny  bodem  A  výhodně 
zvolili,  což  se  stane,  volíme-li  je  tak,  aby  samy  byly  rovinami 
promítajícími  a  aby  otočením  přešly  opět  v  roviny  promítající, 
což  jest  možno,  neboť  můžeme  dokonce  každým  bodem  A  položiti 
čtyři  takové  roviny,  totiž 

#o—  #cn         Va—ya^         Za—Vat         ^ctVa—  ?  (*J 

které  otočením  předepsaným  přejdou  do  poloh 

«C«C+í       Wi**       «:«?+,       aj-f-fl^  (2) 

při  čemž  každá  rovina  a  otočená  poloha  její  osu  o  protínají 
ve  společném  bodě.  Při  tom  vidíme,  že  pro  každou  z  řečených 
rovin  jeden  průmět  bude  přímkou.  Přímky  ty,  do  nichž  se  prvé 
čtyry  roviny  promítají,  jsou  patrně 

*V-,     ý'a~.     *"«-,     y'«-,  (3) 

a  přímky,  do  nichž  se  jejich  otočené  polohy  promítají,  jsou 

Proto  se  protínají  *«_,  a'£+,  na  o*  a  přímky  y"a-*  «"í?+  na  o"; 
dále  pak  spojnice  bodů  8"a-..o",  a'q+ . o*  jest  ordinálou,  jakož 
jí  jest  i  spojnice  bodů  y'a_.o',  a"-+.o". 

Vidíme  z  toho,  že  pro  konstrukci  jest  třeba  znáti  v  prvé 
řadě  pouze  směr  přímek  y,  jer,  y+,  z+,  y_,  #_;  směry  ty  obdržíme, 
jestliže  libovolným  bodem  O  v  prostoru,  který  považujeme  za  po- 
čátek soustavy  souřadné,  vedeme  rovnoběžku  o,  s  o  a  rovno- 
běžky s  y,  0,  které  pak  kolem  o,  otočíme  jednou  o  úhel  g,,  po 
druhé  o  úhel  —  <jp. 

Pro  zjednodušení  konstrukce  mysleme  si  za  příčinou  určení 
přímek  ?/+,  y_,  *+,  z-  sdružené  průměty  první  a  druhý  kolem 
bodu  0*1"  o  pravý  úhel  otočeny;  průměty  v  této  poloze  mohli 
bychom  od  průmětů  v  poloze  původní  tím  rozeznávati,  že  bychom 
k  symbolům  jejich  připojili  nějakou  značku.  Ale  zde  je  zna- 
číme tak,  jako  by  byly  v  poloze  původní,  poněvadž  přípravné 
konstrukce,  o  které  zde  běží,  tvoří  obraz  pro  sebe.  Rovněž 
přímky,  jež  jsme  vedli  bodem  O  rovnoběžně  8  osami  souřad- 
nými, označíme  zde  krátce  též  x,  y,  z. 

Veďme  nejprv  o',  J_  o'.  Potom  bodem  X,  na  nové  ose  x, 
libovolně    zvoleným,   položme    rovinu  N  _L  ox.    Pro    rovinu  tu 
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jest  patrně  se  zřetelem  na  průměty  pft  vodní  «i  ||  o',  nu  Ho". 
Nejprv  otočíme  roviny  Pí,  Pn  kolem  osy  ox  o  úhel  +  qp  a  pak 
o  úhel  —  qp  tím,  že  otočíme  takto  přímky  ni,  resp.  nu  v  nich 
položené.  Otočení  děje  se  kolem  bodu  N  =  o, .  N.  Sklopíme  N 
do  Pí;  budiž  (N)  poloha  sklopená.  Protíná-li  rovina  N  osy  y, 
z  v  bodech  Y,  resp.  Z,  opíšeme  kolem  X  kružnici  bodem  Z  jdoucí, 
která  protne  o\  v  bodě  (Z),  tak  že  X(Z)  jest  sklopení  (nu) 
stopy  druhé.  Kolmice  s  Y  na  (nu)  jest  sklopením  přímky  spádové 
vzhledem  ku  Pn,  kterou  bodem  N  v  rovině  N  vedeme;  kolmice 
ta  protne  tudíž  o\  v  bodě  (N).  Přímka  wi  otáčí  se  kolem  N; 
opíšeme-li  tudíž  kolem  (N)  kružnici  i, .  dotýkající  se  přímky  ni 
a  vyznačíme  otočení  poloměru  (N)—\ni  o  úhly  +<pa — qp,  tečny 
ke  kružnici  zmíněné  v  koncových  bodech  pro  nové  polohy  polo- 
měru toho  budou  již  přímkami  (nn_),  resp.  (ni_).  Přímky  ty  nechf 
protnou  wi  v  bodech  Zi+,  resp.  Z\—  a  (nu)  v  bodech  (nu)  .  (nif), 
(nu) .  («i-),  které  určují  s  bodem  X  úsečky  na  (nn),  jež  od  bodu 
X  ve  smyslu  souhlasném  přeneseme  na  wn,  čímž  obdržíme  na 
stopě  této  body  Zn+,  Zu— 

Stopy  1.  a  2.  roviny,  do  jejíž  polohy  přijde  Pí  po  otočení 
kolem  Oj  o  úhel  +  qp  jsou  tudíž  OZi+,  OZn+,  stopy  roviny,  do 
jejíž  polohy  přijde  Pí  po  otočení  o  —  qp  kolem1  o,  jsou  OZi_, 
OZu—  Obdobně  otočíme  nu  kolem  ox  o  úhly  +  <JP  a  —  <P  a  tedy 
(nu)  kolem  (N)  o  tytéž  úhly.  Opíšeme  proto  kolem  (N)  kružnici 
iq,  která  má  vzdálenost  (N)  H  (nu)  za  poloměr;  otočíme  poloměr 
tento  o  +  qp  a  —  qp  kolem  (N)  a  v  koncových  bodech  otočených 
poloh  sestrojíme  tečny  ke  kružnici  této ;  tečny  ty  jsou  již  přímkami 
(ttn+)>  (wn-)«  Přímky  ty  nechť  protnou  »i  v  bodech  Yi+,  7í_ 
a  (nu)  v  bodech  (nu) .  («u+),  (wn)  .  (wii_),  které  určují  s  bodem 
X  na  wn  úsečky,  jež  od  bodu  X  ve  smyslu  souhlasném  přeneseme 
na  nn,  čímž  obdržíme  body  Yu+,  Fn—  Proto  jsou  stopami  1. 
a  2.  roviny  Pn  po  otočení  kolem  ot  o  úhel  +  qp,  přímky  OY\^ 
07n+,  o  úhel  —  qp  pak  přímky  07i_,  OIn- 

Ježto  při  otáčení  přímka  z  zůstává  kolmá  na  Pí,  jest  v  pů- 
vodní poloze  průmětů  sdružených 

j'+  =  OZi+,  *%  =  OZuir ;  *'-  =  0Zi_,  *"-  =  ozn- 

Poněvadž  při  otáčení  přímka  y  zůstává  ustavičně  kolmá 
na  rovině  Pn,  jest  v  původní  poloze  průmětů  sdružených 

y\  =  OFI+,  y"+  =  OFn+  a  y'_  =  OY^  y"_  =  07n-. 
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Abychom  pro  bod  A  z  daných  průmětů  A\  A"  odvodili 
průměty  bodu  otočeného  AA,  postupujeme  se  zřetelem  na  roviny 
v  (1),  (2)  vyznačené  a  přímkami  (3),  (4)  vyjádřené  takto: 

1.  Buďto  bodem  A*  vedeme  přímku  z '_a  rovnoběžnou  s  ť-7 
až  protne  o',  odtud  pak  přímku  a'>+  rovnoběžnou  s  ť+i  dále 
vedeme  bodem  A"  přímku  z4 '«_  rovnoběžnou  s  z"  — ,  bodem 
z"a-  o"  ordinálu,  až  protne  o*  v  bodě,  jímž  konečně  vedeme 
přímku  a'n+  rovnoběžnou  s  y'+. 

Přímky  a't+,  a'n+  protínají  se  již  v  bodě  A'A.  Vedeme-li 
bodem  A"  ještě  y"a-||y"-  až  k  o"  a  odtud  a",+  ||y"+,  jest  A"A 
průsečíkem  přímky  a"rj+  s  ordinálou,   bodem  A'A  vedenou. 

2.  Aneb  vedeme  bodem  Ail  přímku  y44a—\\y44—  až  k  o'\ 
odtud  a"fl+  ||  y''+ ;  dále  bodem  4'  přímku  y'«_  II  y -i  bodem  yV-.o' 
ordinálu  a  průsečíkem  jejím  s  o"  přímku  a">+  ||  *"+;  tu  jest  A"A 
průsečíkem  přímek  a"n+,  a">+.  Vedeme-li  bodem  A4  ještě  *'a_ 
až  k  o'  a  odtud  a'-  +  1  jest  A'A  průsečíkem  přímky  a'^+  s  ordi- 
nálou bodem  A"A  jdoucí. 

321.  Přímky  *"«_,  a'n+  v  případě  prvém  protínají  se  v  bodě  V; 
pro  veškeré  body  v  prostoru  A  příslušné  body  U  leží  na  přímce  u 
procházejícím  bodem  0'/"v  =  o4 .  o" ;  přímka  ta  jest  symmetrálou 
pro  veškeré  dyojice  příslušných  si  přímek  *"«-,  a/i7+.  Že  veškeré 
body  ř/  leží  na  přímce,  plyne  již  z  toho,  že  veškeré  trojúhelníky 
o  vrcholích  *"a_ .  o",  a4n+  .  o',  z44*- .  a'n+  jsou  podobně  položeny 
pro  0'/"t  jakožto  střed  podobnosti.  Správnost  našeho  tvrzení 
vyplývá  však  ihned  z  toho,  že  jest  z4ta-  průmětem  druhým  roviny 
U=zza-ya  a  a4rj+  průmětem  prvním  roviny  R+  =  a-a,?+,  kterou  ob- 
držíme předepsaným  otočením  roviny  R.  Obě  roviny  mají  tudíž 
od  každého  bodu  na  ose  o  stejnou  vzdálenost;  proto  se  vzdálo- 
nost  bodu  0'/"r  od  zt4a-  rovná  jeho  vzdálenosti  od  a'^,  a  přímky 
$"a_,  a'/j+  jsou  souměrně  položeny  vzhledem  ku  přímce  u,  spoju- 
jící bod  0'/"r  s  bodem  U. 

Obdobně  soudíme,  že  y «_,  a"-+  v  případě  druhém  se  pro- 
tínají v  bodě  V  tak,  že  pro  veškeré  body  v  prostoru  A  leží  body 
příslušné  V  na  přímce  v  bodem  0'/"T  procházející,  vzhledem  k  níž 
jsou  každé  dvě  k  sobě  příslušné  přímky  y '«_,  a"-+  souměrně 
položeny. 

Směry  přímek  w,  v  obdržíme  tudíž  rozpůlením  jednoho 
z  úhlů,  jež  uzavírají  přímky  OZn«,  OYi+,  resp.  přímky  0>i_, 
OZn+;  a  snadno  seznáme,  který  z  úhlů  těch  nutno  rozpůliti, 
a  to  z  toho,  že  jak  spojnice  bodů  z4'a- .  o'\  a4^  .  o',  tak  i  spojnice 
bodů   y4a-  •  o',  a"£+  .  o"  jest  ordinálou. 
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Shrneme-li  výsledky  ty,  dojdeme  konečně  k  těmto  kon- 
strukcím : 

1.  Buďto  vedeme  bodem  A  přímku  ťa-  až  k  o'  a  odtud 
pak  přímku  a'^+,  potom  bodem  A"  vedeme  z"a-  až  k  u  a  odtud 
přímku  a'>j+;  tu  jest  -4'A  =  a'-+  .  a'tJ+.  Bodem  A"  vedeme  dále 
y"a_  ||  t/"_  až  k  o",  odkud  pak  vedeme  rovnoběžně  k  y"+  přímku 
a"/;+;  poslední  přímka  jest  proťata  ordinálou,  bodem  A'&  ve- 
denou v  bodě  -á"A.  Místo  toho  mohli  jsme  bodem  A  vésti  y  « 
až  k  v,  odkud  pak  bychom  vedli  a"^+,  na  kteréžto  přímce  bod  Au& 
rovněž  leží,  čímž  jest  též  již  stanoven. 

2.  Nebo  vedeme  bodem  A"  přímku  y"a-  až  k  o"  a  odtud 
přímku  a''i7+ ;  bodem  A*  vedeme  pak  y '«-  ažkva  odtud  přímku 
a"-+;  pak  jest  A"A  =  a"ri+  .  a"-+.  Bodem  4'  vedeme  dále  *«_ 
až  k  o'  a  odtud  a'v+;  poslední  přímka  jest  proťata  ordinálou, 
bod  i4"A  obsahující  v  bodě  A'A.  Místo  toho  mohlijsme  bodem  A" 
vésti  a" a-  až  k  m  a  odtud  pak  přímku  a^+,  na  níž  leží  rovněž 
bod  A'&. 

Konstrukce  ty  lze  též  takto  vysloviti: 

Vedeme-li  bodem  A  přímku,  za-  a  odrazime-li  průmět  její  první 
od  o\  druhý  od  u}  pak  odrazené  paprsky  se  sekou  v  bodě  >4  A. 
Vedeme-li  bodem  A  přímku  ya_  a  odrazíme  průmět  její  druhý  od  o'\ 
první  od  t\  paprsky  odrašené  sekou  se  v  bodě  A"^. 

3.  Máme  li  celou  soustavu  bodů  2?,  C, . . .  převésti  do  polohy 
-BA,  CA,  . . . ,  použijeme  buď  hlavně  souvislosti  v  1.  aneb  2.  vy- 
značené. Použijeme-li  druhé  z  nich,  konstrukce  provádí  se  takto : 
Protneme  přímku  o'  stejnosměrkami  z  bodu  2?',  C\  . . .  k  z'-  vede- 
nými v  bodech  /?,,  7n...,  přímku  v  stejnoměrkami  z  týchž  bodů 
k  y'_  vedenými  v  bodech  ft2y  y%, . . .  a  přímku  o"  stejnosměrkami 
z  bodů  B",  C", . . .  k  y"_  vedenými  v  bodech  ft,,  73, . . .  Body 
/*,,  7,,...  vedeme  přímky  V \\&  || ...  ||*'+i  body  /?2,  y2,...  přímky 
&"||c"||...||j"+  a  body  &,  y3,...   přímky  &",  ||  c",  || . . .  II  y'V 

Tu  obdržíme  body  S"A  =  b"  .  &",,  C"A  =  c"  .  c", , . . . ,  jimiž 
vedeme  ordinály,  a  ty  protínají  přímky  6',  c' ...  příslušně  v  bodech 

^*  A'   ^  a*  •  •  • 

Otáčení  přímky  p,  resp.  roviny  R,  děje  se  tím  způsobem, 

že  pro  onu  provedeme  otočení  dvou,  pro  tuto  otočení  tří  vhodně 
zvolených  bodů;  řady  bodové  na  p\  i>'A;  p'\  p"A  jsou  podobné, 
a  rovinné  útvary  v  R',  R'A,  resp.  R',  R"A  jsou  obecně  affinní; 
průmět  první,  resp.  druhý  bodu  R.o  jest  samodružným  bodem 
affinity  (217).  Vztahu  toho  využitkujeme  v  příslušných  kon- 
strukcích. 
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322.  Je-li  osa  o  rovnoběžná  s  některou  průmětnou,  kon- 
strukce provedená  se  ještě  dále  zjednoduší,  jak  z  následujícího 
patrno,  kde  jsme  zvolili  o  ||  Pí. 

Obr.  357.  —  Zvolili  jsme  bod  O'/"  pro  průměty  sdružené 
o  pravý  úhel  otočené  libovolně.  Zde  jest  N'-=zo\.ni;  sklopíme 
zde  rovinu  N  do  průmětny  druhé  do  [N] ;  bod  [N]  leží  tu  na  o", 
&jeatX[N]  =  XŇr. 


Z.S 


\ 


Obr.  367. 

Především  jest  tu  z'+  =z$-  =  o't,  a  přeneseme-li  úhel  <p  tak 
aby  měl  vrchol  svůj  v  [N]  a  jedno  rameno  v  [N]X}  na  jednu 
i  druhou  stranu,  protne  druhé  rameno  jeho  v  příslušném  smyslu 
wn  jednou  v  Zn+,  po  druhé  v  Zn—  Postačí  patrně  přenésti  úhel  <p 
jen  jednou,  na  př.  do  X  [N]  Zn-,  neboť  pak  jest  XZn+  =  ^n— X, 
i  jest  pak  z"+=iOZn+,  f"_  =  OZn-. 

Přímky  půlící  úhly  X[N)ZU+,  X[N]ZU-  protínají  patrně 
nu.  v  bodech  Yn+,  řn—  Stáno víme-li  jednu  z  nich  [N]  Zn-i  j©st 
Xrn+=37n_X  Dále  přímky  [wn+],  [wn-]  vytínají  z  nn  body 
[Fi+],  [Ti_];  přímky  ty  se  protínají  na  přímce  o",  =  [nj,  tak 
žejestfy^^cr!-.]  a  že  délky  úseček  [tf][ri+],  [N][Zn~]  se 


j 
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sobě  rovnají.  Obdržíme  tedy  bod  ^1+  =  Ti-,  který  značíme  krátce 
Yi,  přeneseme-li  [JV^Tn.]  v  souhlasném  smyslu  nawi;  učiníme 
tedy  patřičně  N'Yi  =  [N][Zn-].  Tím  obdržíme  y'+==y'_=OF* 
y"-r  =  0YU+,  y"_  =  Oín-.  Dále  jsme  opsali  kolem  o'. o"  kruž- 
nici, k  níž  jsme  vedli  patřičně  tečny  y\\\OYi,  £"1+ ||  OZn+, 
z"a~\\OZn-\  přímka  u  spojuje  tu  body  ť\-.y\,  o'. o"  a  přímka 
v  body  z"+.y\,  o* .o",  kdežto  přímky  $",+,  z'\-  sekou  se  na  o". 

Sestrojování  bodu  AA  z  A  děje  se  pak  jako  v  případě 
obecném  s  tím  zjednodušením,  že  přímky  *'a_,  a^+  splynou 
s  kolmicí  A4A*A  k  o'.  Konstrukce  ty  jsou  v  obrazci  vyjádřeny, 
při  čemž  jeden  průběh  úseček,  kterým  přicházíme  k  A4A<  A"A 
z  bodů  A\  Aé\  vyznačen  jest  silně. 

323.   Úloha.  Sestrojiti  osu  o  dvou  mimobězek  ay  b  pomocí  otáčení. 

Je-li  průmětna  rovnoběžná  s  přímkami  a,  b,  průmět  ortho- 
gonální  osy  o  jest  bod,  v  němž  se  průměty  přímek  těch  protínají. 
Proveďme  tedy  takové  otočení,  aby  přímky  a,  b  staly  se  rovno- 
běžnými s  některou  průmětnou,  na  př.  s  Pn. 

Obr.  358.  —  Sestrojíme  za  tím  účelem  rovinu  R  přímkou  a 
rovnoběžně  k  b  položenou,  zde  tak,  že  zvolíme  na  a  bod  L, 
pro  nějž  L'  =  a'.b'  a  vedeme  jím  přímku  6t  ||  6,  takžeE  =  aft,. 
V  rovině  R  vytkneme  si  dále  přímku  hlavní  druhou  A,  kolem 
níž  otočíme  útvary  uvedené,  až  přijde  R  do  polohy  RA  rovno- 
běžné s  Pn-  Jest  tedy  průmět  R"A  totožný  se  sklopením  roviny  R 
do  průmětny  druhé,  je-li  A"  stopou  roviny  a  hé  základnou.  Úhel 
otáčení  rovná  se  odchylce  /?  roviny  R  od  průmětny  druhé. 

Sestrojíme  nejprve  Z"A,  při  čemž  Z/'A  H  hté  rovná  se  pře- 
poně pravoúhlého  trojúheluíka,  jehož  odvěsny  mají  délky  L"  H  A", 
í'  H  A'.  Tu  přímka  a"A  spojuje  bod  a"  .h"  s  bodem  L"A. 

Pro  další  konstrukci  stanovme  průmět  orthogonální  Lv 
bodu  L  do  roviny  RA  a  otočme  jej  rovněž  kolem  osy  h  o  úhel  /? 
v  témž  smyslu,  v  kterém  si  myslíme  provedeno  otočení  všech 
útvarů,  čímž  přejde  L}  do  polohy  ZlA,  a  roviny  R.  hLxA  jsou  patrně 
vzhledem  k  RA  souměrně  položeny.  Považujeme-li  proto  bod  Lx 
za  otočenou  polohu  QA  jistého  bodu  Q  v  rovině  R,  bude  patrně 
Q"  =  L"lA.  Vedeme-li  tudíž  bodem  L'\  =  L"  =  Q"A  rovnoběžku 
ku  přímce  a"A,  až  protne  h"  a  odtud  rovnoběžku  k  a",  protne 
tato  přímka  Z"£"A  v  bodě  Q'*  =  L"lA.  Úsečka  £"iAl"a  Jest 
patrně  průmětem  polohy,  do  níž  otočením  přejde  úsečka  Z,  Z, 
určující  vzdálenost  bodu  L  od  RA. 

J.  Sobotka:  Deskriptlvní  geometrie.  30 
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Dále  proveďme  otočení  přímky  b  kolem  h.  Otočme  nejprve 
jeden  její  bod,  s  výhodou  bod  P  na  přímce  LU  ležící.  K  tomu 
cíli  uvažujme  též  o  patě  Px  kolmice  s  P  na  RA  spuštěné.  Přejde-li 
tato  pata  po  otočení  do  polohy  P,^,  bude  patrně,  ježto  body  L 
a  P  mají    od  R^  stejné   vzdálenosti    téhož  smyslu,    P\&P'  A = 


Obr.  358. 


^"iA^'  A-  Mimo  to  soudíme  jako  při  L,^,  že  P\&  jest  průmětem 
bodu,  jehož  otočený  bod  má  svůj  průmět  v  P\  =  P".  Z  toho 
vysvítá,  že  přímky  P"Í&L"Í&,  P"L"  protínají  se  na  přímce  h". 
Protneme-li  tedy  h"  přímkou  P'L"  v  bodě  Ht4  a  vedeme  bodem  Z"A 
rovnoběžku  ku  přímce  H"L"t/^  rovnoběžka  ta  stanoví  na  kolmici 
s  P"  na  h"  bod  P"A.  Přímka  b&  je  rovnoběžná  s  RA,  tedy  jest 
J"a  rovnoběžka  vedená  bodem  P'A  ku  přímce  i",^  spojující  Z"A 
s  bodem  b'\  .A". 
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Průmětem  o"  jest  kolmice  s  bodu  0"^  =  a"A.&"A  ku  h" 
vedená  a  a",  b"  v  bodech  -4",  resp.  B"  protínající.  Z  bodů  těch 
pak  odvodíme  A\  B*  a  o'. 


Souvislost  sklopení  a  sdružených  průmětů  pro  útvar  rovinný. 

324.  Sklopení  útvaru  rovinného  a  naopak  přechod  od  sklo- 
pení k  jeho  priimětům  lze  sice  za  zvláštní  případ  otočení  po- 
važovati, avšak  zde  lze  mnohem  jednodušeji  dojíti  cíle,  jak 
již  v  (289)  bylo  objasněno. 


^-*Ri 


Obr.  359. 

Zde  budiž  uvedena  ještě  zvláštní  konstrukce,  pomocí  jíž 
si  z  průmětů  A\  A"  bodu  odvodíme  jeho  sklopení  (A)  a  naopak 
ze  sklopení  (A)  průměty  A',  A". 

Obr.  359.  Sklopme  rovinu  danou  R  na  př.  do  Pí  tím, 
že  sklopíme  některý  bod  její  i?n,  který  leží  na  stopě  druhé  rn. 
Sklopení  (Jřn)  leží  na  kolmici  s  Jř'n  na  n  spuštěné,  a  to  v  průseku 
s  kružnicí  kolem  JB^  =  R .  x  opsanou  a  bodem  Rn  jdoucí,  ježto 

R{  (Jřu)  =  R^Ru* 

Rovina  bodem  Jřn  kolmo  ku  x  položená  protíná  rovinu  R 
v  přímce  r  =  RjBii  rovnoběžné  s  Pim  jejíž  průměty  první  a  druhý 

80* 
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se  stotožňuji    a  pro    niž  jest   (r)  =  Tři  (JRn).    To  nás  vede  k  ná- 
sledující konstrukci. 

Máme-li  sklopiti  bod  A,  jehož  ordinála  r'/"a  jest  dána, 
protneme  ordinálu  přímkou  rj  a  bodem  průsečným  vedeme 
(ra)||(r);  kolmice  s  A'  na  r\  protíná  pak  (ra)  v  bodě  (4). 

Budiž  l  spojnice  bodů  (iřii),  J2n  v  prostoru;  pro  spojnici 
tu  jest  V  J_  fi,  a  Z"  spojuje  bod  Jřn  s  patou  kolmice  s  (ířn)  na 
x  vztyčené;  přímka  l  sama  jest  normální  k  jedné  rovině,  úhel 
PiR  půlící.  Přímka  l  podává  směr  pro  spojnici  l  každého  bodu 
B  v  R  s  jeho  sklopením  (B). 


S>áj 


*& 


Bř^-^^JBi 


ZZ~^OV 


Obr.  360. 


Obr.  361. 


Obr.  360.  —  Máme-li  pak  naopak  z  bodu  sklopeného  (B) 
roviny  R  odvoditi  jeho  průměty  B\  Bš\  vedeme  bodem  (J5) 
přímku  (^)||(r),  až  protne  r\  v  bodě,  jímž  vedeme  ordinálu. 
Kolmice  s  bodu  (B)  k  ri  protne  ordinálu  tu  v  bodě  B'.  Rovno- 
běžka lua  s  ř"  bodem  (B)",  to  jest  patou  kolmice  s  (2?)  na  x 
spuštěné,  protne  ordinálu  řečenou  v  bodě  B". 

Promítáme-li  do  Pí  šikmo  ve  směru  kolmém  k  rovině  totož- 
nosti, šikmý  průmět  1°  přímky  /  bude  spojnicí  bodů  (/?n)»  Ru 
a  jest  patrně  l°p  \\l°. 

Obr.  361.  —  Pomocí  průmětu  toho  můžeme  JB',  Bu  z  bodu 
<2?)  odvoditi  takto: 


—  469  — 

Bodem  (B)  vedeme  l«fi  ||  1°  a  (r,*)  ||  (r) ;  ordinála  B'B",  bodem 
(fp) .  ri  procházející,  již  protíná  přímku  Z0^  v  bodě  JB°  a  kolmici 
s  (B)  ku  ri  v  bodě  Bé;  bod  B"  obdržíme  pak  z  relace£"  H  x  =  B'B°. 

Máme  zde  dva  šikmé  práměty  (2J)  a  2°  útvaru  rovinného 
£  a  jich  souvislost  s  orthogonálními  průměty  sdruženými.  Při 
sklápění  do  Pí  obdržíme  především  útvary  (-£),  -i'0,  2"',  jakožto 
tři  parallelní  průměty  do  Pí,  z  nichž  dva  a  dva  leží  affinně  pro 
ri  jakožto  společnou  osu  affinity,  kdežto  směr  affiuity  jest  dán 
mezi  (-£),  2?  přímkou  Z°,  mezi  (2),  2t  přímkou  V  a  mezi  -T0,  2' 
ordinálami. 

Obdobně  bychom  si  počínali,  kdybychom  měli  na  zřeteli 
sklopení  roviny  R  do  Pn. 

325.  Rovinu  R  můžeme  dvojím  způsobem  sklopiti  do  každé 
z  průměten  (32),  čímž  dospějeme  ke  čtyřem  útvarům  shodným 
jakožto  sklopením  daného  útvaru  v  R. 

Sklopíme-li  ji  do  obou  průměten  tak,  že  obě  sklopení  jsou 
při  vyjádření  sdruženými  průměty  souhlasně  shodná,  tu  lze  jedno 
otočením  kolem  bodu  JÍ£  =  R.#  převésti  do  polohy,  v  níž  se 
kryje  s  druhým.  Pak  jsou  též  ostatní  dvě  sklopení  souhlasně 
shodná.  Sklopíme-li  však  rovinu  R  do  obou  průměten  tak,  že 
při  vyjádření  sdruženými  průměty  jsou  obě  sklopeni  nesouhlasně 
shodná,  pak  leží  souměrně  vzhledem  k  určité  přímce  A  bodem 
i?£  procházející.  Označme  sklopení  libovolného  bodu  A  do  Pí 
krátce  A1*  nebo  -41-,  do  Pn  obdobně  -áII+  neb  All~  podle  toho, 
je-li  kladným  neb  záporným. 

Obr.  362.  —  Sklopme  nejprve  do  Pn  třeba  jeden  bod  A, 
ležící  na  stopě  r*  Opíšeme  bodem  A  kružnici  kolem  R^  která 
protíná  kolmici  s  A"  ku  rn  již  v  bodech  4n+,  Au~\  Poněvadž 
v  připadě  v  obrazci  vyjádřeném  jsou  RI+,  Rn-,  tedy  i  R1-,  Ru+ 
nesouhlasně  shodnými,  kdežto  RI+,  RII+,  tedy  i  RI_,  R11  sou- 
hlasně shodnými,  a  .4*+  =  A,  proto  body  A,  An~  leží  souměrně 
vzhledem  k  A>  *ak  že  přímka  ta  jest  kolmicí  s  R^  na  An"A. 
Každý  bod  na  A  lze  považovati  tedy  buď  za  sklopení  J5I+  nebo 
za  sklopení  En-  jistého  bodu  E  v  rovině  R.  V  rovině  R  leží 
tudíž  přímka  p  bodem  R^  jdoucí,  pro  jejíž  body  obě  sklopení 
splývají  na  A-  V  souvislosti  sklopení  RI+,  Ru~  přináležejí 
přímky  kolmé  na  A  samy  sobě;  každá  z  nich  jest  tudíž  jak 
sklopením  AI+,  tak  sklopením  hn-  určité  přímky  h  v  rovině  R; 
místo  AI+  =  An~  pišme  zde  krátce  h\  Všechny  takové  přímky 
h  musí   býti  rovnoběžné,  ježto   souhlasná  sklopení  jejich  jsou 
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rovnoběžná.  Přímka  AAn~  jest  rovněž  sklopením  jedné  z  tako- 
vých přímek,  označme  ji  ha.  Přímka  ha  má  patrně  stopní  bod 
první  Ha\  =  -4,  stopní  bod  druhý  Han  v  rn-h'a.  Promítneme-li 
ha  do  Pí  nebo  do  Pn  ve  směr  a  kolmém  k  rovině  totožnosti,  budou 
oba  průměty  se  rovněž  stotožňovati  s  h'a  =  *V 

Z  toho  následuje  i  pro  libovolný  bod  B  v  rovině  K,  že 
přímka  flI+  Bu~  vyjadřuje  jak  sklopení,  tak  i  průměty  šikmé 
ve  směru  kolmém  k  rovině  totožnosti  do  obou  průměten  pro 
určitou  přímku  hp,  v  rovině  R  bodem  B  vedenou ;    ale  zároveň 


Obr.  862. 


vidíme,  že  přímka  Bl+Bu—  jest  totožná  s  vyznačeným  průmě- 
tem šikmým  přímky  B1*  B  do  Pí  a  přímky  Bn~  jB  do  Pn- 

Obdobně  mohli  jsme  uvažovati  vzhledem  ke  sklopením 
R1-,  Rn+,  která  jsou  opět  nesouhlasně  shodná,  a  vzhledem  ke 
kolmici  \lt  s  R^  na  AAU+  spuštěné,  souměrně  položena. 

Tu  bychom  obdrželi  nejprve  místo  An~  obdobnou  cestou 
jako  prve  bod  -án+  k  A11"  vzhledem  k  ru  souměrně  položený, 
a  přímka  A  A114-  by  nyní  měla  obdobný  význam  jako  prve 
přímka  A  An~.  Z  toho  plyne,  že  pro  libovolný  bod  B  se  přímky 
B^Bu-y  Bl-B*+  protínají  v  bodě  B*  na  ordinále  BéBu. 

Můžeme  dle  toho  na  př.  z  bodu  Bn"  odvoditi  průměty  B\ 
/>*'  tím,   že  na  kolmici  s  Bn~  na    tu  spuštěné  sestrojíme  bod 
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JJn+  a  vedeme  bodem  Bu"  přímku  stejnosměrnou  s  An~  A, 
bodem  2Jn+  přímku  stejnosměrnou  k  All+ A;  obě  přímky  se 
protínají  v  bodě  B°,  jímž  vedeme  ordinálu,  která  seče  Bn~  Bn+ 
v  bodě  B" ;  pak  učiníme  BéB°  =  B"  -f  x,  čímž  obdržíme  JB'. 

Aneb  uspořádáme  konstrukci  takto:  Kolem  R$  opíšeme 
kružnici,  jdoucí  bodem  jBn~,  protneme  ji  kolmicí  na  ru  s  Bu~ 
spuštěnou  v  bodě  Bn+  a  kolmicí  na  A  s  téhož  bodu  spuštěnou 
v  bodě  2P+.  Dále  spustíme  s  fiII+  kolmici  na  Aj,  s  BI+  kolmici 
na  n;  první  z  nich  seče  /Jn-\BI+  v  bodě  J?°,  jímž  vedeme  ordinálu, 
která  kolmici  druhou  protne  v  JB'  a  přímku  Bn~Bll+  v  B". 

Můžeme  též  následujícím  způsobem  pokračovati:  Budiž  a 
bod  průsečný  přímky  Au~  Au+  s  ru;  s  bodu  2?II_  spustíme 
kolmici  na  ru  a  patou  její  /?  vedeme  rovnoběžku  k  Aa,  bodem 
Bn~  pak  rovnoběžku  h'p  ku  i'«.  Rovnoběžky  ty  se  protnou 
v  bodě  5°,  jímž  vedeme  ordinálu,  která  opět  protíná  Bu~-p 
v  B"  a  B*  stanovíme  z  B"  a  2?°  jako  prve. 

Provedené  konstrukce  podávají  přehledně  souvislost  vzá- 
jemnou útvarů  RI+,  R1-,  Rn+,  Rn"   R',  R". 

Souvislost  mezi  dvěma  sdruženými  průměty  útvaru  rovinného. 

326.  Úloha.  Dán  jest  průmět  jeden  2*  útvaru  rovinného  2 
a  pro  průmět  k  němu  sdružený  2"  průmět  prvkův,  urěujících  rovinu 
R,  v  níi  útvar  2  jest  obsažen ;  průmět  2,"  má  se  sestrojiti. 

Abychom  odvodili  další  bod  JB"  průmětu  2"  z  bodu  daného 
JB',  vytkněme  si  z  daných  prvkův  aneb  stanovme  si  danými 
prvky  roviny  R  v  ní  přímku  p  a  bod  P  mimo  p  ležící.  Bod  R 
mysleme  si  spojen  s  bodem  P  přímkou  r,  protínající  p  v  bodě 
B1.  Pomocí  takové  přímky  r  si  z  každého  bodu  JB'  odvodíme 
příslušný  bod  Jí".  Vedeme  totiž  nejprve  ordinálu  R'R"  bodem 
R1  a  spojíme  Ji'  s  bodem  P*;  spojnice  tato  jest  průmětem  r' 
a  protíná  p*  v  bodě  R\ ;  ordinála  tímto  bodem  vedená  stanoví 
nai>"  bod  JS", ;  tu  jest  r"  =  fí^P"  a  průsečík  ordinály  R'R" 
s  r"  jest  hledaný  bod  JB". 

Abychom  odvodili  další  přímky  q"  průmětů  2"  z  daných 
jejich  průmětů  q4  v  2*,  vytkneme  si  z  daných  prvkův  aneb  sta- 
novíme si  danými  prvky  roviny  R  dvě  přímky  p}  n.  Libovolná 
přímka  q  protíná  p  a  n  v  bodech  M,  resp.  N.  V  2*  jsou  bez- 
prostředně dány  body  JK'  =  g'.jp',  N'  =  q'.n\  z  nichž  pomocí 
ordinál  odvodíme  M"  na  p"  a  A7"  na  n",  spojnice  bodů  M"}  N" 
jest  již  přímkou  q". 
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327.  Přiřaďujeme-li  dva  sdružené  průměty  útvaru  rovin- 
ného, jehož  rovinu  R  předpokládáme  obecně  k  oběma  průmětnám 
pod  kosými  úhly  nakloněnu  tak,  že  si  v  průmětech  přišlu  sejí 
vždy  prvky  takové,  které  jsou  průměty  sdruženými  téhož  prvku, 
seznáváme,  že  příslušné  sobě  body  leží  vždy  na  přímce  stálého 
směru,  totiž  na  ordinále  a  že  příslušné  sobě  přímky  se  protí- 
nají na  pevné  přímce,  totiž  na  totožném  průměte  ťj"  přímky, 
v  níž  rovina  R  protíná  rovinu  totožnosti;  dále  seznáváme,  jestliže 
v  průmětu  jednom  bod  leží  na  přímce  nebo  přímka  prochází 
bodem,  Že  v  průmětu  sdruženém  o  příslušných  prvcích  platí 
totéž.  Z  toho  soudíme: 

Sdružené  průměty  útvaru  rovinného  jsou  v  poloze  affinnL  pro 
niž  podávají  ordinály  směr  a  společný  průmět  příslušné  přímky 
totožnosti  osu. 

Jest  proto  nejjednodušším  způsobem  stanoven  přechod  od 
2*  k  2"  aneb  naopak,  jestli  dán  průmět  přímky  totožnosti 
a  průměty  sdružené  jednoho  bodu  pro  vytčený  útvar  rovinný. 
Značí-li  á  nějakou  plochu  v  rovině  R  útvaru  rovinného,  á\  J" 
jeho  průměty  sdružené,  charakteristika  čili  modul  affinity  A 
mezi  sdruženými  průměty   prvním  a  druhým   rovná  se  poměru 

A*  f'OS  Cí 

—  čili  poměru  - — -=,  značí-li  a,  £  odchylky  roviny  R  od  průměten 

první  a  druhé.  Je-li  totiž  T/"  průsečík  ordiuály  A' A"  s  průmětem 

AT/" 
samodružným  ť/"  přímky  totožnosti,  jest  1=  .  „  J,  „ ;     značí-li 

BT  libovolný  další  bod  přímky  ť/",  jest 

Aé  _  ATl"8/ěi  _AT/"  _, 
A"~  A"T'/"S'/"  ~~A'T/"  ~  *" 

Pro  l  =  1  jest  a  —  p ;  rovina  R  jest  k  oběma  průmětnám 
stejně  nakloněna,  sdružené  stopy  ri,  m  její  jsou  vzhledem  k  zá- 
kladně xf/"  souměrně  položeny,  a  osa  affinity  jest  stejnosměrná 
8  ordinálami;  rovina  R  jest  tu  normální  k  rovině  souměrnosti. 

Pro  X  =  —  1  a  tedy  d"  =  —  ď  rovina  R  uzavírá  rovněž 
stejné  odchylky  s  oběma  průmětnami;  stopy  její  sdružené  rit 
ru  se  stotožňují,  a  proto  jest  R  normální  k  rovině  totožnosti. 
Sdružené  body  leží  po  různých  stranách  osy  affinity  £'/",  a  vzdá- 
lenost jejich  jest  jí  rozpůlena. 

Je-li  rovina  R  rovnoběžná  s  rovinou  totožnosti,  jestrn||ri 
a  základna  půlí  vzdálenost  obou  stop.  Osa  affinity  mezi  21  a  2" 
leží  v  nekonečnu;  útvary  2\  2"  jsou  shodné,  a  2"  vznikne  ze  -2* 
posunutím  ve  směru  ordinál  o  délku,  rovnající  se  m  H  #' 


,/ví 
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Je-Ii  rovina  R  rovnoběžná  s  rovinou  souměrnosti,  stopy 
n,  li  stotožňují  se  v  rovnoběžce  se  základnou.  Osa  affinity 
mezi  2?  a  2''  půlí  vzdálenost  mezi  rn  a  základnou;  útvary  2*', 
-£"  jsou  k  sobě  vzhledem  k  této  ose  souměrně  položeny.  Pro 
X  =  o  jest  rovina  R  promítající  do  Pí,  pro  X  =  oo  do  Pn;  v  případě 
tom  affinní  poloha  degeneruje. 

Protíná-li   rovina  R  osy  souřadné  v  bodech   X,  Y,  Z,  jest 

A  XT  Z'    _  Y'Z' 
AX"Y"Z"  ~  YUZ"' 

z  čehož  plyne,  že  pro  veškeré  roviny  rovnoběžné  s  touž  přímkou 
k  ose  x  normální  jest  X  hodnotou  stálou.  Je-li  rovina  taková 
zvlášť  rovnoběžná  s  x,  uzavírající  s  průmětnami  úhly  a,  /?, 
rovina  k  ní  normální  osou  x  položená  uzavírá  s  průmětnami 
úhly  a'  =  /?,  $'  =  «,  a  charakteristika  pro  tuto  rovinu  jest  tedy 

1 

Charakteristika  X  pro  libovolnou  rovinu  a  charakteristika  X* 
pro  rovinu  k  ní  normálně  osou  x  vedenou  jsou  tedy  hodnoty  tvratné. 

K  affinní  poloze  sdružených  průmětů  dospíváme  bezpro- 
středně uvážíce.  že  -£'  a  If*  jsou  parallelní  průměty  téhož  útvaru 
rovinného  -£,  tak  že  jsou  k  němu  affinně  položeny  a  mezi  sebou 
následkem  toho  affinní.  Že  však  mají  mimo  to  body  na  přímce 
ťf"  samodružně  společné,  affinita  jest  polohou  affinní.  Je-li 
charakteristika  pro  útvary  2\  2"  vzhledem  k  x  sdružené  X,  pro 
útvary  2",  2"'  vzhledem  k  z  sdružené  i*  a  charakteristika  pro 
útvary  2',  2?"  vzhledem  k  y  sdružené  *,  má  platnost  patrně  relace 

_  A*     A"    A,u 

:  **  :  *  ~  A"  '  A'"  :  A* 

a  Xpv  =  1  ; 

při  tom  má  platnost  vztah  další 

A  :  A'  :  A"  :  A'"  =  1  :  cos  a  :  cos  fi  :  cos  7, 
znafií-li  y  odchylku  roviny  R  od  Pm. 

328.  Úloha.  Sestrojiti  jest  průměty  pro  prásek  e  rotačního  válce 
kolmého  ku  průmětně  druhé  s  rovinou  R,  danou  stopami  n,  ru- 

Obr.  363.  —  Průsek  hledaný  e  jest  ellipsou,  neboť  lze  jej 
považovati  za  průmět  křivky  stopní  vu  válce  do  roviny  R  ve 
směru  jeho  přímek  povrchových.  Patrně  jest  e"  =  vn,  tak  že  se 
jedná  pouze  o  e'.  Střed  S  ellipsy  e  má  průmět  druhý  S"  ve  středu 
kružnice  ťn;  průmět  první  sestrojíme  zde  pomocí  přímky  hlavní 
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první  Z,  bodem  S  vedené.  Z  l"  odvodíme  nejprv  Z',  Čímž  bod  S 
jest  již  stanoven.  Rovina,  promítající  přímku  i  do  Pn»  protíná 
válec  v  přímkách  a,  ft,  a  body  A  =  aJ^  B  =  b.l  náležejí  ellipse  e. 
Ellipsa  e'  bude  se  dotýkati  v  bodech  A\  B4  přímek  a\  b4,  obrysu 
to  prvého  pro  daný  válec. 

Přímka  ť/",  která  spojuje  bod  V  .1"  s  osovým  bodem  roviny 
R,  jest  osou  affinity  mezi  e4  a  e".  Sdruženým  průměrem  k  A*B4 
v  ellipse  e4  jest  ordinála  S*S"\  tečny  v  jeho  koncových  bodech 
jsou  stejnosměrné  s  ri  a  protínají  tečny  ku  0n,  rovnoběžné  se  zá- 
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kladnou,  na  ťl"  i  jsou  tím  stanoveny.  Tím  jsou  též  koncové  body 
C\  D4  samy  pro  průměr  ten  stanoveny.  Tečny  ke'v  bodech,  z  nichž 
jest  jeden  vzhledem  k  základně  nejvyšším,  druhý  nejnižším, 
jakož  i  body  ty  samy,  obdržíme  pomocí  tečen  ku  t?n  stejno- 
směrných se  stopou  ra. 

Můžeme  též  osy  ellipsy  e'  bezprostředně  odvoditi.  Položíme 
kružnici  body  6",  S",  která  má  svůj  střed  o  na  ose  affinity  ťf" 
a  protíná  ji   v  bodech  G'/'\  H4/44.    Přímky  g=GS,  h  =  HS  pro- 
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mítají  se  do  Pí  jako  osy  ellipsy  e',  jejichž  omezení  odvodíme 
z  průmětů  drahých  g"-eiéj  h".e"  pomocí  ordinál. 

Souvislost  mezi  třemi  sdruženými  průměty  útvaru  rovinného. 

329.  Obr.  364.  —  Uvažujme  nejprv  průměty  útvaru  rovin- 
ného do  tří  vespolek  normálních  rovin  jakož  i  souvislost  jejich, 
sdružujíce  jeden  z  nich  s  oběma  ostatními.  Sdružujeme-li,  jak 
se  obyčejně  děje,  průmět  druhý  s  prvním  dle  #,  s  třetím  dle  *, 
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jest  průmět  druhý  v  poloze  affinní  s  prvým  pro  průmět  Vfl 
přímky  tx>  v  níž  rovina  R  útvaru  vytčeného  protíná  rovinu 
totožnosti  osou  x  procházející,  a  zároveň  jest  průmět  druhý 
v  poloze  affinní  s  třetím  pro  průmět  ť'/"'*  přímky  t%,  v  níž  JB 
protíná  rovinu  totožnosti  osou  z  procházející,  kdežto  průmět 
první  a  třetí  jsou  affinní,  ale  neleží  affinně. 

Sestrojení  průmětů  přímek  tXi  t%  provedeme  jednoduše  tak, 
že  znamenajíce  opět  X  Y,  Z  body,  v  nichž  rovina  R  postupně 
osy  souřadné  #,  y,  z  protíná,  vedeme  bodem  F  přímku  r,  rov- 
noběžnou  s  fn.    Prochází  tudíž  přímka  r"  počátkem  průmětů 
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sdružených  a  jest  rovnoběžná  s  rn,  kdežto  r'  prochází  bodem  Y' 
rovnoběžně  se  základnicí  x  a  r'"  bodem  Y4"  rovnoběžně  se  zá- 
kladnicí  g.  Přímka  ťj\  spojuje  bod  BV"  =  r".r'  s  bodem  X'/"; 
přímka  *"/'",  spojuje  bod  S"/'"  =  r"  .  r'"  s  bodem  Z"/'".  Průmět 
iž"'  jest  v  průseku  ordinály,  bodem  R"  jdoucí  a  s  ť  splývající 
s  přímkou  r"'  a  průmět  Sé  v  průseku  ordinály,  bodem  S"  jdoucí 
a  s  r'"  splývající  s  přímkou  r1.  Proto  průsečík  r' .  r'"  jest  prů- 
mětem třetím  jednoho  bodu  na  tx  a  zároveň  průmětem  prvním 
jednoho  bodu  na  ť*,  při  čemž  dva  takové  body  leží  na  téže 
přímce  hlavní  druhé  pro  rovinu  R.  Dále  jest  z  toho  patrno.  že 
ť"x  =  ť%  jest  přímka,  půlící  pravý  úhel  TOY"'. 

Přímky  f»,  t%  protínají  se  v  bodě  T,  který  má  tu  vlastnost, 
že  všechny  tři  průměty  jeho  Ty  T",  T"  splývají.  V  tomto  spo- 
lečném průmětu  TV"/'"  sbíhají  se  tudíž  přímky  *'/"x,  ř7"„ 
ť"x  =  ť%.    Přímky  fx,  tz  nazýváme   osami  totožnosti  roviny  R. 

Osy  totožnosti  poskytují  nejjednodušší  přechod  jednak  mezi 
průmětem  prvním  a  druhým,  jinak  mezi  průmětem  druhým 
a  třetím.  Zároveň  však  sprostředkují  též  nejjednodušší  přechod 
mezi  průmětem  prvním  a  třetím.  K  objasnění  postačí,  budeme-li 
řešiti  následující  dvě  úlohy. 

330.  Obr.  364.  —  Vloha.  Jest  dán  průmět  P  bodu  P  v  ro- 
vině R;  hledejme  P"  aneb  naopak. 

1.  Mysleme  si  bodem  P  přímku  r2  ||rn;  vedeme  tedy  r'a  ||  x 
až  ku  přímce  ť"x  =  ť%  a  odtud  r'"2||*. 

2.  Mysleme  si  bodem  P  přímku  t\  ||ri;  vedeme  tedy  přímku 
r\  \\ri  až  k  ť/"x  a  odtud  přímku  r'"l  =  ré\  rovnoběžnou  s  x; 
bod  P"  jest  průsečíkem  přímek  r"'2,  r"\. 

Nebo  mysleme  si  bodem  P  přímku  r,||rin;  vedeme  tedy 
přímku  r'/"3||y'  až  k  *"/"',  a  odtud  přímku  r"'3||rra;  bod  P" 
jest  pak  průsečíkem  přímek  r'"2,  r'"3. 

3.  Konečně  mohli  jsme  sestrojiti  nejprve  r"\  a  pak  r'"3, 
čímž  bychom  obdrželi  P"'  též  jako  průsečík  obou  těchto  přímek. 
Bod  P"  obdržíme  zde  v  průseku  přímek  r"/"',,  r'/"3  nebo  v  prů- 
seku jedné  z  těchto  přímek  s  přímkou  r"a,  spojující  bod  ré2.ť/iéK 
s  bodem  r'"2  .  *"/'",. 

Opačnou  cestou  bychom  odvodili  P  z  P"'. 

331.  Obr.  364.  —  Úloha.  Je-li  dán  průmět  pé  přímky  p,  hle- 
dejme p"4. 

Sestrojíme  tu  výhodně  body  Pn  P2,  v  nichž  přímka  p  pro- 
tíná přímky  tx>  t%. 
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Ustanovíme  tu  P/'\  =  p'  .  ť/"X)  bodem  tím  vedeme  ordi 
nálu  kolmou  k  *"/"',  jež  protne  ť"x  v  bodě  P"V  Potom  usta- 
novíme P'2  -=ip4  .  ťz  a  vedeme  bodem  tím  ordinálu  kolmou  k  a;'/", 
která  protne  <"/'",  v  bodě  P'/"V  Přímka  p'"  spojuje  bod  P"\ 
s  bodem  P"'a.  Zde  jsme  přímku  p  vedli  bodem  P,  proto  put 
prochází  též  bodem  P"  a  p"  =  Py^  F"/'"a.  Opačnou  cestou  od- 
vodíme p'  z  daného  průmětu  p'". 

Kdybychom  nechtěli  použíti  směru  stop  roviny  R,  nebo 
kdyby  stopy  ty  nebyly  bezprostředně  dány,  můžeme  při  odvo- 
zování bodů  vyjádřiti  přímky  hlavní  zrovna  tak,  jako  každou 
jinou  přímku  pomocí  průsečných  bodů  s  tx  a  tz.  Odvodili  bychom 
na  př.  z  P'  bod  P"',  kdybychom  si  bodem  P  myslili  přímky  r%7 
r3  a  sestrojili  pro  přímku  r2  průměty  r'"2,  r"2,  jako  prve,  při 
čemž  tedy  r'"a  jest  rovnoběžka  se  z"/'"  bodem  r'2 .  ťz  vedeuá 
a  r"2  spojuje  body  r\.ť/%  r'"2 .  «"/'"„  kdežto  přímku  r'"8 
bychom  obdrželi  spojením  bodu  r'/"3  .  <"/'".  s  bodem,  v  němž 
ordinála  kolmá   k  *"/"'  a  bodem  r'/"3  .  <'/"*   vedená  protíná  ť"x. 

Obdrželi  jsme  tedy  nejjednodušším  způsobem  souvislost 
průmětů  prvního,  druhého  a  třetího  útvaru  rovinného  pomocí 
přímek  í„  tz.  Naopak  můžeme  přímky  ťl"x,  *"/"'*  jinak  libovolně 
zvoliti,  aby  jimi  vyjádřena  byla  rovina  jenom  s  tím  obmezením, 
Že  se  přímky  ty  musí  protínati  na  přímce  ť'x  =  £'*,  půlicí  úhel, 
určený  positivními  smysly  přímek  #",  *".  Máme-li  přejíti  od 
přímek  těch  k  stopám,  víme,  že  ru  spojuje  bod  ťi"x .  x'l" 
s  bodem  *"/'",.*"/"',  pak  můžeme  sestrojiti  trojúhelník  /27"S"/'"S' 
jako  prve.  Stopa  ri  prochází  pak  bodem  Y1  =  /ř'S' .  ý,  stopa 
třetí  rm  bodem   F"  =  B'"Sé"  .  y"\ 

0  průmětech  nesdružených. 

332.  Promítáme-li  orthogonálně  do  dvou  k  sobě  kolmých 
průměten,  jest  nejjednodušší  a  nejúčelnější  vyjádření  průmětů 
těch,  sdružíme-li  je  v  rovině  strojně  podle  jejich  společné 
osy,  jak  jsme  dosud  činili.  Někdy  však  nelze  graficky  obraz 
takových  sdružených  průmětů  na  nákresně  umístiti,  a  někdy 
povaha  úlohy  toho  vyžaduje,  abychom  vyjádřili  oba  průměty 
v  poloze  nesdruženó,  a  dokonce  jest  i  někdy  žádoucno  vyjádřiti 
každý  z  průmětů  obrazem  podobným  dle  různých  modulů  po- 
dobnosti; při  čemž  není  ani  nutno,  aby  obrazy  obou  průmětů 
byly  umístěny  v  téže  rovině  obrazné.  Tím  se  konstrukce,  jež 
jsme  seznali,  stávají  sice  značně  složitějšími,  avšak  zásadně  se 
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nemění.  Obdržíme  dvě  soustavy  souřadnic  pravoúhlých :  Oá  (jt\  y') 
pro  průmět  prvý  a  0"(x",  *")  pro  průmět  druhý.  Liibo volný 
bod  L(x\y\z)  v  prostoru  jest  vyjádřen  bodem  L'(Xx\Xy)  v  soustavé 
prvé  a  bodem  L4i(jix\iiz)  v  soustavě  druhé;  nebot  bodem  L* 
stanoveny  jsou  souřadnice  x,  y,  bodem  L"  souřadnice  #,  e  bodá  L. 
Průsek  roviny  bodem  L  k  ose  x  kolmo  položené  s  osou  touto 
značme  opět  L$ .  Jest  tedy  0'Z'j  =  lx,  Lé^L*  =  ly ;  0"//'$  =  uxr 
L^L"  =  fie. 

Pro  fi=l  jest  vždy  0'L'f  =  0"L"f  a  tedy  LHjf/  =  £/H^. 
Řešme  na  př.  úlohu: 

Bány  jsou  nesdrušené  průměty  první  a  druhý  přímky  p ;  sta- 
noviti jest  její  body  stopni  Pí,  Pn,  Pin- 


Obr.  365. 

Obr.  365.  —  Průmět  druhý  bodu  Pí  jest  P'i  =  p".x";  na- 
neseme od  O'  na  xé  v  souhlasném  smyslu  délku  0'P4^  tak,  aby 
0'Ptf  :  0"^  =zX:  fi,  v  případě,  že  X  =  &  učiníme  tedy  CPte 
_  0"P"i  a  bodem  P^  vedeme  stejnosměrku  s  y',  která  protne 
í>'  v  bodě  Pí. 

Ustanovíme-li  obdobně  na  x'4  bod  P"ii£  tak,  aby  vzdálenost 
jeho  od  O"  byla  ke  vzdálenosti  bodu   P'nz=zp'  .  re'  od  &  v  po- 
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měru  fi:Xi  tedy  ve  zvláštním  případě,  kdy  *  =  f*,  učiníme-li 
v  souhlasném  smyslu  0"P"nf  =  0'Pn,  rovnoběžka  bodem  P"nř 
k  z*4  vedená  protne  p"  v  bodě  Pn.  Pro  bod  Pai  jest  P'm  =#'•#'> 
P'm  =  p"  .  *",  čímž  jeho  souřadnice  jsou  dány. 

Protíná-lí  libovolná  rovina  R  osu  x  v  bodě  Rs,  stanovíme 
body  R's  na  x4  a  iŽ"f  na  x"  tak,  aby  0'B'ř :  0'4R"t  =  X  :  p.  Stopa 
r\  prochází  bodem  iř'$,  stopa  rn  bodem  .R"^. 

333.  Přihlížejme  blíže  k  nesdruženým  průmětům  prvému  a 
druhému,  jsou-li  soumístné ;  to  jest,  jsou-li,  jak  z  pravidla  také 
bývá,  umístěny  v  téže  rovině.  Pro  libovolný  bod  A  protnou 
se  přímky  A'A4^  A44AU^  v  bodě  Au,  pro  nějž  má  platnost 
A12  H  y' :  A12  -\  z44  =  X  :  p.  Leží  tedy  bod  A12  na  přímce  ul2y 
procházející    bodem    průsečným   přímek   y\   z"   a   dělící    v  po- 

X' 

měru úhel,  jehož  ramena  leží  na  přímkách  těchto  a  jdou 

od  bodu  U'l"  =  y1  .z"  v  jejich  smyslu  kladném.  Při  tom  před- 
pokládáme umístění  průmětů  ve  společné  rovině  souhlasné,  to 
znamená  takové,  aby  bylo  lze  ty  průměty  pouhým  přemístěním 
v  jejich  společné  rovině  provedeným  uvésti  v  polohu  sdru- 
ženou, v  níž  xél  =  x4,  +  z"  =  —  y\  Pro  X  =  fi  půlí  přímka  wia 
úhel  ten. 

V  následujícím  výkladě  přihlížíme  pro  krátkost  pouze  ku 
případu,  v  němž  X  =  p  a  v  němž  tedy  uiq  půlí  úhel  utvořený, 
kladnými  smysly  os  y',  z'\  ačkoliv  konstrukce  příslušné  přenésti 
lze  beze  všeho  na  případ,  kdy  X  a  fi  jsou  od  sebe  různé.  Přímku 
ul2  nazveme  osou  umístěni  pro  průměty  dané,  úsečky  A4A12,  A12A" 
nazveme  spojnicemi  čili  ordinálami  bodu  A  a  to  AlA12  ordi- 
nálou  první,  A"AX%  ordinálou  druhou. 

Tažme  se  především,  jak  bod  v  prostoru  A  musí  býti  po- 
ložen, aby  jeho  průměty  A\  A"  se  stotožňovaly.  Poněvadž  A'A§ 
a  A"A"$  se  protínají  v  bodě  Ai2  na  uí2  a  body  A\  A14  leží  na 
těchto  přímkách,  mohou  se  A\  A"  stotožňovati  pouze  v  bodě 
A12.  Z  toho  plyne,  že  každý  bod  přímky  u12  lze  považovati  za 
průmět  první  i  druhý  téhož  bodu  v  prostoru.  Poněvadž  průměty 
prvé  všech  takových  bodů  leží  na  přímce  ué  =  t*13  a  průměty 
druhé  taktéž  na  přímce  u"  =  t*i2,  vychází  z  toho,  že  body  ty 
samy  leží  na  přímce  u.  Přímka  ta  jest  rovnoběžná  s  rovinou 
souměrnosti  rovin  Pí,  Pn,  poněvadž  se  zřetelem  k  souhlasným 
smyslům  <  u'x4  =  <  x'V.  Přímku  u  nazýváme  přímkou  totož- 
nosti;    máť  tu    vlastnost,    že   soumístné    průměty   všech   jejích 
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bodů  se  stotožĎují.  Jiných  bodů  není,  pro  něž  by  se  soumístné 
průměty  jejich  stotožňovaly.  Patrně  jest  pro  přímku  u  stopa 
prvá  Uj  =  t/13  .  #",  stopa  druhá  Un  =  t*u  .  oč. 

334.  Obr.  366.  —  Mimo  přímku  u  jest  v  prostoru  od*  množství 
přímek  v}  jejichž  soumístné  průměty  v',  v"  se  stotožňují,  aniž 
však  se  průměty  jednotlivých  bodů  jejich  stotožňují.  Každou 
přímku  v'/"  v  rovině  obou  průmětů  lze  považovati  za  totožné 
průměty  jisté  přímky  v  v  prostoru ;  neboť  považujeme-li  přímku 
v'/"  za  přímku  v  Pí,  stanoví  rovinu  promítající    do  Pí,  a  pova- 


Obr.  866. 


žujemeli  ji  za  přímku  v  Pn,  stanoví  rovinu  promítající  do  Pn 
v  původní  poloze  rovin  Pí  JL  Pn ;  obě  promítající  roviny  protínají 
se  tedy  v  přímce  v,  mající  totožné  průměty  soumístné.  Každá 
přímka  v  protíná  přímku  totožnosti  u.  Neboť  bodu  ř/'=t>'.  ulf 
=  v' .  ué  příslušný  bod  ř/"  jest  průsečíkem  v" .  t*",  čili,  ježto 
v"  =  v\  w"  =  u'  =  wia  též  průsečíkem  přímek  v\  u\  tak  že  se 
s  V4  stotožňuje. 

Dále  prochází  každým  bodem  v  prostoru  V  obecně  jedna 
jediná  přímka  v  této  vlastnosti.  Především  tu  jest  věf'  =  VéV"; 
přímka  v'/"  nechť  protne  uJ2  v  bodě  ř/'/",  i  jest  patrně  v=zUV. 
Ježto  přímka  v'/"  jest  body  V\  F"  jednoznačně  určena  a  pří- 
sluší jí  v  prostoru  jediná  přímka  v,  nemůže  bodem  V  více 
takových  přímek  procházeti. 

Leží-li  však  bod  V  na  u,  prochází  jím   oo1  přímek  v. 
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Budiž  nejprve  bod  ten  v  nekonečnu  na  u;  hledejme  tedy 
přímky  v  stejnosměrné  s  u.  Každá  přímka  t>'/"|lttia  jest  totož- 
ným průmětem  přímky  v  ||  u,  poněvadž  průměty  její  v'  =  v"  jsou 
rovnoběžný  se  souhlasnými  průměty  přímky  u.  Všechny  takové 
přímky  v\\u  naplňují  rovinu  U.  Abychom  to  seznali,  mysleme 
si  na  příklad  přímku  v,  ||  u  tak,  aby  průmět  vél'\  procházel  bodem 
O".  Tu  jest  F",i  ==  O"  a  Vn  =  t?'/",  .  y'.  Vyhledáme-li  pro  libo- 
volnou přímku  jioou  v2\\u  stopu  prvou  F2i,  seznáme  z  troj- 
úhelníků podobně  položených,  které  obdržíme  při  konstrukci 
bodů  Vh  a  Vny  že  leží  na  přímce  wi  =  ř7iFu,  která  obsahuje 
stopy  prvé  veškerých  přímek  rovnoběžných  k  w,  jejichž  průměty 
1.  a  2.  se  stotožňují.  Leží  tedy  přímky  toho  druhu  v  jediné 
rovině  U,  jež  jest  kolmá  k  rovině  souměrnosti  Sx  (251).  Stopa 
druhá  ttn  roviny  té  spojuje  patrně  stopu  TJu  přímky  u  a  prů- 
sečík přímky  z"  s  rovnoběžkou  s  ti12  bodem  O'  vedenou  a  jest 
k  t*i  antiparallelní  vzhledem  k  w13,  tak  že  v  prostoru  jest 
<  U\X  =  <  xuu* 

Je-li  v  libovolná  přímka,  mající  totožné  průměty,  která 
protíná  w,  ale  jest  různá  od  tt,  tu  všechny  přímky  rovnoběžné 
sva  protínající  u  mají  totožné  průměty.  Je-li  na  př.  v+  takovou 
přímkou,  musí  její  průměty  především  obsahovati  společný  bod 
na  t*i2,  poněvadž  se  průměty  bodu  v*.u  stotožňují;  ježto  tf*||v, 
jest  v\\\v,/,\  v'\ || t>'/",  tedy  skutečně  v\  =  v,,itt. 

Dodatek.  Přímky  v,  které  libovolným  bodem  ÍTna  u  v  konečnu 
ležícím  procházejí  a  jejichž  průměty  1.  a  2.  se  stotožňují,  vyplňují 
kužel  K,  obsahující  přímku  u.  Abychom  to  sezuali,  vytkněme 
si  v  soumístuých  průmětech  bodem  U'j"  libovolnou  přímku  v'/" 
a  vyhledejme  stopu  prvou  Ví  pro  přímku  v,  která  jí  jest  vy- 
jádřena. Tu  vedeme  bodem  V"i  =  v*/"  .  x"  spojku  F"iFi2Fi  pří- 
slušnou bodu  Fi,  který  náleží  stopě  h  útvaru  K.  Použijeme-li  zde 
vlastností  útvarů  vytvořených  svazky  promětnými,  nacházejícími 
se  v  téže  rovině,  seznáme,  že  stopa  ta  jest  hyperbolou,  procházející 
body  Uh  ř/'/">  jejíž  asymptoty  jsou  rovnoběžné  s  přímkami  y\ 
x"\  tečna  její  v  bodě  V'/u  jest  stejnosměrná  se  *".  Průsečný 
bod  2  přímky  ř/7"0"  s  yé  leží  patrně  též  na  *i;  je  to  stopa  prvá 
přímky,  jejíž  průměty  se  stotožňují  v  U'/"0". 

Tedy  vskutku  jest  útvar  K  kuželem.  Označme  ř7'/"  krátce  1, 
nekonečně  vzdálené  body  přímek  y\  #",  resp.  3  a  4,  bod  Uj  pak 
5  a  jemu  nekonečně  blízký  bod  na  h\  ležící  6,  pak  plyne  ze  šesti- 
úhelníka Pascalova  123456,  hyperbole  h\  vepsaného,  že  t*i  jest 
tečnou  její  v  bodě  Uj.  Všechny  hyperboly  pro  různé  body  Vj14 

J.  8obotka:  Deikrlptimí  geometrie.  31 
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na  tti9  odvozené  jsou  podobně  položeny  pro  TJ\  jakožto  střed 
podobnosti.  Z  toho  plyne,  posuneme-li  kužel  E  ve  směni  přímky  «, 
čímž  vrchol  U  přejde  do  polohy  Ux  a  kužel  sám  do  polohy  K|f 
že  přímky  povrchové  na  K,  mají  taktéž  totožné  průměty.  Všechny 
kužele  mají  tedy  společnou  křivku  h^  nekonečně  vzdálenou. 
Přímky,  majíci  totožné  průměty,  tvoří  útvar,  který  nazýváme 
kongruencí  přímek,  protínajících  současně  u  a  i..  Abychom 
přímky  ty  vyčerpali,  mysleme  si  přímkou  u  libovolnou  rovinu, 


Obr.  367. 


která  protne  k„  mimo  u.hm  v  dalším  ještě  bodě;  přímky  v  rovině 
té  ležící  tvoří  svazek  přímek,  bodem  tím  procházejících.  Jednou 
přímkou  svazku  jest  přímka,  v  níž  rovina  řečená  seče  mimo  u 
kužel  K.  Otáčí-li  se  rovina  kolem  w,  svazek  ten  popisuje  naši 
kongruenci.  Ve  zvláštní  poloze  rovina  ta  dotýká  se  křivky  i.; 
to  jest  rovina  U,  obsahující  přímky  kongruence  stejnosměrné 
s  přímkou  i*.  Libovolným  bodem  B  prochází  obecně  jedna  přímka, 
ležící  v  rovině  Buy  a  v  libovolné  rovině  R  leží  obecně  dvě 
přímky,  totiž  přímky  průsečné  roviny  R  s  oním  kuželem  K, 
který  má  svůj  vrchol  v  bodě  R .  w. 
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335.  Budiž  nc  průmět  sdružený  k  jednomu  z  průmětů  /!',  17" 
y  rovině  obrazné,  na  př.  k  77"  pro  x0  =  x"  jakožto  základnici. 
Útvary  77',  i70  jsou  tu  souhlasně  shodné,  a  samodružným  bodem 
jejich  jest  pata  Q'l"  kolmice  z  bodu  xf.  x"  na  u12  (226).  Příslušný 
bod  Q  na  přímce  u  jest  tudíž  jejím  průsečíkem  s  rovinou  to- 
tožnosti Tz  (251).  Jest  patrno,  že  otočením  kolem  Q'/"  o  úhel 
rovnající  se  buď  <  x'xu  aneb  <  x"x'  lze  převésti  průměty  77',  TL4t 
v  polohu  sdruženou.  V  následujícím  výkladě  provedeme  však 
některé  z  dříve  řešených  úloh  přímo  pomocí  soumístných  prů- 
mětů nesdružených.  Vytkneme  si  nejprve  následující  úlohu. 

Dány  jsou  průměty  přímky  a  a  bodu  A,  určujících  rovinu  R ; 
má  se  pro  útvar  v  rovině  té  leiicí  ss  daného  průmětu  jednoho  od" 
voditi  průmět  druhý. 

Sdružené  průměty  útvaru  rovinného  jsou  v  poloze  affinní; 
proto  jsou  průměty  nesdružené  útvaru  toho  obecně  affinní. 
Dvojným  čili  samodružným  bodem  obou  útvarů  jest  patrně  totožný 
průmět  bodu  R  =  H.u;  mimo  to  víme,  že  v  útvarech  affinních 
průseky  přímek  rovnoběžných  útvaru  jednoho  s  příslušnými 
přímkami  útvaru  druhého  leží  na  přímce,  procházející  bodem 
samodružným  (217).    Souvislosti  té  v  tomto  případě  použijeme. 

Obr.  367.  —  Vedeme  bodem  A  přímku  a,  ||a  a  stanovíme 
přímku  A,  spojující  body  a'. a",  a\  .a",  a  protínající  t*i2  v  bodě 
JR'/".  Máme-li  tedy  vyhledati  pro  bod  B  v  rovině  R  průmět  B", 
dán-li  jest  průmět  B\  vedeme  bodem  B  přímku  b\\a\  průmět 
V  jest  stejnosměrka  k  a'  bodem  Bé  vedená,  a  b"  jde  bodem  6'.  A 
rovnoběžně  k  a".  Veďme  dále  spojnice  bodu  /?,  tedy  stejno- 
směrku  bodem  B*  k  y'  až  k  uí2  a  odtud  stejnosměrka  k  zt4\  ta 
protne  b"  v  bodě  žádaném  B".  Máme-li  vyhledati  pro  přímka 
h  z  A'  průmět  hé\  odvodíme  si  průměty  druhé  bodů  a.h,  ax,h 
z  jejích  průmětů  prvých  pomocí  příslušných  spojnic. 

Je-li  bod  R'/"  přístupen,  můžeme  při  konstrukci  průmětu 
jednoho  z  průmětu  druhého  použíti  výhodně  přímky  r  ||  a,  bodem 
R  procházející.  Spojnice  průmětů  prvních  a  druhých  pro  body 
na  přímce  r  ležící  jsou  mezi  sebou  rovnoběžné.  Směr  přímek 
těch  jest  dán  spojnicí  bodů  R\u=rá.y\  R"m  =  r" . *". 

Máme-li  odvoditi  na  př.  z  A'  průmět  h'\  odvodíme  si  prů- 
měty druhé  bodů  r  .  /*,  a  .  h  z  průmětu  jejich  prvých. 

Úloha.  Sestrojiti  průsečík  P  přímky  p  s  rovinou  Aa. 

Položíme  přímkou  p  rovinu  promítající,  zde  do  Pn,  která 
protne  Aa  v  přímce  í,  pro  niž  lié  =  pél\  z  Z"  odvodíme  V  \  pak 
jest  V4  =  p' .  V  a  lMi  odvodíme  z  jP  pomocí  spojnic. 

31* 


—  484  — 

336.  —  Obr.  368.  —  Klademe-li  rovinu  R  přímkou  «T 
průměty  první  a  druhý  útvarů  v  R  položeného  jsou  v  poloze 
affinní;  osou  affinity  jest  ulmi;  přímky  v  v  R  mající  průměty 
totožné,  jsou  rovnoběžné ;  průměty  jejich  podávají  směr  affinity, 
ježto  spojnice  průmětů  téhož  bodu  jsou  totožným  průmětem 
takové  přímky  v.  Jest  tedy  směr  affinity  též  dán  přímkou  iťf\ 
která  spojuje  0'  s  bodem  ru  .  *"  aneb  O"  s  bodem  r\ .  y'.  Proto 
též  body  r\\.x",  r\.xá  leží  na  přímce  téhož  směru  se  spojnicemi 
vytčenými.  Odvodíme  tedy  pro  bod  M  v  rovině  R  z  bodu  M" 
bod  Jí',  vedeme-li  na  př.  bodem  Méi  přímku  M" Mé  ||t>7"  a  přímku 
*»"||rn;  bodem  w".t/i.a  vedeme  pak  přímku  w'||a:',  která  protne 
přímku  M"M*  v  bodě  hledaném  M\ 

337.  —  Obr.  369.  —  Jako  při  dřívějších  konstrukcích  na 
poloze  základnice  při  sdružených  obrazech  nezáleželo,  nýbrž 
jen  na  směru  spojnic,  nevyžadovala-li  úloha  direktně  operace 
s  útvary  stopními,  rovněž  vidíme,  že  v  případě  takovém  při 
nesdružených  průmětech  postačí,  vytkneme-li  ttu  a  směry  spoj- 
nic,  daných  přímkami  y',  *".    Rovnoběžné   posunutí  přímky  x* 


Obr.  308. 


Obr.  369. 


nebo  x"  se  shoduje  se  stejným  posunutím  roviny  Pn,  resp.  Pí 
v  prostoru.  Při  zobrazování  útvarů  v  rovině  dané  R  můžeme 
posunouti  roviny  Pí,  Pn  rovnoběžně  tak,  aby  procházely  bodem 
iř  =  R.u;  i  jest  pro  novou  osu  x,  řekněme  xu  průmětem  x'í 
kolmice  s  /ž'/"nay',  kdežto  x'\  jest  kolmice  sily"  na  s".  Buďtež 
rih  rm  stopy   roviny  R  do  nových  průměten   Pn,  resp.  Pni. 

Proveďme  nejprve  vytčenou  transformaci.  Rovina  R  budiž 
dána  stopami  ri,  m,  při  čemž  průměty  R'^  2J"$  bodu  Jř^,  v  němž 


—  485  — 

protíná   osu   x,    souvisí    spolu   pomocí    ordinál    prvé   a   druhé 
bodu  toho. 

Bodem  R.y  vedeme  přímku  r||rn,  pak  spojnice  bodů  r* .r", 
ruxé  protíná  přímku  uti  v  bodě  ii'/",  kterýmžto  bodem  pro- 
cházejí přímky  rju  rU2,  jsouce  k  souhlasným  stopám  původ- 
ním stejnosměrné.  Přímky  x\>  x*\  procházejí  rovněž  bodem 
RT>  a  dále  jest  0\=xií.y\  Oi\  —  xi\.zi\  Patrně  jsou  jak 
přímky  spojující  průměty  bodů  na  rn  tak  i  přímky  spojující 
průměty  bodů  na  rm  ležících  rovnoběžné.  Totéž  platí  ovšem 
též  vzhledem  ke  každé  přímce  bodem  R  procházející. 

338.  Přechod  od  sklopení  útvaru  rovinného  h  jeho  průmětům. 

Průmět  orthogonální  a  sklopení  útvaru  rovinného  do  téže 

průmětny  leží  affinuě,  čímž  jest  známým  způsobem  dán  přechod 


Obr.  370. 

od  průmětu  ke  sklopení  tomu  aneb  naopak.  Nám  se  zde  jedná 
o   souvislost  možných   zde  sklopení  s  oběma  průměty  zároveň. 

Pro  zjednodušení  nahradíme  jako  v  (337)  roviny  Pí,  Pn 
rovinami  Pn,  Pni  procházejícími  bodem  R=R.u. 

Rovinu  R,  v  níž  jest  útvar  umístěn,  mysleme  si  sklopenu 
buď  v  jednom  nebo  druhém  smyslu  jak  do  průmětny  Pn,  tak 
do  průmětny  Pni.  Sklopení  kladné  do  Pn  označme  opět  RI+,  zá- 
porné R1-;  sklopení  do  Pm  pak  Rn+,  je-li  kladné,  a  Ru~ 
jeli  záporné.     Patrně   lze  každé  sklopení    do   průmětny  jedné 
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otočením  kolem  bodu  R  převésti  do  polohy,  splývající  se  sklo- 
pením příslušným  do  průmětny  druhé,  kdežto  druhé  sklopení 
do  jedné  průmětny  jest  souměrně  položeno  vzhledem  ke  sklo- 
pení zbývajícímu  do  průmětny  druhé,  při  čemž  osa  souměrnosti 
prochází  bodem  iř. 

Obr.  370.  —  Sklopme  nejprve  na  př.  bod  L  =  R.yj  do  Pni. 
I  jest  patrně  Ll+  =  D-  =  L\  a  body  Lu+,  Z11-  jsou  průsečíky 
kolmice  s  L"  =  O",  na  rni  spuštěné  s  kružnicí,  kolem  R'/"  po- 
loměrem IVU  opsanou.  V  případě  vyjádřeném  v  obrazci  leží 
RI+  a  Rn~~  souměrně  jakož  i  útvary  R1-,  RII+,  jsouce  nesou- 
hlasně shodné.  Osa  souměrnosti  mezi  RI+  a  Rn~  jest  kolmice 
s  R?r  na  LLll~  a  mezi  R1-  a  R1X+  jest  kolmice  s  12'/"  na 
Z'Zíii+;  následkem  toho  je  pro  libovolný  bod  A  v  rovině  R 

Al+Au~\\  L'LU~,  A*~AK+  ||  L'LU+. 

OznaSíme-li  A0  průsek  přímek  Al+Au"f  Al~  4II+,  plyne  ze 
vztahu,  že  A"  dělí  úsečku  Au+  An-  v  témže  poměru,  ve  kterém 
dělí  L"  úsečku  Z«+Z.n-  A^WZSL",  a  obdobně  plyne,  že 
-40J/||  J'e7",  kde  J  značí  bod  r m .  i. 

Abychom  tedy  na  př.  ze  sklopení  RIl+  obdrželi  R'  a  R", 
můžeme  zachovávati  pro  libovolný  bod  A  následující  postup. 

Opíšeme  kolem  iř'/"  kružnici  e  bodem  All+  jdoucí ;  kolmice 
s  bodu  An+  k  rm  protne  kružnici  tu  v  bodě  -411"  ;  bodem  ^áII+ 
vedeme  dále  stejnosměrku  k  L'Z»II+,  která  protne  e  ještě  v  bodě 
A1"  a  bodem  An~  vedeme  stejnosměrku  k  LLu-%  která  protne 
e  ještě  v  Al+.  Obě  stejnosměrky  se  protnou  v  bodě  -4,,  jímž 
vedeme  stejnosměrku  k  L'0*1^  která  vytíná  z  All+All~  bod  A44 
a  stejnosměrku  k  J"0\,  která  vytíná  z  Al+Al~  bod  A'. 

Konečně  provedeme  ještě  následující  úlohu. 

339.  Zobraziti  krychli,  jejíž  jedna  hrana  leží  na  dané  přímce  a 
a  pro  niž  jest  ještě  dán  jeden  vrchol  A  mimo  a  ležící,  který  s  a 
náleží  téže  stěně  krychle. 

Obr.  371.  —  Stanovíme  nejprv  onu  přímku  hlavní  druhou  m 
roviny  Aa,  která  prochází  bodem  A.  Jest  tu  w'lj'  a  pro  bod 
.  E  =  m .  a  odvodíme  z  E4  průmět  E"  pomocí  ordinál.  Dále  oto- 
číme rovinu  Aa  kolem  m  do  polohy  rovnoběžné  s  Pn.  Myslíme-li 
si  rovinu  Pn  nahrazenou  rovinou  Pm,  která  promítá  m  do  Pí, 
jest  otočená  poloha  totožná  se  sklopením  {Aa)  roviny  Aa  do 
Piu  a  jest  v  poloze  affinní  s  průmětem  druhým  roviny  Aa. 
Sklopili  jsme  tu  nejprv  bod  F=a.Pm;  bod  (F)  leží  na  kolmici 
s  F"  k  m",  a  vzdálenost  jeho   od  m"  rovná   se  přeponě  právo- 
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oblého  trojúhelníka,  jehož  jedna  odvěsna  jest  F"  -\  m"  a  druhá 
odvěsna  jest  FO\  =  F"  -\  m'.  Pak  jest  (a)  =  (F)E". 

Pata  kolmice  s  A"  na  (a)  jest  sklopení  (B)  dalšího  vrcholu 
B  krychle  ;  třetí  vrchol  C  leží  na  a  a  jest  (B)(C)  =  (A)  (B)  =  d, 
čímž  bod  C  a  tedy  i  bod  G"  jest  dvojznačně  arčen;  tím  jest 
také  průmět  A"B"C"D"  pro  čtverec  ABCD  na  krychli  v  rovině 


Aa  položený  určen.  V  dalším  výkladu  přihlížíme  jen  k  jednomu 
z  obou  možných  případů.  Stanovíme  dále  body  B',  O  z  B"  a  C" 
pomocí  příslušných  ordinál,  Čímž  rovnoběžník  A'B'C'D'  jest 
též  .stanoven.  Ve  zvláštním  případě,  obrazcem  vyjádřeném,  body 
A  a  C  leží  v  rovině  rovnoběžné  s  Pm,  tak  že  přímky  A"C"\\z", 
A'C'\\y'  se  protínají  na  u]S  jsouce  ordinálami. 

Bodem  A  vedeme  další  hranu  krychle  o,    normální  k  ro- 
vině Aa.    Stanovíme  ještě    přímku  hlavní  prvou  n  roviny  Aat 
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zde  tak,  aby  procházela  bodem  C;  n"  jest  rovnoběžka  s  z"  a 
z  n".m"  jsme  pomocí  ordiuál  bodu  m.n  odvodili  bod  m'.ti\ 
jehož  spojnice  s  O  jest  n'.  Jest  pak  a\  _L  »',  aIJx  JL  *»".  Na  ^ 
naneseme  délku  d  od  4,  pročež  určíme  nejprv  délku  úsečky 
-dcf  na  ax  ležící;  bod  J  volili  jsme  zde  v  Piu;  délku  AJ  jsme 
stanovili  pomocí  pravoúhlého  trojúhelníka  J"A?A^  v  němž  A" 
jest  vrchol  pravého  úhlu  a  ~A""A+  =  0\J4  =  J'  H  Pm  ;  tedy 
J"A+-=JA.  Naneseme  na  přímku  JUA^  od  Am  v  jednom  neb 
druhém  smyslu  AmAx+  =  d,  pak  protne  stejnosměrka  bodem  Aim 
k  A*A"  vedená  přímku  a'\  v  bodě  A"n  který  jest  průmětem 
vrcholu  Ax  krychle.  Zde  opět  jsme  brali  zřetel  jenom  na  případ 
jeden.  Pomocí  příslušných  ordinál  obdržíme  A\. 

Tím  jsou  stanoveny  hledané  průměty  krychle. 

Ježto  v  našem  případě  jest  4"C"||*",  A'C\\y\  jest  též 
A'\C\\\*'\  A\Vx\\tf. 

340.  Ve  zvláštním  případě  může  ^  1  y'  a  mimo  to  může 
ještě  O"  =  O* ;  tím  se  na  konstrukcích  uvedených  věcně  nic 
nemění.  Vyjádříme-li  útvar  prostorový  průměty  do  tří  vespolek 
kolmých  rovin  Pí,  Pn,  Pm,  při  čemž  dva  z  těch  průmětů  sdru- 
žíme s  průmětem  třetím  dle  příslušných  os,  jsou  při  tomto 
uspořádání  vyskytující  se  dva  nesdružené  průměty  v  souvislosti 
právě  uvedené.  Jsou-li  na  př.  průměty  prvý  a  třetí  sdruženy 
s  průmětem  druhým,  onen  dle  osy  #,  tento  dle  osy  £,  průmět 
první  a  třetí  jsou  průměty  nesdružené,  pro  něž  jest  0'  =  0"'=O'/'" 
a  pro  nespolečné  osy  x,  z  platí  ť"  JL  x\ 

Přímka  w,  jejíž  body  mají  totožné  průměty  na  uia)  splývá 
zde  s  přímkou  t7  v  251,  jejíž  průmět  samodružný  půlí  úhly 
uzavřené  kladnými  smysly  přímek  y\  yé,i.  Přicházíme  tak  opět 
k  souvislosti,  jíž  jsme  se  zabývali  v  329—331. 

Dalším  zvláštním  případem  budiž,  že  přímky  *",  y'  splývají, 
majíce  smysly  opačné,  při  čemž  ale  body  0',  0"  se  nestotožňují. 
Tu  patrné  leží  průměty  A\  A"  libovolného  bodu  na  rovnoběžce 
k  z"  =  y\  a  body,  které  mají  samodružné  průměty,  leží  v  ro- 
vině T,  která  jest  dána  buďto  rovnicí  y  +  z  —  d  =  0  nebo 
rovnicí  y  +  *  +  d  =  0,  podle  toho,  majf-li  kladné  části  průměten 
xy^  xz  v  rovině  strojné  umístěných  společný  proužek  omezený 
přímkami  x*}  ď  čili  nikoliv.  Při  tom  jest  d  =  |  x'  H  x"  |.  Ježto 
bod  z'\y*  jest  zde  neurčitý,  můžeme  za  osu  umístění  w,a  zvoliti 
libovolnou  přímku  rovnoběžnou  si'  a  x";  pak  můžeme  si  my- 
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sliti  pošinuty  roviny  průmětné  rovnoběžně  a  to  tak,  aby  průměty 
uvedeným  způsobem  v  rovině  obrazné  umístěné  byly  zároveň 
sdruženými  průměty  do  těchto  nových  průměten  pro  přímku  uia 
jakožto  základnici  (278). 


íSĚUl 


Ž^T^P"^" 


Obr.  3.'2. 


Obr.  378. 


Obr.  372.  —  Je-li  na  př.  dána  rovina  A  stopami  ai,  an, 
musí  tu  body  a\.x\  a\\.x"  ležeti  na  rovnoběžce  k  zn  =  y\  a  prů- 
sečnice  t  roviny  A  s  rovinou  T  má  samodružný  průmět  *'/", 
který  spojuje  bod  at.x"  s  bodem  au.x'.  Průměty  1.  a  2.  ro- 
vinné soustavy  v  A  položené  leží  affinně  pro  z11  =  yé  jakožto 
směr  a  ťf"  jakožto  osu  affínity ;  můžeme  je  považovati  též  za 
sdružené  průměty  rovinné  soustavy  pro  u12  jakožto  základnici, 
při  čemž  stopy  roviny  jsou  přímky  an||ai,  anilinu  procháze- 
jící bodem  w12.*'/". 

341.  —  Obr.  373.  —  Uvažujme  dále  případ,  jsou-li  přímky  x\ 
x"  opět  rovnoběžné  a  mají  týž  smysl,  při  čemž  však  přímky 
z"\\y'  nesplývají.  Tu  přímka  u12  uniká  do  nekonečna,  tak  že 
není  tu  bodu  v  konečnu,  jehož  průměty  by  se  stotožňovaly. 

Seče-li  rovina  normální  k  ose  x  libovolným  bodem  A  po- 
ložená osu  tuto  v  bodě  A^  jest  patrně  A"A"s  H  A'A^  =  z"  -\  y4 
a  A'sA"s  =  0'0". 

Každým  bodem  A  v  konečnu  prochází  jediná  přímka  a, 
mající  totožné  průměty  a4  h^  a"  =  a'/",  spojující  body  A\  A44. 

PoŠineme-li  na  př.  průmět  první  2V  tak,  aby  pošinutí  veS- 
kerých  bodů  rovnalo  se  vektoru  040",  přijde  2?  do  polohy  (-2*) 
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sdružené   k  2"  pro  x"  =  (#')  jakožto    základnici.    Přímka    *' 
přejde  do  polohy  (a')||a".  Z  toho  plyne: 

Veškeré  přímky  v  konečnu,  jejichž  průměty  splývají,  jsou  rovno- 
běžné s  rovinou  totožnosti  Tx  (261). 

Jeli  B  libovolný  jiný  bod  přímky  a,  tu,  ježto  B,éB"^  H 
B'B'1  =  A^A4^  H  A'A'p  jest  též  £'£"  =  A' A",  tak  že  lze  řadu 
bodovou  a'  pošinouti  tak,  aby  s  příslušnou  řadou  na  a"  splynula. 

Buďtež  ve  sdružených  průmětech  27",  (-£')  body  Au,  (AS 
vyjádřením  stop  pro  přímku  a,  Z?n,  (B{)  pro  některou  přímky 
pro  niž  oba  průměty  6',  b"  v  6'/'  splývají,  při  čemž  6'/"  volíme 
rovnoběžně  k  a'/".  Patrně  jest  též  b\\a. 

Z  konstrukce  rovnoběžníků  ^ii4"i(4i)(í4'h),  £u#"i  (^i)  (^'n) 
plyne : 

Přímky  rovnoběžné^  jejichž  průměty  splývají^  tvoří  svazek  pří- 
mek, vyplňujících  rovinu  rovnoběžnou  s  Tx. 

Mysleme  si  v  rovině  obrazné  svazek  přímek  m'/"  o  středu  <r, 
které  považujeme  za  společné  průměty  přímek  v  prostoru.  Poně- 
vadž jak  průměty  první,  tak  i  průměty  druhé  přímek  m  se  pro- 
tínají v  bodě  <x,  proto  přímky  samy  musí  protínati  jak  přímku 
h  J_  Pii  tak  i  přímku  g  i.  Pij?  když  hé  =  g"  =  <r.  Proto  přímky  m, 
které  se  promítají  v  řečený  svazek,  jsou  v  prostoru  stanoveny 
tím,    že  sekou   přímky  g,  h   a  jsou    rovnoběžný    s  rovinou  Tx. 

Přímky  g,  h  jsou  mimoběžné.  Průmět  g'  obdržíme  z  rov- 
nosti gu  H  g*  =  z"  H  y\  průmět  h"  z  rovnosti  h'  H  h"  =  y4  H  *". 

Tím  jest  stanoven  souhrn  přímek,  jejichž  průměty  1. 
a  2.  splývají.  Můžeme  jej  následujícím  způsobem  sestrojiti. 
Myslíme  si  (obr.  374.)  v  souhrnu  tom  vytčeny  nejprve  třeba 
přímky,  které  protínají  osu  z  a  tedy  zároveň  přímku  ylt  pro  niž 
y'\  =  O*.  Průmět  samodružný  každé  takové  přímky  m  prochází 
bodem  0',  seče  *"  v  stopě  Mn,  kdežto  M'n  =  0',  Ař"i  =  w'/".s" 
a  M'nMi  =  MnM"i 

Rovina  M  přímkou  m  rovnoběžně  s  x  položená  jest  též 
rovnoběžná  s  rovinou  Tx ;  každá  přímka  jp||m,  která  leží  v  ro- 
vině M,  má  totožné  průměty. 

Je-li  naopak  dána  nějaká  rovina  M||TX,  obdržíme  v  ní 
všecky  možné  takové  přímky  p,  spojíme-li  bod  il*n,  v  němž 
stopa  mn  roviny  osu  z"  seče,  s  bodem  O'.  Přímka  v  rovině  M, 
která  se  promítá  do  O' Mu,  jest  jednou  přímkou  žádanou;  každá 
jiná  taková  přímka  p  v  M  jest  s  ní  rovnoběžná.  Je-li  dán  průmět 
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Obr.  374. 


samodružný  p'j"  přímky  p,  ob- 
držíme její  poloha  v  prostoru, 
protneme-li  z"  rovnoběžkou 
k  p'l"  bodem  O'  vedenou  v  bodě 
Jfn.  Rovnoběžka  mu  ku  ď  bo- 
dem M\\  stanoví  na  jp'/"  stopu 
Pii,  čímž  žádaná  poloha  již  jest 
stanovena. 

342.  Zkoumejme  pro  prů- 
měty právě  uvažované  souvis- 
lost mezi  průměty  2*  a  -T" 
útvaru  Z  položeného  v  rovině 
A,  dané  stopami  aj,  au-  Stopy 
ty  nutno  ovšem  zvoliti  tak,  aby 
spojnice  bodů  a\ .  x\  au  .  xté  byla  rovnoběžná  k  0'0' '. 

Obr.  375.  —  Rovina  daná  obsahuje  obecně  jednu  a  jedinou 
přímku  v  konečnu  i?,  jejíž  průměty  splývají.  Neboť  rovina  ta  seče 
Tx  v  přímce  t  určitého  směru  a  všecky  přímky  rovnoběžné 
ku  ty  mající  vlastnost,  že  průměty  jejich  splývají,  leží  v  rovině 
M||TX,  která  seče  A  v  řečené  přímce  v 

Stanovíme  nejprv  ť'.  Vytkli  jsme  bod  R  =  A.e>  pro  nějž 
R'  =  0\  R"  =  au .  *"  \  vedli  jsme  bodem  O"  rovnoběžku  k  a\, 
bodem  Réi  rovnoběžku  k  x".  Přímka  ť4  spojuje  průsečík  obou 
rovnoběžek  s  bodem  au.x".  Přímka  m  ||  t,  protínající  z  a  té  vlast- 
nosti, že  průměty  její  splývají,  promítá  se  tudíž  v  přímku 
m'/"||ť"  bodem  O'  vedenou,  která  seče  ť*  ve  stopě  její  J/n,  jíž 
prochází  stopa  mu  roviny  M.  Stopa  ta  seče  au  v  stopě  Vu  žá- 
dané přímky  v.  Tím  jest  přímka  v' l"  ||f"  stanovena;  přímka  ta 
seče  x\  #",  a\  příslušně  v  bodech  F'u,  F"i,  V*  Poněvadž  vzdálenost 
A' A"  průmětů  pro  libovolný  bod  na  v  rovná  se  V*uVu  čili 
0'-8fiii  plyne  z  toho: 

Pošiueme-li  průmět  2"  rovnoběžně  o  vektor  JB'2fii,  přechází 
do  polohy  (2'),  v  níž  leží  k  2"  affinně  vzhledem  k  ť/"  jakožto 
oso  affinity,  kdežto  směr  affinity  jest  kolmý  ku  přímkám  s1,  #". 
Obdobně  pošineme-li  průmět  2"  rovnoběžně  o  vektor  MnR\ 
přejde  do  polohy  (2"),  v  níž  leží  k  2  affinně  pro  touž  osu 
a  týž  směr  jako  prve. 

Použijeme-li  souvislosti  prvé,  můžeme  k  libovolnému  bodu 
L'  v  2  odvoditi  příslušný  bod  L"  v  2'  takto:   Především  jest 
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patruo,  že  (R)  =  Mu.  Obdržíme  tedy  (L')>  ufiinime-li  £'(X')  = 
R  (R) ;  bod  Z,"  leží  na  kolmici  s  (L1)  ku  x*.  Dále  přímce  (Z/')  (Jí*) 
přísluší  přímka,  která  spojuje  bod  (L')(fí'W  s  bodem  JR" 
a  protíná  právě  uvedenou  kolmici  v  bodě  L". 

K  libovolné  přímce  V  v  2?  odvodíme  příslušnou  přímku  l" 
v  2"  třeba  tím,  že  protneme  V  přímkou  v'/"  v  bodě  L'9  a  uči- 
níme L\L"V  =  R'(R);  seče-Ji  rovnoběžka  k  V  bodem  («')  vedená 
přímku  t;'/"  v  bodě  1,  jest  přímka  V  rovnoběžná  s  přímkou  7i"lf 
a  ježto  prochází  bodem  L"„  jest  tím  stanovena. 


xW" 


Obr.  875. 


Opačnou  cestou  bychom  odvodili  Lá  z  bodu  i"  a  V  z  přímky  i". 

Mohli  jsme  též  takto  postupovati : 

Bodem  R  vedeme  n\\v.  Průměty  bodů  na  n  jsou  dvě  řady 
bodové  shodné.  Odvodíme  tedy  pro  libovolnou  přímku  l  z  jed- 
noho průmětu  V  průmět  druhý,  protneme-li  přímku  l  přím- 
kami v  a  n  v  bodech  Lr  Llt  Patrně  jest  R'L'\  =  RL\  a 
L'¥Liév  =  R'(R%  tak  že  jest  přímka  i11  jakožto  spojnice  bodů  L"x, 
L"v  stanovena. 

Abychom  stanovili  bod  L"  z  daného  bodu  L\  můžeme  po- 
stupovati též  tak,  že  bodem  L  vedeme  dvě  přímky,   náležející 
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útvaru  2,  vhodně  přímky  LV\,  LVUy  anebo  přímky  rovnoběžné 
s  a\  a  au,  pro  něž  průměty  drahé  rychle  lze  z  průmětu  prvních 
odvoditi. 

Obecně  můžeme  vysloviti  věty: 

Vytkneme -li  si  na  z'1  libovolný  bod  Om  a  pošineme-li  prů- 
mět ž'  rovnoběžně  o  0'Ow,  přejde  do  polohy  -2«,  v  níž  leží 
affinně  k  JS"  pro  směr  affinity  kolmý  k  x"  a  pro  osu  affinity, 
rovnoběžnou  s  t>'/",  jejíž  jeden  bod  jest  průsečíkem  Lu  rovno- 
běžky s  x",  bodem  Ow  vedené  se  stopou  au- 

Vytkneme-li  si  na  y1  libovolný  bod  O/*  a  pošineme  průmět 
-T"  rovnoběžně  o  0"On,  přejde  do  polohy  -2>,  v  níž  leží  affinně 
k  2?  pro  směr  affinity  kolmý  k  x*  a  pro  osu  affinity  rovno- 
běžnou s  v' /"i  jejíž  jeden  bod  jest  průsečíkem  rovnoběžky  s  x* 
bodem  0»  vedené  se  stopou  a\. 

Neboť  na  př.  útvary  &,  -2*"  jsou  affinní ;  posunutím  o  OéO» 
bod  Jř'  přejde  do  polohy  JR«  =  Ow.  Rovnoběžka  bodem  Lu  k  0'0» 
vedená  seče  x*  patrně  v  bodě  1'n,  poněvadž  vzdálenost  bodu 
tohoto  od  rovnoběžky  k  z"  bodem  Lu  vedené  rovná  se  y'  H  z". 
Yedeme-li  dále  bodem  Lu  v  prostoru  přímku  l\\v,  seznáme,  že 
pošinutíin  o  0'00í  nejen  přímka  V  splyne  s  Z",  ale  také  řada 
bodová  na  V  splyne  s  příslušnou  jí  řadou  bodovou  souhlasně 
shodnou  na  l",  tak  že  útvary  -T«,  2"  leží  affinně  pro  V1  jakožto 
osu,  a  ježto  bodu  EM  přísluší  bod  R",  podává  z"  směr  polohy 
affinní. 

Výsledek  ten  vychází  ihned  také  z  toho,  že  uvedeným 
pošinutím  rovnoběžným  průměty  1.  a  2.  stávají  se  sdruženými. 

343.  Předcházející  konstrukce  nepozbudou  platnosti,  je-li 
x"  =  x\  Jiné  poměry  však  nastanou,  jestliže  přímky  x\  x"  jsou 
směrů  opačných,  tak  že  y*  a  z"  mají  smysly  stejné. 

Obr.  376.  —  Tu  přímka  ní2  jest  rovnoběžná  s  přímkami 
y*  a  z11  a  půlí  jejich  vzdálenost;  příslušná  přímka  u  v  prostoru r 
jejímž  průmětem  samodružným  jest  «12,  leží  v  rovině  S.  jejíž 
rovnice  jest  pro  \  x'  -\  x"  \  =  d,  buďto  y  —  z  —  d  =  0  nebo 
y  —  z-\-ď=Q,  podle  toho,  má-li  xf  -\x"  smysl  stejný  se  smy- 
slem os  y1,  z"  nebo  smysl  opačný.  Přímka  u  jest  tedy  kolmá 
na  rovině  Tx.  Odvoďme  z  průmětu  prvního  77'  pro  libovolný 
útvar  77  průmět  (JT)  sdružený  ku  77"  vzhledem  k  x'*  jakožto 
základnici.  Tu  leží  útvary  (77'),  77'  patrně  souměrně  vzhledem 
k  bodu  <y,  půlícímu  úsečku  0*0".  Následkem  toho  pro  libovolný 
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bod  A  prochází,   podržíme-H   dřívější  označení,   přímka  A^A"^ 
bodem  a. 

Budiž  m*l"  libovolná  přímka  roviny  stroj né.  Přímka  (m') 
jest  k  ní  souměrně  položena  vzhledem  k  bodu  <r.  Odvoďme  stopy 
Mu%  (-Mi)  přímky  m.  Obdržíme  rovnoběžník  MuM"i{Mi)(M'n), 
jehož  jednou  úhlopříčnou  jest  x"\  úhlopříčna  drahá  MjjQMj) 
půlí  proto  úsečku  12  z  ť  vyťatou  přímkami  (w'),  (Jfi)  Jfi 
v  bodě  r.  Body  M"i,  1  si  však  přísluší  v  uvedené  poloze  cen- 
trické,  tak  že  úsečka  lM"i  prochází  bodem  a  a  jest  jím  rozpů- 
lena. Následkem  toho  jest  x  průsečíkem  přímek  u12.  x\ 


Obr.  376. 


Položme  nyní  přímkou  m  rovinu  N,  normální  k  rovině 
totožnosti  Tx  sdružených  průmětů  77",  (77').  Stopy  wn,  (ni)  ro- 
viny té  splývají  tu  se  spojnicí  Mn(Mi),  procházející  bodem  r. 

Z  toho  plyne: 

Položíme-U  každou  pHmkou  w,  jejíž  průměty  splývají,  rovinu 
normální  k  rovině  Tx,  souhrn  rovin  těch  tvoří  svazek,  jehoi  osou 
jest  přímka  u,  a  kaSdá  taková  rovina  obsahuje  svazek  přímek  rov- 
noběžných, z  niché  každá  má  totožné  průměty. 

Neboť  pro  každou  rovinu  N  se  stopy  nu,  (ni}  stotožňují 
v  přímce  procházející  bodem  t,  jejž  můžeme  považovati  buď  za 
bod  Tu  společný  všem  stopám  nu  aneb  za  bod  (Ti)  společný 
všem  stopám  (wi).    Bod  Tu  splývá  tu  8  r,   kdežto   bod   Ti  jest 
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-totožný  8  ul2  .#".  Stopa  první  Z7i  přímky  u  má  za  průmět  druhý 
bod  uiq .  #",  který  musí  s  Uj  splývati,  tedy  bod  7\  jest  totožný 
s  í/i  a  obdobně  bod  Tu  jest  totožný  s  TJn.  Jest  tedy  osa  T\Tn 
svazku  rovin  N  totožná  s  přímkou  w,  a  bod  <r  jest  společným 
průmětem  T  =  T"  =  (T')  bodu  T,  v  němž  přímka  u  rovinu  Tx 
protíná. 

Dále  poznáváme,  že  pro  každou  přímku  mG  v  rovině  Tx, 
která  prochází  bodem  T,  jest  m"ff  =  mV  =  (w'ď)«  Mimo  to  jest 
patrno,  že  každá  přímka,  ležící  v  rovině  přímkou  u  kolmo  k  x 
položené;  má  totožné  průměty. 

Tím  docházíme  výsledku : 

Souhrn  přímek,  majících  totožné  průměty,  jest  utvořen  všemi 
přímkami^  které  protínají  přímku  u  normálně,  jakoS  i  všemi  přím- 
kami  roviny  přímkou  u  kolmo  k  ose  x  poloiené. 

344.  Stopujme  i  zde  ještě  souvislost  průmětů  2",  2V'  útvaru 
rovinného  Z. 

Obr.  377.  —  Rovina  R  útvaru  toho  budiž  dána  stopami 
1*  rn,  které  musí  býti  tak  položeny,  že  spojnice  bodů  ai.x'} 
au .  x"  prochází  bodem  a  =  T/".  Rovina  Ř  obsahuje  obecně 
jedinou  přímku  v,  která  má  totožné  průměty  vš  =  v"  =  v'j". 
Přímka  ta  jest  rovnoběžná  s  rovinou  Tx  a  prochází  bodem 
£7  =  u.R.  Stanovíme  nejprve  přímku  f  =  R.Tx.  Vedeme  jako 
dříve  bodem  R  =  R.z  přímku  h  rovnoběžnou  s  rj.  Průmět  h" 
jde  bodem  R"  =  z" .rn  rovnoběžně  s  x"  a  průmět  (hě)  jde  bodem 
O"  rovnoběžně  s  r%.  Přímka  spojující  bod  x"  .  rn  8  bodem  h"  .(hš) 
jest  průmětem  ť,  a  průmět  ť  jde  bodem  xé \r\  rovnoběžně  k  t". 

v 

Hledaná  přímka  v  jest  rovnoběžná  s  t.  Řady  bodové, 
v  nichž  si  přísluší  průměty  vždy  téhož  bodu,  v  prostoru  jsou 
na  ť  a  (ť)  souhlasně  shodné  a  tedy  na  ť  a  ť  nesouhlasně 
shodné  ;  následkem  toho  jsou  též  příslušné  sobě  řady  bodové 
na  v*  a  v"  nesouhlasně  shodné  a  mají  bod  samodružný  ZPj'\ 
tak  že  příslušné  sobě  body  řad  těch  leží  souměrně  vzhledem 
k  bodu  177".  Pro  stopy  přímky  v  mají  tudíž  platnost  rovnice 
f/'/"Fi=  Vtip/",  U'/"Vn=  V'UUT. 

Můžeme  tedy  stanoviti  přímku  v*  I"  třeba  jakožto  přímku 
rovnoběžnou  s  t"  tak,  aby  úsečka,  již  z  ní  přímky  ri,  x"  nebo 
fn»  *f  vytínají,  byla  přímkou  uí2  rozpůlena.  Rozpůlíme  tedy 
úsečku  omezenou  body  rn.ť\  ri.t"  a  spojíme  bod  půlící 
8  bodem  ri.x".  Spojnice  seče  «12  v  bodě  U'f\  Čímž  jest  přímka 
v4/"  stanovena. 
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Kratčeji  dojdeme  k  cíli,  hledáme-li  U  jako  průsečík 
přímky  u  s  rovinou  R.  Za  tím  účelem  klademe  přímkou  u  ro- 
vinu pomocnou  A  vhodně  tak,  aby  jedna  stopa  její  ai,  resp. 
au  byla  rovnoběžná  se  souhlasnou  stopou  roviny  R.  V  případě 
prvém  jest  v  rovině  obrazné  přímka  au  rovnoběžná  s  tu-  Bod 
an-m  jest  stopou  přímky  R.A;  poněvadž  přímka  ta  musí  býti 
rovnoběžná  s  a\  a  n,  jest  průmět  druhý  její  rovnoběžka  s  z" 
bodem  aii.ru  vedená. 


Obr.  377. 


Při    metrických   konstrukcích  v  Z  lze   užíti  následujícího 
přechodu  od  průmětu  prvního  ku  průmětu  druhému  a  naopak. 

Můžeme  říci :  Průmět  druhý  jest  v  poloze  affinní  s  útvarem 
2*  k  2'  centricky  položeným  vzhledem  k  bodu  IP/"  jakožto 
středu;  osou  affinity  jest  v'/"  a  směr  affinity  jest  kolmý  k  x"r 

Neboť  2V  a  2"  jsou  obecně  affinní;  jsou  tedy  také  útvary 
2*,  2"  affinní,  ale  při  tom  řada  bodová  vu  jest  totožná  s  řadou 
bodovou  t?*f  tak  že  affinita  přechází  v  polohu  affinní  s  osou  vé/"r 
řadě  bodové  na  uí2  v  2"  přísluší  řada  bodová  na  téže  přímce 
v  2*  a  tedy  i  v  2'*.  Jest  tudíž  u12  přímkou  samodružnou  a> 
podává  proto  směr  affinity  mezi  2*  a  2". 
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Je -li  X  modul  této  affinní  polohy  a  sestrojíme-li  k  2' 
útvar  -T0  affinuě  položený  pro  u12  jakožto  osu,  v'l"  jakožto  směr 
a  pro  modul  —  1,  jsou  též  útvary  2^,  2T"  v  affinní  poloze  pro 
«12  jakožto  směr,  viq  jakožto  osu  a  pro  modul  —  X. 

Obdobné  jest  průmět  první  v  poloze  affinní  s  útvarem 
k  2"'  centricky  položeným  vzhledem  k  Z7'/"  P^i  téže  ose  a  témže 
směru  affinity  jako  prve  atd. 

Konstrukci  průmětu  druhého  přímky  l  nebo  bodu  L,  dán-li 
jest  průmět  prvý  nebo  naopak,  jest  nyní  snadno  provésti.  Je-li 
na  př.  přímka  V  dána  a  seče-li  V  přímku  v'/"  v  bodě  LV, 
přímku  V  v  bodě  Z/r,  sestrojíme  na  v' I"  bod  L"*  tím,  že  uči- 
níme #'/''£%  =  Z,',  Í77''  a  na  t"  bod  L"x  tím,  že  učiníme  vzdá- 
lenost bodů  L"*,  z" .  ť  rovnu  vzdálenosti  bodů  x* .  *',  XV,  tak 
že  /"  =  L"*L"t.  Přímka  ti12  seče  rn  v  S",  z*  v  S',  a  body  ty 
jsou  průměty  bodu  5,  na  stopě  druhé  roviny  R  ležícího.  Seče-li 
tudíž  rovnoběžka  s  t>'/"  bodem  S'  přímku  V  v  bodě  L'ff  a  uči- 
níme-li  B»Lěic  =  L'ffS',  pak  leží  L"a  rovněž  na  i". 

Z  daného  bodu  Lá  odvodíme  bod  L",  vedeme-li  bodem  L 
přímky  ^Hn,  ^llrn  a  odvodíme  z  2^  1 1 r'i t  V%\\x?  průměty 
l'\\\x,\  V\\\rn  použitím  vlastnosti,  že  t7'/"  půlí  jak  úsečku, 
omezenou  body  Vx.fřlu9  l"i.v'/'\  tak  úsečku,  omezenou  body 
i'2 .  v1 1",  V\  .  v'/".  Aneb  když  jsme  na  př.  z  bodu  R^O1  odvo- 
dili v  2*  příslušný  bod  (Jí')  ležící  na  *"  a  na  0'Í7'/",  odvodíme 
z  V  obdobný  bod  (Z/)  a  obdržíme  Lté  na  kolmici  s  (Z/)  k  x" 
a  na  spojnici   bodu   2i"  s  průsečíkem  přímek  (/?)  (L'),  t;'/". 

Prochází- li  rovina  R  přímkou  u,  útvary  2*,  2""  leží  mimo 
to  affinně  pro  w12  jakožto  osu,  pro  přímku  spojující  body  #".rn, 
<r  jakožto  směr  a  pro  —  1  jakožto  modul  affinity. 

Každá  přímka  p  rovnoběžná  s  t  má  rovnoběžné  průměty 
p',  p"  a  příslušné  sobě  řady  bodové  naj>'ap"  jsou  nesouhlasně 
shodné,  tak  že  spojnice  sobě  přiřaděných  bodů  jejich  se  sekou 
v  jediném  bodě  X  na  t*ia,  a  jest  obecně  průmět  2?'  s  útvarem  2^, 
který  leži  k  2'  vzhledem  k  bodu  X  souměrně,  v  poloze  affinní, 
jejíž  osa  jest  p"  a  jejíž  směr  jest  kolmý  ku  x";  naopak  útvar 
(2^),  který  leží  s  2"  vzhledem  k  bodu  X  souměrně,  jest  v  poloze 
affinní  se  2V,  pro  p*  jakožto  osu  affinity  a  pro  směr  affinity 
kolmý  k  x'. 

Můžeme  tedy  říci:  Sestrojíme-li  k  jednomu  z  útvarů  2", 
2?'  útvar  2w  souměrně  položený  vzhledem  k  libovolnému  bodu 
<o  na  uí2,  leží  2M  s  útvarem  druhým  v  poloze  affinní,  jejíž  směr 
jest  kolmý  k  xá  a  jejíž  osa  jest  rovnoběžná  s  v'/". 

J.  8obotka;  Degkriptlvní  geometrie.  32 
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Je-li  útvar  2»  souměrně  položen  k  21  vzhledem  k  «,  jest 
jeden  bod  pro  osu  affinity  q"  mezi  £*>,  -T"  v  průsečíku  přímky 
rn  s  přímkou  rn»  k  x'  vzhledem  k  oj  souměrně  položenou 
a  přímce  r'n  přináležející,  kdežto,  je-li  (2o>)  útvar  k  2"  vzhledem 
k  o>  80 úměrně  položený,  jest  jeden  bod  pro  osu  affinity  q'  mezi 
(£»),  2!  průsečíkem  přímky  t\  s  přímkou  (aI<w)  k  x"  vzhledem 
k  o?  souměrně  položenou. 

Správnost  konstrukce  vychází  ostatně  z  toho,  že  uvedeným 
postupem  průměty  1.  a  2.  stávají  se  sdruženými. 
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KAPITOLA  IX. 

Perspektivní  nazírání  na  prostor.  Dualita. 

i. 

345.  V  geometrii,  s  níž  se  zde  obíráme  a  která  zakládá 
své  úvahy  na  promítání  elementárním,  předpokládáme,  že  každá 
přímka,  ležící  sama  v  konečnu,  má  jeden  a  jediný  bod  neko- 
nečně vzdálený  (113).  Pojetí  prostoru  vzhledem  k  útvarům  ne- 
konečně vzdáleným,  vyplývající  z  předpokladu  toho,  nazýváme 
perspektivním  natíráním  na  prostor. 

Jakožto  první  důsledek  předpokládá  toho  jsme  si  vyzna- 
čili, že  přímky  rovnoběžné  protínají  se  ve  společném  bodě  ne- 
konečně vzdáleném.  O  přímkách  rovnoběžných  pravíme,  že  mají 
týž  směr.  Proto  nazýváme  nekonečně  vzdálený  bod  přímky  též 
jejím  směrem. 

Veškeré  přímky  téhož  směru  tvoří  tudíž  prostorový  svazek 
přímek  rovnoběžných,  jehož  středem  jest  nekonečně  vzdálený 
bod.  Přímky  téhož  směru,  ležící  v  téže  rovině,  tvoří  rovinný  svazek 
přímek  rovnoběiných,  jehož  středem  jest  nekonečně  vzdálený  bod 
všem  přímkám  společný. 

Uveďme  si  další  důsledky  řečeného  předpokladu. 

Především  jsme  vedeni  k  tomu,  že  veškeré  body  nekonečně 
vzdálené  a  ležící  v  rovině  vyplňují  přímku,  již  nazýváme  ne- 
konečně vzdálenou  přímkou  roviny.  Neboť  útvar  nekonečně 
vzdálený,  rovině  přináležející,  musí  míti  8  přímkou  tu  vlastnost 
společnou,  že  každá  přímka,  ležící  v  konečnu  v  rovině,  jej  protíná 
v  jediném  bodě,  totiž  ve  svém  bodě  nekonečně  vzdáleném.  Dále 
jsou  nekonečně  vzdálené  body  roviny  též  nekonečně  vzdálenými 
body  každé  roviny  s  ní  rovnoběžné.  Sečeme-li  totiž  obě  roviny  ně- 
kterou rovinou  třetí  v  přímkách  v  konečnu  ležících,  přímky  ty 
nemohou  se  protínati  v  konečnu,  ale  poněvadž  leží  ve  vytčené 
rovině  sečné,  jsou  tedy  rovnoběžné  a  mají  proto  společný  bod 
nekonečně  vzdálený,  který  jest  též  oběma  rovinám  rovnoběžným 
společný.  Ze  každý  bod  nekonečně  vzdálený  roviny  jedné  leží 
též  v  rovině  s  ní  rovnoběžné,  vysvítá  z  toho,  vedeme-li  bodem 

32* 
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tím  přímku  v  rovině  prvé  a  přímkou  tou  položíme  libovolnou 
rovinu,  která  rovinu  druhou  protíná  v  konečnu,  že  přímka  prň- 
sečná  prochází  bodem  v  nekonečnu  přímky  vytčené. 

Ježto  body  dvěma  rovinám  společné  vyplňují  obecně  jedinou 
přímku,  přisuzujeme  též  dvěma  rovinám  rovnoběžným  jedinou 
přímku  společnou,  nekonečně  vzdálenou,  a  jiných  bodů  v  ne- 
konečnu rovina  nemůže  míti  mimo  ty,  které  náležejí  též  rovině 
rovnoběžné,  jak  jsme  právě  seznali. 

Přímka,  spojující  dva  body  roviny,  jest  v  rovině  zcela 
obsažena;  jsou-li  oba  body  v  nekonečnu,  spojnicí  jejich  musí 
býti  přímka  nekonečně  vzdálená  roviny,  poněvadž  přímka  v  ko- 
nečnu ležící  nemůže  míti  více  než  jeden  bod  v  nekonečnu. 

Každá  přímka  v  konečnu  v  dané  rovině  ležící  má  určitý 
směr;  přímka  její  nekonečně  vzdálená  však  nemá  určitého  směru, 
nýbrž  obsahuje  veškeré  směry  v  rovině  možné. 

Rovnoběžné  roviny  protínají  se  tedy  v  téže  přímce  v  ne- 
konečnu. Jako  pravíme  o  rovnoběžných  přímkách,  že  mají  týž 
směr,  pravíme  obdobně  o  rovnoběžných  rovinách,  že  mají  totéž 
zaměření;  proto  můžeme  nekonečně  vzdálenou  přímku  roviny 
nazývati  též  jejím  zaměřením.  Veškeré  roviny  téhož  zaměřeni 
tvoří  tudíž  svazek  rovin  rovnoběžných,  jehož  osou  jest  přímka 
nekonečně  vzdálená. 

Je-li  přímka  p  rovnoběžná  s  rovinou  R,  nekonečně  vzdálený 
bod  její  leží  na  přímce  nekonečně  vzdálené  roviny ;  bod  ten  jest 
totiž  společným  bodem  přímky  p  s  přímkou,  v  níž  libovolná 
rovina  přímkou  p  položená  rovinu  R  protíná.  Naopak,  leží-li 
nekonečně  vzdálený  bod  přímky  p  na  nekonečně  vzdálené  přímce 
roviny  R,  přímka  p  a  rovina  R  jsou  rovnoběžné,  poněvadž  bod 
průsečný  p.R  leží  v  nekonečnu. 

Všecky  přímky  rovnoběžné  s  danou  rovinou  protínají 
tudíž  vesměs  přímku  nekonečně  vzdálenou  roviny  této,  a  všecky 
roviny  rovnoběžné  s  přímkou  procházejí  bodem  nekonečně 
vzdáleným  této  přímky,  tvoříce  prostorový  svazek  rovin. 

346.  Závěrečným  důsledkem,  který  z  úvah  předcházejících 
plyne,  jest,  že  veškeré  body  a  přímky  v  nekonečnu,  tedy  i  veškeré 
útvary  v  nekonečnu,  které  pomocí  nich  vytvořiti  lze,  leží  v  určité 
jediné  rovině,  kterou  nazýváme  nekonečně  vzdálenou  rovinou. 
Neboť  útvar  tento,  zahrnující  veškeré  nekonečně  vzdálené  prvky, 
má  s  rovinou  v  konečnu  ležící  společný  následující  vlastnosti, 
které  rovinu  úplně  vystihují. 
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1.  Každá  přímka,  mající  jediný  bod  nekonečně  vzdálený, 
protíná  jej  v  tomto  jednom  a  jediném  bodě. 

2.  Každá  rovina,  poněvadž  má  jedinou  přímku  nekonečně 
vzdálenou,  protíná  jej  v  této  jedné  a  jediné  přímce. 

3.  Každá  přímka,  která  spojuje  dva  jeho  body,  jest  v  něm 
úplně  obsažena,  neboť  vedeme-li  těmito  dvěma  nekonečně  vzdá- 
lenými body  dvě  přímky  v  konečnu  se  protínající,  tyto  přímky 
určují  rovinu,  jejíž  přímka  nekonečně  vzdálená  jest  spojnicí 
těch  dvou  bodu. 

4.  Každá  přímka  jeho  protíná  každou  jioou  přímku  jeho 
v  jednom  bodě,  aniž  se  veškeré  průsečíky  přímek  v  nekonečnu 
ležících  stotožůují;  libovolné  dvě  roviny  položené  dvěma  růz- 
nými přímkami  v  nekonečnu  protínají  se  totiž  v  přímce,  prochá- 
zející nekonečně  vzdáleným  průsečíkem  obou  vytčených  přímek. 

Útvary  v  nekonečnu  značíme  obyčejně  obdobnými  symboly 
jako  útvary  v  konečnu  s  připojeným  znakem  oo. 

Každá  rovina  v  konečnu  má  určité  zaměření;  rovina  neko- 
nečně vzdálená  nemá  však  určitého  zaměření,  nýbrž  obsahuje 
všechna  možná  zaměření  rovin  v  prostoru. 

Souhrn  všech  bodů  a  přímek  v  nekonečnu  ležících  tvoří 
pole  nekonečně  vzdálené.  Každý  bod  jeho  jest  středem  prosto- 
rového svazku  přímek  rovnoběžných  a  všech  rovin  jimi  polo- 
žených ;  k  těmto  rovinám  náleží  též  rovina  nekonečně  vzdálená, 
a  přímky  nekonečně  vzdálené  ve  svazku  tom  tvoří  rovinný  svazek 
přímek  v  poli  řečeném  ležící;  každá  přímka  pole  nekonečně 
vzdáleného  jest  buď  osou  svazku  rovin  rovnoběžných,  k  nimž 
rovina  v  nekonečnu  též  přináleží,  aneb  jest  osou  řady  bodové, 
vytvořené  body  v  nekonečnu  přímek,  položených  v  rovinách 
právě  uvedeného  svazku. 

347.  Určení  prvků  a  útvarů  nekonečně  vzdálených  dáno  jest 
dle  jejich  výměrů  pomocí  prvků  v  konečnu  položených;  tedy  ne- 
konečně vzdálený  bod  jest  dán  přímkou  a  nekonečně  vzdálená 
přímka  dána  jest  rovinou,  na  níž  leží.  Dále  jsou  dány  nejjedno- 
dušším způsobem  řada  bodová  nekonečně  vzdálená  rovinným 
svazkem  přímek,  v  jehož  rovině  leží  v  nekonečnu ;  svazek 
přímek  nekonečně  vzdálených  svazkem  rovin,  jehož  osa  leží 
v  konečnu  a  prochází  nekonečně  vzdáleným  vrcholem  svazku 
přímek;  a  konečně  pole  nekonečně  vzdálené  svazkem  prostoro- 
vým libovolného  středu  v  konečnu  se  nacházejícího ;  každá 
přímka   a  každá  rovina   svazku    stanoví  jeden  bod,  po  případě 
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jednu  přímka  v  poli  nekonečně  vzdáleném,  a  naopak  každým 
bodem  a  každou  přímkou  v  nekonečnu  prochází  jedna  přímka,  pří  • 
pádně  rovina  ve  svazku.  Odvození  konstrukcí  s  útvary  nekonečně 
vzdálenými  plyne  z  určení  toho  bezprostředně,  známe-li  kon- 
strukce příslušné  pro  útvary  v  konečnu ;  budiž  zde  poukázáno 
aspoň  k  nejjednodušším. 

1.  Spojiti  přímkou  p  nekonečně  vzdálený  bod  přímky  a  s  bo- 
dem A. 

Přímka  p  jest  rovnoběžka  s  a  bodem  A  vedená. 

2.  Spojiti  přímkou  nekonečné  vzdálený  bod  A*  přímky  a  s  ne- 
konečné vzdáleným  bodem  B*  přímky  b. 

Spojnicí  jest  přímka p^  sama  v  nekonečnu  ležící;  vedeme-li 
libovolným  bodem  v  konečnu  přímky  ax\\a  a  bl\\b,  jest  p^ 
přímka  nekonečně  vzdálená,  rovině  P  =  a1b1  náležející. 

3.  Spojiti  máme  rovinou  H  nekonečně  vzdálený  bod  Am  přímky 
a  s  přímkou  b. 

Přímku  a  nahradíme  některou  přímkou  aY  \\a,  která  přímku 
b  protíná,  a  protože  též  bod  A„  obsahuje,  jest  YL-=zaxb. 

4.  Spojiti  bod  A  rovinou  R  s  nekonečně  vzdálenými  body  Bm, 
Cm  daných  přímek  b,  resp.  c. 

Vedeme  bodem  A  přímky  bx  \\b  a  cx  ||c,  jinak  řečeno,  spo- 
jíme bod  A  s  body  B^  C^  přímkami  b„  c,,  čímž  obdržíme 
R  —  btc1. 

6.  Spojiti  rovinou  R  přímku  nekonečně  vzdálenou  a,  roviny  A 
s  daným  bodem  A. 

Úloze  této  můžeme  též  dáti  toto  znění:  Yésti  máme  bodem 
A  rovinu  R  rovnoběžnou  s  rovinou  A. 

Vytkneme  na  a9  dva  body  nekonečně  vzdálené  £„,  M„ 
tím,  že  zvolíme  v  A  dvě  přímky  různoběžné  ž,  m,  na  nichž  ony 
body  leží,  spojíme  dle  předcházející  úlohy  bod  A  s  body  L., 
3/w  přímkami  íx,  m^ ;  tím  obdržíme  Rrzr^w,. 

6.  Sestrojiti  máme  prúsečný  bod  roviny  A  s  přímkou  nekonečně 
vzdálenou  b^  roviny  B. 

Bodem  průsečným  jest  nekonečně  vzdálený  bod  P9  přímky  p, 
v  níž  se  roviny  A  a  B  protínají. 

7.  Sestrojiti  jest  průměty  parallelní  prvků  nekonečně  vzdálených. 
Přímky  promítající,   majíce  daný  směr,  procházejí  vesměs 

určitým  bodem  £„  nekonečně  vzdáleným.    Průmětem  bodu  Am 
nekonečně  vzdáleného  jest  taktéž  bod  nekonečně  vzdálený ;  neboť 
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přímka  promítající  S^d^  bodu  A9  má  dva  body  a  tedy  veškeré 
body  v  nekonečnu,  proto  též  průsek  její  s  průmětnou,  to  jest 
průmět  bodá  A^  jest  bodem  nekonečně  vzdáleným;  průmět 
bodu  S^  samého  jest  neurčitý;  každý  bod  v  průmětně  v  ko- 
nečnu  neb  nekonečnu  ležící  lze  považovati  za  jeho  průmět. 

Průmět  nekonečně  vzdáleného  bodu  B^  přímky  b  jest  ne- 
konečně  vzdáleným  bodem,  ležícím  na  průmětu  přímky  b ;  nebof 
přímky  S^B^  b  určují  rovinu  promítající,  a  průmětem  bodu  B9 
jest  společný  bod  roviny  této  s  průmětnou  a  s  rovinou  neko- 
nečně vzdálenou ;  proto  leží  na  průseku  roviny  S^BJ)  s  prů- 
mětnou, to  jest  na  průmětu  přímky  b. 

Průmětem  přímky  p^  nekonečně  vzdálené  jest  přímka  ne- 
konečně vzdálená,  přináležející  průmětně,  poněvadž  rovina  pro- 
mítající S^p^  jest  rovinou  nekonečně  vzdálenou. 

Je-li  přímka  l  přímkou  promítající  buď  v  konečnu  neb 
v  nekonečnu  ležící,  průmět  bodů  na  ní  ležících  splývá  se  stopou 
přímky;  pro  bod  S^,  přímce  té  náležející,  ale  mimo  to  může 
ještě  každý  jiný  bod  v  průmětně  považován  býti  za  průmět; 
rovina  promítající  přímky  l  jest  rovněž  neurčitá;  můžeme  tedy 
každou  přímku  v  průmětně,  vedenou  stopou  přímky  Z,  považovati 
za  průmět  této  přímky. 

Stopou  roviny  nekonečně  vzdálené  jest  nekonečně  vzdálená 
přímka  průmětny. 

Pole  bodové  v  libovolné  rovině  promítající  a  tudíž  i  v  ne- 
konečně vzdálené  rovině  promítá  se  v  řadu  bodovou  na  stopě 
roviny  položenou,  vyjímajíc  střed  promítání  S„,  jehož  průmětem 
jest  celé  pole  bodové  v  průmětně  obsažené;  pole  přímkové  ob- 
sažené v  libovolné  rovině  promítající  a  tudíž  i  v  rovině  neko- 
nečně vzdálené  promítá  se  v  stopu  roviny,  vyjímaje  svazek 
přímek  v  rovině  obsažených,  jehož  středem  jest  bod  £w ;  svazek 
ten  promítá  se  v  řadu  svazků,  majících  středy  své  na  stopě  ro- 
viny a  tvořících  celé  pole  roviny  průmětné. 

348.  Jestliže  jsme  přisoudili  přímce  jeden  bod  v  nekonečnu, 
mohli  jsme  vztahovati  v  rovině  svazek  přímek  k  řadě  bodové, 
jehož  osa  středem  svazku  neprochází  bezvýjimečně  tak,  aby 
každému  prvku  útvaru  jednoho  přiřaděn  byl  buď  spojením  nebo 
protětím  jeden  a  jediný  prvek  útvaru  druhého  a  naopak  (113). 

V  důsledku  toho  můžeme  nyní  vůbec  stejnořadé  útvary 
prostorové  spojováním  a  protínáním  k  sobě  vztahovati  tak,  aby 
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každému  prvku  útvaru  jednoho  přiřaděn  byl  bezvýjimečně  jeden 
a  jediný  prvek  útvaru  druhého  a  naopak. 

Eozveďme  to  pro  útvary  prvořadé.  Radu  bodovou  jsme 
takto  již  vztahovali  k  svazku  rovinnému.  Je -li  střed  svazku 
v  nekonečnu,  tu  nekonečně  vzdálené  přímce  svazku  přísluší  též 
nekonečně  vzdálený  bod  řady. 

Vztahujeme-li  tak  řadu  bodovou  ke  svazku  rovin,  jehož  osa 
neprotíná  přímku,  na  níž  řada  bodová  leží,  tu  každé  rovině  svazku 
přísluší  bod  řady  bodové  v  ní  ležící  a  každému  bodu  řady,  tedy 
i  bodu  nekonečně  vzdálenému  přísluší  rovina  svazku  jím  pro- 
cházející ;  je-li  opět  osa  svazku  rovin  v  nekonečnu,  tu  neko- 
nečně vzdálenému  bodu  řady  přísluší  rovina  v  nekonečnu.  Svazek 
rovin  lze  vztahovati  k  svazku  přímek  vytčeným  způsobem,  t.  j. 
aby  příslušné  sobě  prvky  bylyincidentní,  jestliže  střed  tohoto 
leží  na  ose  onoho;  je-li  osa  svazku  rovin  v  nekonečnu,  jest  i  střed 
svazku  přímek  v  nekonečnu;  teoto  obsahuje  jednu  přímku 
nekonečně  vzdálenou,   jíž  přísluší  v  onom  rovina  v  nekonečnu. 

Dva  útvary  základní  stejného 
druhu  vztahujeme  nejjednodušeji  k  sobě, 
když  je  spojováním  nebo  protínáním 
vztahujeme  k  témuž  základnímu  útvaru 
třetímu.  Tak  na  př.  vztahujeme  v  ro- 
vině (obr.  378.)  dvě  řady  bodové  k  sobě 
tím,  zeje  považujeme  za  průseky  s  libo- 
volným svazkem  přímek,  jehož  střed  S 
nenáleží  žádné  z  nich;  dva  příslušné 
si  body  .4,,  A2  těchto  řad  bodových 
jsou  ty,  které  leží  na  téže  přímce  svazku,  při  tom  nekonečně 
vzdálenému  bodu  Blcc  řady  jedné  přísluší  obecně  v  řadě  druhé 
bod  v  konečnu  ležící  B%  a  rovněž  nekonečně  vzdálenému  bodu  Cl30 
řady  druhé  přísluší  tu  v  řadě  prvé  bod  v  konečnu  ležící  C,; 
pakliže  však  přímky,  na  nichž  řady  bodové  leží,  protínají  se 
v  nekonečnu,  tento  bod  přísluší  sám  sobě  aneb  leží-li  střed 
svazku  v  nekonečnu,  příslušejí  si  nekonečně  vzdálené  body  obou 
řad  navzájem.  Je-li  jedna  řada  v  konečnu,  druhá  v  nekonečnu, 
kdežto  střed  svazku  jest  v  konečnu,  přísluší  každému  bodu  řady 
prvé  nekonečně  vzdálený  bod  přímky,  která  jej  spojuje  se  středem, 
kdežto  společný,  v  nekonečnu  ležící  bod  obou  řad  přísluší  sám 
sobě. 

Tím  všecky  konstrukce  a  věty,  které  jsou  odvozeny  po- 
mocí   spojování    a  protínání    prvků    prostorových    mezi   sebou, 
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mají  platnost  bezvýjimečnou  i  když  některé  z  nich  nebo  všechny 
leží  v  nekonečnu,  a  proto  věty  a  konstrukce,  vztahující  se 
k  rovnoběžnosti  útvarů,  není  třeba  zvlášť  odvozovati,  ježto  jsou 
jenom  zvláštními  případy  příslušných  vět  a  konstrukcí,  založe- 
ných na  spojování  a  protínání  prvků  prostorových. 

Také  harmonické  vlastnosti  přímek  ve  svazku,  ležícím 
v  rovině,  anebo  rovin  ve  svazku  mají  platnost  i  tenkráte,  leží-li 
střed  svazku  prvého,  nebo  osa  svazku  druhého  v  nekonečnu 
(121). 

Chceme  zde  pouze  některé  případy  uvésti,  poukazujíce 
k  tomu,  že  v  celé  řadě  případů  úlohy,  o  kterých  jsme  dosud 
samostatně  jednali,  jsou  takovými  zvláštními  případy  úloh  dříve 
řešených. 

349.  Úloha.  Sestrojiti  máme  příčku  p  dvou  přímek  a,  b  mimolěi- 
ných,  procházející  daným  bodem  C. 

Úlohu  tu  jsme  již  dříve  řešili  způsobem  dvojím  (281); 
sledujme  zde  toliko  způsob  druhý.  Protneme  totiž  rovinu  Ca 
přímkou  b  v  bodě  B,  i  jest  přímka  p  spojnicí  bodů  C,  B  a  protíná 
též  a  v  bodě  A.  Úloha  ta  obsahuje  v  sobě  tyto  zvláštní  případy. 

1.  Bod  C  leží  v  nekonečnu  a  jest  dán  přímkou  c.  I  sta- 
novíme rovinu  Ca  jako  v  úloze  (347  3),  určíme  její  průsek  B 
s  přímkou  6,  pak  vedeme  p  jakožto  spojnici  bodu  C  s  bodem  B 
dle  úlohy  (347  1).  V  uvedeném  případě  úloha  má  toto  zvláštní 
znění : 

Dány  jsou  tři  navzájem  mimobězné  přímky  a,  6,  c ;  sestrojiti 
máme  přímku  p  tak,  aby  přímky  a}  b  protínala  a  s  přímkou  c  byla 
rovnoběžná. 

2.  Jedna  z  přímek,  na  př.  přímka  i,  leží  v  nekonečnu  a 
dána  jest  rovinou  B.  I  jest  bod  tí  dle  konstrukce  (347  6.)  neko- 
nečně vzdáleným  bodem  přímky,  v  níž  se  roviny  Ca  a  B  protínají ; 
přímku  p  sestrojíme  pak  jakožto  spojnici  bodu  C  s  bodem  B  dle 
konstrukce  (347  1). 

Kdybychom  tu  předpokládali  přímku  a  v  nekonečnu  na 
místě  přímky  b  jakožto  přímku  nekonečně  vzdálenou  dané  ro- 
viny A,  sestrojili  bychom  rovinu  A  =  Ca  dle  konstrukce  (347  5); 
přímka  p  spojuje  opět  bod  C  s  bodem  b  .  Ca.  Takto  jsme  pro- 
vedli dvě  řešení  úlohy  mající  toto  zvláštní  znění: 

Daným  bodem  vésti  máme  přímku,  která  danou  přímku  protíná 
a  s  danou  rovinou  jest  rovnoběžná. 
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3.  Bod  C  a  přímka  a  leží  v  nekonečnu,  přímka  b  v  ko- 
nečnu; při  tom  jest  C  nekonečně  vzdáleným  bodem  dané  přímky 
c  a  přímka  a  nekonečně  vzdálenou  přímkou  dané  roviny  A. 

•  Zde  jest  Ca  rovina  nekonečně  vzdálená  a  tedy  B  jest  ne- 
konečně vzdálený  bod  přímky  ft;  sestrojíme  proto  p  jakožto 
spojnici  bodu  C  s  bodem  B  dle  konstrukce  (347  2). 

Je-li  bod  C  na  přímce  c  a  přímka  b  v  rovině  B  v  neko- 
nečnu, a  však  v  konečnu,  spojíme  dle  konstr.  (3473)  bod  C 
s  přímkou  a  rovinou  R;  přímka  p  jest  nekonečně  vzdálená  přímka 
této  roviny,  neboť  protíná  též  b.  Ve  zvláštní  formě  bychom 
tu  měli  předloženou  úlohu: 

Bány  jsou  dvě  přímky  a  rovina]  sestrojiti  máme  přímku, 
která  by  jednu  z  daných  přímek  protínala  k  druhé,  jakož  i  s  danou 
rovinou  byla  rovnoběžná. 

Vidíme,  že  ve  zvláštní  této  formě  úloha  ta  nemá  žádného 
významu,  protože  obecně  může  úloze  vyhovovati  toliko  přímka 
v  nekonečnu ;  nebot  žádná  přímka  v  konečnu  ležícf  nemůže 
míti  dva  různé  směry:  jeden  totožný  se  směrem  jedné  z  daných 
přímek,  druhý  obsažený  v  dané  rovině,  jestliže  ovšem  předpo- 
kládáme,  že  ona  přímka  není   s  rovinou  zmíněnou  rovnoběžná. 

350.  Obrazec  dvou  perspektivních  trojúhelníků  (63)  byl 
pouze  pomocí  spojování  a  protínání  prvků  prostorových  od- 
vozen ;  neporuší  se  tedy,  jestliže  jednotlivé  prvky  jeho  stávají  se 
nekonečně  vzdálenými.  Je-li  střed  perspektivity  nekonečně 
vzdálen,  trojúhelníky  ty  jsou  v  poloze  affinni;  jsou-li  dvě  pří- 
slušné strany  jejich  rovnoběžné,  jest  i  osa  perspektivity  s  nimi 
rovnoběžná,  ať  už  jest  střed  perspektivity  v  konečnu  nebo  ne- 
konečnu ;  je-li  osa  v  nekonečnu,  trojúhelníky  ty  jsou  v  poloze 
podobné,  a  je-li  vedle  toho  též  střed  perspektivity  v  nekonečna, 
trojúhelníky  jsou  mimo  to  ještě  shodné. 

351.  Pro  další  případ  mějme  na  zřeteli  obecnou  plochu 
kuželovou. 

Plocha  kuželová  se  tvoří  pohybem  přímky,  která  nepřetržitě 
stálým  bodem  V  prochází    a  danou  křivku  k  protíná. 

Bod  V  nazýváme  vrcholem  neboli  středem  plochy,  křivku  k 
její  křivkou  řídící,  přímku  l  přímkou  tvořící  a  jednotlivé  polohy 
její  přímkami  povrchovými  kužele. 

Budiž  l  libovolná  přímka  kužele,  protínající  k  v  bodě  K. 
Uvažujme  o  ní  obdobně  jako  při  kuželi  rotačním. 
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Položme  přímkou  l  libovolnou  rovinu  L,  a  budiž  ff,  další 
Jeden   bod   její    průsečný   s  křivkou  k  a  tedy    lx  =  VKt    další 
přímka  povrchová  na  kuželi.  Při  otáčení  roviny  L  kolem  přímky 
.1  bude  se  Kx  pohybovati  po  křivce  k.  Otáčejme  L  tak,  aby  bod 
Kx  při  pohybu  svém  na  křivce  bodu  K  ustavičně  se  blížil.  Před- 
pokládejme, že  K  jest  obyčejným  bodem  křivky,  t.  j.  že  tětiva 
KKX  při  řečeném  pohybu  ustavičně  se  zmenšuje   a  lx  ustavičně 
se  blíží  přímce  Z,  až  Kl  se  nekonečně  přiblíží  ke  JT,  lx  k  i,  pak 
přechází  Kx  za  bod  K,   i,    za  přímku  l.    Mezní    polohu  přímky 
KK1}  v  níž  se  přechod  ten  děje  nazýváme  tečnou  přímkou  křivky  k 
v  bodě  2T,  příslušnou   mezní  polohu    roviny   L  =  ll%  nazýváme 
tečnou  rovinou    kužele   podél  přímky  i  a  vzhledem   k  uvedené 
vlastnosti   křivky   řídicí   pravíme,   že  přímka  l  jest  obyčejnou 
přímkou   povrchovou  kužele.    Jako  si  představujeme,   že  tečna 
obsahuje  dva  soumezné,  t.  j.  nekonečně  blízké  body  Ky  Kt,  tak 
£i  představujeme,   že  rovina  tečná  přímce  l  příslušná  obsahuje 
-dvě  soumezné  přímky    l  =  JřT,   lt  zzzKjV;    pravíme,  že  rovina 
tečná  kužele  dotýká  se  ho  podél  přímky  povrchové  l.  Kdybychom 
si  na  kuželi  vytkli  libovolnou  jinou  křivku  ň,  již  KV  obyčejným 
způsobem,  t.  j.  tak  jak  bylo  pro  křivku  k  uvedeno,  protíná  v  bodě 
H,  KtV  v  bodě  JT,,  tehdy  obecně  při  otáčení  roviny  L  kolem  l 
bod  Hx  křivky  h  na  lx  ležící    přibližuje    se   bodu  H\   v  mezní 
poloze  bod   Hx  přiblíží   se   nekonečně  bodu  H,   a  to   současně, 
Jcdyž  JT,    se  přiblíží   nekonečně  bodu  K  a  přímka  Z,  přímce  l ; 
pak  přejde  za  bod  H.  V  této  mezní  poloze  jest  zase  přímka  HHl 
tečnou  křivky  h  v  bodě  H.  Totéž  má  platnost  též  pro  plochu 
válcovou,  která  se  vytvoří,  jestliže  se  přímka  rovnoběžně  po- 
hybuje,  tak    že   ustavičně   danou   křivku  protíná,   kterou  tedy 
můžeme  považovati  za  kužel,  jehož  vrchol   V  leží  v  nekonečnu. 
Můžeme  tudíž  říci: 

Rovina  tečná  plochy  kuželové  nebo  válcové  podél  některé 
obyčejné  jeho  přímky  povrchové  obsahuje  tuto  přímku,  přímku 
k  ní  na  ploše  soumeznou  a  tečny  všechny  křivek  na  ní  ležících 
v  bodech,  v  nichž  tyto  přímku  povrchovou  obyčejným  způsobem 
protínají.  Jest  tudíž  rovina  tečná  plochy  kuželové  nebo  válcové 
stanovena  přímkou  povrchovou  a  tečnou  k  některé  křivce  na 
ploše  ležící  v  jejím  bodě  průsečném  s  vytčenou  přímkou  po- 
vrchovou. Každá  rovina  tečná  kužele  neb  válce  podél  přímky  po- 
vrchové prochází  tedy  vrcholem  jeho. 

352.  Zabývejme  se  nyní  následující  úlohou. 
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Plocha  kuželová  dána  jest  rovinnou  křivkou  řídicí  k  a  vrcholem 
V;  ku  ploše  má  se  poloíiti  daným  bodem  P  rovina  tečná  T. 

Obr.  379.  —  Poněvadž  každá  rovina  tečná  prochází  vrcho- 
lem F,  hledaná  rovina  obsahovati  musi  přímku  p  =  PV.  Sta- 
novme tedy  pro  nějakou  křivku  na  kuželi  tečnu  t,  která  protíná 
přímku  p.  Je-li  K  bod  dotyku  tečny  této,  jest  rovina  tečná 
kužele  podél  přímky  l  =  VK  žádanou  rovinou  T ;  nebof  rovina 
tečná  podél  přímky  povrchové  l  obsahuje  přímky  Z,  t  a  tedy 
též  bod  P  v  rovině  jejich  položený. 


Obr.  379. 


Je-li  jako  v  úloze  naší  plocha  kuželová  dána  křivkou  řídicí 
rovinnou  A*,  protneme  přímku  p  rovinou  R  křivky  této  v  bode 
P,,  pak  sestrojíme   v  rovině  R  přímku  t  jako  tečnu  z  bodu  PA 
ke  křivce  k.  Vidíme,  že  obdržíme  tolik  rovin  T,  kolik  tečen  lze 
z  P1   ke  k  vésti. 

Úlohu  tu  provedeme  pro  ten  případ,  že  jest  k  křivkou 
elliptickou.  Aby  dvě  křivky  elliptickó  k\  k"  byly  průměty  sdru- 
ženými nějaké  ellipsy,  k  tomu  jest  postačitelnou  podmínkou,  aby 
terny  jedné  z  nich  s  ordinálami  stejnosměrné  dotýkaly  se  zá- 
roveň ellipsy  druhé. 
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Je-li  podmínka  ta  vyplněna,  pak  ellipsy  k\  kf4  lze  pova- 
žovati za  průměty  sdružené  dvou  ellips  i,  A*,  v  nichž  se  pří- 
slušné plochy  válcové  promítající  protínají,  jak  ihned  seznáme. 

Buďtež  tedy  &',  k"  dvě  takové  ellipsy,  a  jedna  ze  společných 
ordinál  tečných  nechť  se  dotýká  křivky  k4  v  bodě  A\  křivky 
k"  v  bodě  A4t}  druhá  taková  ordinála  nechť  se  dotýká  ellipsy 
k4  v  bodě  A\%  ellipsy  A"  v  bodě  A'\.  Střed  &  úsečky  A!A\  jest 
středem  ellipsy  k\  střed  Sél  úsečky  A"A"X  jest  středem  ellipsy  *"; 
oba  body  jsou  sdruženými  průměty  určitého  bodu  S.  Ordinála 
S4S"  protíná  k'  v  koncových  bodech  průměru  h1  k  A'A\  sdru- 
ženého a  k"  v  koncových  bodech  průměru  héi  k  A"A'\  sdru- 
ženého. Přiřaďme  jeden  z  koncových  bodů  B4  na  h4  jakožto 
sdružený  průmět  jednomu  z  koncových  bodů  B*1  na  A".  Tím 
máme  v  prostoru  ustanoven  bod  B  a  rovinu  SAB.  Zvolme  si 
v  rovině  té  ellipsu  středu  S,  pro  niž  SA,  SB  jsou  dva  sdružené 
poloměry;  i  jest  patrno,  že  průmět  první  této  ellipsy  bude  k\ 
průmět  druhý  &".  Kdybychom  bodu  .B',  jejž  tu  označiti  chceme 
Bá+,  přidružili  druhý  koncový  bod  B41^  průměru  A",  měli  bychom 
vyjádřenu  druhou  rovinu  SAB#  sdruženými  průměty  bodů  S, 
A,  Bm;  zvolíme-li  v  rovině  této  ellipsu  středu  5,  pro  niž  SA, 
SB+  jsou  dva  poloměry  sdružené,  ellipsa  ta  bude  se  promítati 
rovněž  do  k4  a  k41. 

Zde  zvolili  jsme  rovinu  prvou  a  předpokládáme,  že  jest  kf 
kružnicí;  vrchol  V  jsme  zvolili  v  průmětně  druhé.  Nejprve 
jsme  vyjádřili  přímku  totožnosti  r  roviny  R  =  SAB  tím,  že 
jsme  vyhledali  body  totožnosti  pro  8A  a  pro  tečnu  křivky  k 
v  bodě  B\  pak  jsme  stanovili  bod  P,.  v  němž  přímka  p  =  PV 
rovinu  R  protíná  tím,  že  jsme  vedli  bodem  S  přímku  px\\p 
a  proťali  rovinu  ppt  rovinou  R.  Přímka  spojující  body  p'.p"j 
p\.pl\  protíná  r'/"  v  bodě  /£'/"»  který  jest  průmětem  bodu  K 
v  rovině  totožnosti;  tu  přímka  RS  jest  průsečnicí  rovin  ppl}  R; 
průsečnice  ta  stanoví  na  p  bod  P2.  Poněvadž  z  Px  lze  dvě 
tečny  ke  k  vésti,  obdržíme  dvě  roviny,  vyhovující  dané  úloze. 
V  obrazci  vyjádřili  jsme  jen  jednu  T,  vedouce  z  P,  tečnu  ť  ke 
křivce  £',  dotýkající  se  jí  v  bodě  K';  pak  jsme  odvodili  ť4  a  K". 
Pomocí  stop  přímek  Z  =  VK,  t,  resp.  p  vyjádříme  pak  stopy 
h*  *n  roviny  T. 

353.  V  úloze  právě  provedené  zahrnuty  jsou  následující 
případy  zvláštní. 

1.  Bod  P  leží  v  nekonečnu, 

2.  bod  V  leží  v  nekonečnu, 
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3.  bod  P  i  bod  V  zároveň  leží  v  nekonečna. 
Proveďme  tyto  vytčené  zvláštní  konstrukce. 

1.  Budiž  bod  Pdán  jakožto  nekonečně  vzdálený  bod  přímky 
q\  úloha  má  pak  následující  zvláštní  znění: 

Kuželová  plocha  dána  jest  rovinnou  křivkou  Hdicí  k  a  vrcho- 
lem V;  k  ní  sestrojiti  se  má  rovina  tečná  T,  rovnoběíná  s  danou 
přímkou  q. 

Obr.  379.  —  Zde  spojíme  bod  P  s  bodem  F  tím,  že  vedeme 
bodem  V  přímku  p\\q;  další  postup  konstrukce  jest  i  v  pro- 
vedení s  předcházejícím  totožný. 


Obr.  380. 


2.  Budiž  bod  V  dán  jakožto  nekonečně  vzdálený  bod  pří- 
mek povrchových;   úloha  pak    má  následující   formu   zvláštní: 

Plocha  válcová  dána  jest  rovinnou  křivkou  řídicí  k  a  směrem 
přímek  povrchových ;  sestrojiti  máme  pro  ni  rovinu  tečnou  T,  daným 
bodem  P  procházející. 

Obr.  380.  —  Zde  zvolili  jsme  k  jakožto  ellipsu  v  rovině  R 
promítající  do  průmětny  prvé  a  bod  V9  jsme  zvolili  v  průmětně 
prvé  a  vyjádřili  jsme    opět   jen   jedno   řešení    úlohy.    Spojnici 
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p  =  PV  obdržíme  zde  jako  rovnoběžku  bodem  P  ku  přímkám 
povrchovým  válce;  dále  určíme  opět  bod  Pt  ==p.R,  tečnu  t  z  bodu 
toho  ke  k  vedenou,  bod  její  dotyčný  K  a  bodem  tim  přímku 
povrchovou  l  válce.  Rovina  T  spojuje  přímky  p,  t,  l.  Stopu  její 
h\\l  stanovili  jsme  pomocí  přímky  tn\\t,  bodem  P  vedené,  po- 
važujíce bod  Ti  za  nepřístupný. 

3.  Budiž  bod  P  nekonečně  vzdáleným  bodem  dané  přímky  q ; 
plocha  válcová  budiž  dána  jako  prve,  i  má  úloha  prve  řešená 
následující  zvláštní  formu : 

K  dané  ploše  válcové  sestrojiti  rovinu  tečnou  T,  rovnoběžnou 
s  danou  přímkou  q. 

Ježto  body  P  a  V  jsou  oba  v  nekonečnu,  spojíme  je  přímkou 
p^  pomocí  konstrukce  (347  2)  a  přímku  tu  protneme  rovinou  R 
v  bodě  P,,  který  tu  označíme  Q1O0l  pomoci  konstrukce  (347  6). 
Zvolíme  tedy  libovolně  bod  Q  a  vedeme  jím  přímku  u\\q 
a  přímku  h  rovnoběžnou  s  přímkami  povrchovými  válce;  s  vý- 
hodou zvolíme  Q  buď  na  přímce  q  neb  na  některé  přímce 
povrchové  válce.  Přímka  p^  jest  nekonečně  vzdálenou  přímkou 
roviny  uh.  Protneme-li  rovinu  tu  rovinou  R  v  přímce  gn  jest  Qt  „ 
nekonečně  vzdáleným  bodem  přímky  této.  Tečna  *,  dříve  bodem  P, 
ke  křivce  k  vedená,  je  zde  tedy  tečnou  křivky  této  rovnoběžnou 
s  qx.  Je-li  K  její  bod  dotyku,  přímka  povrchová  l  válce  bodem  K 
vedená  jest  přímkou,  podél  níž  dotýká  se  rovina  žádaná  T  =  IU 

354.  Mysleme  si  pro  plochu  kuželovou  nebo  válcovou 
v  některé  rovině  její  tečné  T  přímku  p  procházející  vrcholem 
plochy.  Rovina  T  nechť  dotýká  se  plochy  podél  určité  obyčejné 
přímky  povrchové  Z,  pak  rovina  ta  odděluje  ve  svazku,  jehož 
osou  jest  přímka^,  roviny,  z  nichž  každá  v  bezprostřední  blíz- 
kosti přímky  l  plochu  protíná  ve  dvou  různých  přímkách  po- 
vrchových Z,,  72  od  rovin,  z  nichž  žádná  v  bezprostřední  blízkosti 
přímky  l  jí  vůbec  neprotíná.  Je-li  přímka  p  paprskem  promí- 
tajícím, stopa  roviny  T  jest  zároveň  průmětem  lff  přímky  í, 
podél  níž  se  rovina  T  plochy  dotýká,  a  vůbec  průmětem  celé 
roviny  tečné.  Přímky  promítající  na  jedné  strano  roviny  T 
budou  protínati  kužel  v  bodech,  k  nimž  přináležejí  též  dva 
body  průsečné  s  přímkami  Z,,  Z2;  body  ty  stávají  se  soumez- 
nými,  jestliže  přímka  promítající  přejde  do  roviny  T  a  mizejí 
docela,  když  přímka  promítající  přejde  za  rovinu  T.  Nastane 
tudíž  pro  přímky  promítající  změna  v  počtu  bodů  průserných 
s  kuželem  při  přechodu  přes  rovinu  tečnou  promítající. 
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Průměty  bodů  plochy  kuželové  pokrývají  buď  jednu  nebo 
několik  částí  průmětny  nebo  průmětnu  celou  ovšem,  obsa- 
huje-li  plocha  kuželová  roviny  tečné  promítající,  způsobem 
nestejným.  Každý  bod  v  části  zmíněné,  resp  průmětny  vůbec, 
jest  průmětem  nějakého  počtu  bodů  na  ploše,  kterýžto  počet 
se  zmenší  o  určité  číslo,  a  to  obyčejně,  jak  jsme  odvodili,  o  dvě 
při  přechodu  přes  přímky,  které  jsou  průměty  promítajících 
rovin  tečných  plochy.  Nazýváme  průměty  těchto  rovin  obrysem 
čili  konturou  plochy  kuželové  a  přímky  povrchové,  podél  nichž 
roviny  tečné  promítající  plochy  se  dotýkají,  nazýváme  přímkami 
obrysovými  čili  konturními.  Průměty  jejich  splývají  s  průměty 
řečených  rovin  tečných. 

Je-li  na  př.  křivka  řídicí  plochy  kuželové  ellipsou  neb 
kružnicí,  roviny  tečné  promítající  oddělují  přímky  promí- 
tající, z  nichž  každá  protíná  plochu  ve  dvou  bodech  od  přímek 
promítajících,  které  jí  vůbec  neprotínají.  Průměty  rovin  těch 
dělí  průmětnu  ve  dvě  části,  tak  že  každý  bod  části  jedné  jest 
průmětem  dvou  bodů  plochy,  kdežto  v  Části  druhé  není  vůbec 
průmětu  žádného  bodu  ploše  přináležejícího. 

Sestrojení  obrysu  plochy  kuželové  nebo  válcové  jest  tedy 
zvláštním  případem,  úloh  předcházejících.  Při  promítání  paral- 
lelním  obrys  skládá  se  tedy  z  průmětů  rovin  tečných  rovno- 
běžných s  přímkami  promítajícími,  tak  že  sestrojování  obrysů 
ploch  kuželových  není  žádným  problémem  novým.  Ukážeme 
provedení  příslušných  konstrukcí  na  následujících  dvou  úlohách. 

355.  Úloha.  Ve  sdružených  průmětech  mají  se  sestrojiti  obrysy 
plochy  kuželové,  která  jest  dána  vrcholem  a  kruinicí  k  jakožto  křivkou 
řídicí. 

Obr.  381.  —  Kružnice  k  nechť  leží  v  rovině  R,  dané  stopami 
*h  *"ii»  a  určena  jest  mimo  to  průmětem  prvým  středu  S  a  po- 
loměrem r  =  LM. 

Sestrojíme  nejprve  obrys  první.  Roviny  tečné  Px,  Pa,  o  než 
se  nám  bude  jednati,  obsahují  přímku,  promítající  vrchol  V  do 
průmětny  prvé;  přímka  ta  seče  rovinu  R  v  bodě  P,  pro  nějž 
P=  V;  tečny  pn  p2  z  bodu  P  ke  kružnici  k  vedené  leží 
v  rovinách  P2,  P2,  a  proto  průměty  prvé  přímek  těch  jsou  již 
hledaným  obrysem. 

Abychom  přímky  p1,  p2  sestrojili,  sklopili  jsme  rovinu  R 
do  průmětny  prvé  v  (R).  Vedli  jsme  nejprve  středem  S  přímku 
hlavní  prvou  r,  a  sklopili  jsme  její  bod  stopní  Bu  (324).  Rovno- 
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běžka  bodem  (Rn)  k  rx  vedená  jest  (r),  na  niž  odvodíme  bod 
(&),  čímž  sklopení  (k)  kružnice  dané  je  stanoveno.  Zároveň 
jsme  vedli  (rn),  jakožto  spojnici  bodá  R.s  s  bodem  (JBu).  Bod 
(P)  leží  na  kolmici  s  P  k  r&  a  stanovíme  jej,  jestliže  vyjádříme 
sklopení  nějaké  přímky  v  rovině  R  jím  procházející.  Sestrojili 
jsme  sklopení  přímky  h,  v  níž  rovina  bodem  V  normálně  k  ose 


Obr.  881. 


x  položená  seče  rovinu  R.     Dříve  však  jsme  vyjádřili  sklopení 
přímky,    v  níž  rovina  bodem    R\i  normálně    k  x  položená  seče 
rovinu  R.  Sklopení  její  spojuje  bod  r\.Bi\R'ii  s  bodem  (i?n)»  a 
přímka  (h)  jest   stejnosměrka    k  této  spojnici    bodem  ri.VV" 
vedená. 

Stanovíme  tedy  tečny  (p,),  (pq)  z  (P)  ke  (i),  jejichž  prů- 
měty p',,  p'2  spojují  bod  P  se  stopami  jejich  Ťť(Pi)>  *1-(P*) 
a  dávají  obrys  první. 

Vyjádřili  jsme  dále  přímku  Z,  podél  níž  rovina  tečná,  mající 
p',  za  průmět,  plochy  kuželové  se  dotýká.  K  tomu  cíli  jsme 
stanovili  bod  dotyku  E  přímky  p,  s  k ;  při  tom  jest  E'  na  kol- 

J.  Sobotka:  Detkrlptlyní  geometrie. 
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mici  8  (E)  ku  rh  E"  na  příslušné  ordinále  a  na  průmětu  druhém 
přímky  SE.  Stanovili  jsme  S"  a  odvodili  z  bodu  («),  v  němž 
(5)  (JE)  seče  (rn),  průmět  a",  pak  přímka  S"E"  spojuje  bod  5", 
s  bodem  «".  I  jest  l'=p\,  l"  =  F"£". 

Abychom  sestrojili  obrys  druhý,  klademe  ke  kuželi  roviny 
tečné  Q,,  Q9I  obsahující  přímku,  která  promítá  V  do  průmětny 
druhé.  Protneme  přímku  tu  v  bodě  Q  rovinou  R  a  vedeme 
z  bodu  toho  tečny  qu  q2  ke  kružnici  k\  i  dávají  přímky  ql\ 
j"2  hledaný  obrys  druhý.  Tu  jest  Q"  =  V";  jde  o  to,  sestrojiti 

ve  sklopení  prve  vyjádřeném 
bod  (Q).  Za  tím  účelem  vedli 
jsme  v  rovině  R  bodem  Q  přímku 
hlavní  první  s  a  sklopili  jsme 
její  stopu  druhou  do  (Sn),  i  jest 
(s)  rovnoběžka  k  n  bodem  (Sn) 
vedená.  Bod  Q  leží  zároveň  na 
přímce  h  prve  stanovené  a  proto 
jest  (Q)  průsečíkem  ($).  (A). 
Přímky  (qx)  a  (ga)  jsou  tečny 
z  (O  ku  (A).  Pro  «",  vyjádřili 
jsme  stopu  druhou  II  ze  sklo- 
pení (II)  =  (íi ) .  (rn)  a  průmět 
druhý  bodu  H  na  přímce  r; 
poslední  bod  tím,  že  jsme  z  (J3) 
odvodili  bod  H1  a  z  něho  po- 
mocí ordinály  jET".  Pro  g"a  vy- 
jádřili jsme  průmět  1"  stopy 
prvé  Z  kterou  obdržíme  jakožto 
průsečík  přímky  (ga)  s  rx. 

356.  Úloha.  Ve  sdružených  průmětech  máji  se  sestrojiti  obrysy 
plochy  válcové,  dané  svým  směrem,  pro  jejíž  rovinnou  křivku  řídicí 
k  rovina  R  a  průmět  druhý  jsou  dány. 

Obr.  382.  —  Směr  jest  určen  přímkou  a,  rovina  R  dána 
je  stopami  n,  rn,  a  průmět  k"  budiž  kružnicí.  Patrně  obrys  druhý 
skládá  se  z  tečen  q'\>  g"8  kružnice  k"  rovnoběžných  k  a";  neboť 
tečná  rovina,  promítající  do  průmětny  druhé,  musí  míti  průmět 
druhý  rovnoběžný  k  a"  a  s  průmětem  tím  musí  se  stotožúovati 
též  průmět  jedné  tečny  ke  k. 

Obrys  první  jest  průmět  první  tečných  rovin  rovnoběžných 
s  rovinou  A,  která  promítá  přímku  a  do  průmětny  prvé.  Proto 


Obr.  382. 
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roviny  ty  musí  protínati  R  v  tečnách  i»1t  p2  křivky  k,  rovnoběžných 
ku  přímce  p  =  A .  R.  Stanovíme  tudíž  průmět  druhý  přímky  p 
v  rovině  R,  jejíž  průmět  první  jest  p*  ==  A',  a  vedeme  ke  k" 
tečny  p"í}  p"q  rovnoběžné  s  p";  tečny  ty  jsou  průměty  druhé 
přímek  pl%  p2  v  rovině  R  ležících,  k  nimž  odvodíme  pomoci 
stop  průměty  prvé  p\,  j>'a,  které  jsou  již  průměty  tečných  rovin 
T,,  Ta  promítajících  do  Pí  a  tvoří  tedy  obrys  první  dané  plochy 
válcové. 

Konečně  jsme  vyjádřili  ještě  přímku  konturní  i,  podél  níž 
se  rovina  T,  válce   dotýká   a  bod  2?,  v  němž  l  seče  k;   i  jest 

V  =  T',  a  V  jde  rovnoběžně  k  a"  bodem  Ea9  v  němž  se  p\ 
dotýká  kružnice  £". 

II. 

357.  Přirovnáváme-li  k  sobě  tvoření  jednotlivých  základních 
útvarů  z  prvků  základních,  seznáváme,  že  lze  útvary  ty  sera- 
ďovati  po  dvou  tak,  že  tvoření  útvaru  jednoho  jest  jakousi 
obdobou  pro  tvoření  útvaru  druhého.  Obecným  důsledkem  toho 
jest,  že  i  věty,  vyjadřující  projektivní  vlastnosti  útvarů  pro- 
storových, seřaďovati  lze  po  dvou  tak,  že  jednu  z  nich  obdržíme 
z  druhé  a  naopak,  jestliže  určité  pojmy  nahradíme  určitými 
pojmy  jinými.  Takové  pojmy,  jež  mezi  sebou  zaměňujeme  a  ta- 
kové věty,  které  lze  pouhou  záměnou  jednu  z  druhé  vyvoditi, 
nazýváme  duálními  čili  korrélativnimi7  a  zákon,  jímž  se  záměna 
ta  řídí,  nazýváme  zákonem  duality  čili  principem  duality.  Mnohdy 
věta  platná  o  jistých  útvarech  nemění  svého  smyslu,  jestliže 
útvary   a   prvky  jejich   nahradíme  útvary    a  prvky   duálními. 

Y  tom  případě  jest  věta  sama  o  sobě  duální.  Rovněž  pravíme, 
že  útvar  daný  jest  k  sobě  duálním,  můžeme-li  jej  dvojím  způ- 
sobem definovati,  jednou  pomocí  určitých  prvků,  po  druhé 
pomocí  prvků  k  nim  duálních.  Že  princip  duality  má  platnost 
pro  věty  a  obrazce  geometrie  projektivní  v  úplné  všeobecnosti, 
nebude  zde  předmětem  našich  úvah;  ukážeme  pro  každý  případ 
zvlášť  jeho  správnost  pouze  na  některých  skupinách  obrazů, 
úloh  a  vet,  které  s  ostatními  vývody  našimi  jsou  v  souvislosti 
a  klademe  vztahy,  jež  na  základě  principu  toho  k  sobě  pří- 
slušejí  vedle  sebe. 

358.  Přihlížejme  nejprve  k  útvarům  rovinným.  Rovinu  můžeme 
považovati  buď  za  nositelku  pole  bodového  nebo  za  nositelku 
pole  přímkového,  a  tu  příslušejí  si  bod  a  přímka  duálně. 

33* 
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Dva  body  určují  přímku, 
lcterá  je  spojuje. 

Bodem  prochází  neko- 
nečné množství  přímek,  tvoří- 
cích svazek  přímek. 

Svazek  přímek  můžeme 
vztahovati  k  řadě  bodové,  jejíž 
osa  svazku  nenáleží;  tak  aby 
každé  přímce  ve  svazku  pří- 
slušel bod  s  ní  incidentní  v  řadě 
bodové;  pak  příslušejí  čtyřem 
harmonickým  přímkám  svazku 
též  čtyři  harmonické  body 
v  řadě  bodové.  (121). 


Dvě  přímky  určují  bod? 
v  němž  se  protínají. 

Na  přímce  leží  nekonečné 
množství  bodů,  tvořících  řadu 
bodovou  přímou. 

Radu  bodovou  můžeme 
vztahovati  ke  svazku  přímek, 
jehož  střed  nenáleží  řadě  bo- 
dové; tak  aby  každému  bodu 
v  řadě  bodové  příslušela  přímka 
s  ním  incidentní  ve  svazku; 
pak  příslušejí  čtyřem  harmo- 
nickým bodům  řady  též  čtyry 
harmonické  přímky  ve  svazku. 

(121). 


Aby  tyto  věty  měly  všeobecnou  platnost,  nutno  přihlížeti 
k  tomu,  co  jsme  stanovili  o  prvcích  nekonečně  vzdálených. 
Již  z  toho  poznáváme,  že  bez  ustanovení  perspektivního  názoru 
na  prostor  nebylo  by  ani  možno  vysloviti  princip  duality 
v  úplné  všeobecnosti.  My  jsme  již  dříve  jednali  o  korrelativních 
větách  v  rovině  a  připomínáme  zde  na  př.  věty  o  perspektivních 
trojúhelnících  (63)  atd.  Dále  chceme  zde  připojiti  některé  jiné 
úvahy  korrelativní. 


Myslíme-li  si  n  bodů  v  ur- 
čité posloupnosti  tak,  aby  po  po- 
sledním následoval  zase  první, 
a  předpokládáme  li,  že  žádné 
ze  tří  po  sobě  jdoucí  cli  bodň 
neleží  na  přímce,  pak  souhrn 
těchto  n  bodů,  jakož  i  n  přímek 
jimi  stanovených,  z  nichž  každá 
dva  po  sobě  jdoucí  body  spo- 
juje, nazýváme  jednoduchým 
w-rohem.  Body  ty  nazýváme 
rohy  nebo  vrcholy  a  vytčené 
přímky  stranami  jeho.  Strany 
ty  následují  taktéž  v  určitém 
pořádku  po  sobě.  V  celku  se 
skládá  jednoduchý  w-roh  tudíž 
z  2n  prvků,  které  taktéž  v  ur- 


Myslíme-li  si  n  přímek 
v  určité  posloupnosti  tak.  aby 
po  poslední  následovala  zase 
první  a  předpokládáme  li,  že 
žádné  ze  tří  po  sobě  jdoucích 
přímek  neprocházejí  týmž  bo- 
dem, pak  souhrn  těchto  n  pří- 
mek, jakož  i  n  bodů  jimi  sta- 
novených, z  nichž  každý  jest 
průsekem  dvou  po  sobě  jdou- 
cích přímek,  nazýváme  jedno- 
duchým n-stranem.  Přímky  ty 
nazýváme  stranami  a  vytčené 
body  rohy  aneb  vrcholy  jeho. 
Eohy  ty  následují  taktéž  v  ur- 
čitém pořádku  po  sobě.  V  celku 
skládá  se  jednoduchý    n-stran 
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čitém  pořádku  po  sobě  násle- 
duji a  to  po  každém  rohu  ná- 
sleduje strana  a  naopak. 


tudíž  z  2n  prvků,  které  taktéž 
v  určitém  pořádku  po  sobě 
následují,  a  to  za  každou  stra- 
nou následuje  roh  a  naopak. 
Z  prvků  těch  nazýváme  vždy  dva  protilehlými,  když  po 
každém  z  nich  ve  vytčeném  pořádků  následuje  n  —  1  prvků 
nežli  dospějeme  k  druhému.  Jeli  tedy  n  číslo  sudé,  leží  na- 
proti každému  vrcholu  zase  určitý  vrchol  a  naproti  každé  straně 
určitá  strana,  kdežto  je-li  n  číslo  liché,  leží  naproti  každému 
vrcholu  určitá  strana  a  naproti  každé  straně  určitý  roh. 


Přímka,  která  spojuje  dva 
vrcholy  n-rohu,  jež  nenásledují 
bezprostředně  za  sebou,  nazývá 
se  diagonální  přímkou  jeho. 


Bod,  v  němž  se  v  n- stranu 
protínají  dvě  strany,  jež  nená- 
sledují bezprostředně  za  sebou, 
nazývá   se  diagonálním  bodem 


jeho. 

Seznáváme,  že  jednoduchý  n-roh  lze  považovati  též  za  jed- 
noduchý n-stran  a  naopak,  tak  že  obrazec  ten  jest  sám  k  sobě 
korrelativním. 


Souhrn  n  bodů  v  rovině, 
z  nichž  žádné  tři  neleží  na 
přímce,  a  všech,  v  celku  tedy 

—  n(n  —  1)  přímek  je  spojují- 
cích, nazýváme  úplným  n-rohem. 
Body  ty  nazýváme  opět  vrcholy 
a.  přímky  je  spojující  stranami 
jeho. 


Souhrn  n  přímek  v  rovině, 
z  nichž  žádné  tři  se  neprotí- 
nají   v  jediném  bodě,    a   všech 

jejich,  v  celku  tedy  -^-  n  (n  —  1) 

bodů  průsečných  nazýváme 
úplným  n-stranem.  Přímky  ty 
nazýváme  opět  stranami  a  body 
jich  průsečné  vrcholy  jeho. 

359.  Odvodíme  si  nyní  zvlášf  některé   vlastnosti  úplného 
čtyř  rohu  a  korrelativní  s  nimi  vlastnosti  úplného  čtyřstranu. 


Úplný  čtyřroh  má  čtyři 
vrcholy  a  šest  stran ;  protějšími 
stranami  nazýváme  vždy  dvě 
takové,  které  obsahují  všechny 
čtyři  rohy ;  průsečík  jejich  na- 
zýváme bodem  diagonálním  aneb 
vrcholem  vedlejším.  V  úplném 
čtyřrohu  vyskytují  se  tři  dvo- 
jice stran  protějších  a  tedy  tři 
vrcholy  vedlejší;  ty  určují  tři 
přímky,  jež  zveme  diagonál- 
ními   aneb  vedlejšími   stranami 


Úplný  čtyřstran  má  čtyři 
strany  a  šest  vrcholů;  protěj- 
šími vrcholy  nazýváme  vždy  dva 
takové,  jimiž  procházejí  všechny 
čtyři  strany;  jejich  spojnici  na- 
zýváme diagonálou  nebo  stra- 
nou vedlejší.  V  úplném  čtyř- 
stranu vyskytují  se  tři  dvojice 
vrcholů  protějších  a  tedy  tři 
strany  vedlejší ;  ty  se  protínají 
ve  třech  bodech,  jež  zoveme 
body  diagonálními  nebo  vrcholy 
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čtyřrohu.  Vrcholy  a  strany 
vedlejSí  tvoří  tříroh  diagonální, 
nazvaný  též  trojúhelníkem  po- 
lárním daného  čtyřrohu. 


vedlejšími  čtyřstranu.  Strany  a 
vrcholy  vedlejší  tvoří  troj  stran 
diagonální,  nazvaný  též  troj- 
úhelníkem polárním  daného 
čtyřstranu. 


Obr.  883. 


Obr.  384. 


Je-li  na  př.  (obr.  383.) 
úplný  čtyřroh  ABCD  daný 
vrcholy  A,  B,  £7,  Z>,  jsou  AB,  CD, 
dále  BC,  BA,  konečné  CA9  BD 
dvojice  protějších  stran  a  P  = 
AB.CD,  Q  —  BC.DA,  B  = 
CA.BD  jeho  vrcholy  vedlejší, 
přímky  p  —  QR,  q  =  RP,  r  = 
PQ  pak  jeho    strany  vedlejší. 

Chceme-li  ve  svazku  pří- 
mek kolem  bodu  P  sestrojiti 
s  PR  přímku  harmonickou  ke 
stranám  PA,  PD  čtyřrohu,  mů- 
žeme postupovati  podle  známé 
konstrukce  (122)  tím,  že  zvolíme 
na  PR  bod  R,  vedeme  přímky 
ACi  BD  a  jejich  průsečíky 
8  přímkami  PA,  PD  dalšími 
dvěma  přímkami  spojíme,  čímž 
obdržíme  společný  bod  obou 
spojnic,  zde  bod  Q,  který  leží  na 
přímce  s  PR  harmonické  ku 
přímkám  PA,  PD.    Jsou  tedy 


Je-li  na  př.  (obr.  384.)  úplný 
čtyřstran  ábcd  daný  stranami 
a,  b,  c,  d,  jsou  a .  b,  cd,  dále  b .  cy 
d.a,  konečně  ca,  b.d  dvojice 
protějších  vrcholů  a  přímky  p7 
g,  r  dvojicemi  těmi  určené  jeho 
stranami  vedlejšími,  body  P= 
q.r,  Qzzzr.p,  R  —  p.q  pak 
jeho  vrcholy  vedlejšími. 

Chceme-li  v  řadě  bodové 
na  přímce  p  sestrojiti  s  bodem 
Q  =  p  .  r  bod  harmonický 
k  vrcholům  Px  =  p .  a,  P2  = p .  d 
čtyřstranu,  můžeme  postupo- 
vati podle  známé  konstrukce 
(122)  tím,  že  klademe  bodem  Q 
přímku  r  a  na  ní  zvolíme  body 
a.c,  b.d,  které  spojíme  oba 
s  oběma  body  PX1  Pa ;  tím  jsme 
vedeni  k  dalším  dvěma  bodům 
a.d,  b.c,  jejichž  spojnice  q 
protíná  p  v  bodě  harmonickém 
s   bodem  Q  k   bodům  P2,  Pa. 
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přímky  PS,  PQ  harmonicky 
sdruženy  ku  přímkám  PA^  PD. 
Obdobnou  konstrukci  můžeme 
provésti  vzhledem  ke  každému 
vrcholu  vedlejšímu. 


Jsou  tedy  body  Qy  R  harmo- 
nicky sdruženy  k  bodům  P,,  Pa. 
Obdobnou  konstrukci  můžeme 
provésti  vzhledem  ke  každé 
straně  vedlejší. 


Obdržíme  tudíž  následující  věty  korrelativní. 


V  úplném  čtyřrohu  jsou  při 
Jcaídém  vrcholu  vedlejším  dvě 
vedlejší  strany  od  dvou  protějších 
stran  harmonicky  odděleny.     (1) 


V  úplném  čtyřstranu  jsou 
na  každé  diagonále  dva  vrcholy 
vedlejší  od  dvou  vrcholů  protěj- 
ších  harmonicky    odděleny.    (lx) 


Přihlížíme-li  ve  větě  na  levo  k  průseku  harmonických 
skupin  přímek  se  stranami  čtyřrohu  anebo  spojíme-li  ve  větě 
na  právo  harmonické  skupiny  bodů  s  vrcholy  čtyřstranu,  ob- 
držíme věty: 


Na  kaídé  straně  úplného 
čtyřrohu  jsou  dva  vrcholy  jeho 
od  sebe  harmonicky  odděleny 
jedním  vrcholem  vedlejším  a 
bodem,  který  leží  na  spojnici 
ostatních  dvou  vrcholů  vedlej- 
ších. (2) 

Obr.  385.  —  Obdržíme 
takto  v  průsečících  stran  úpl- 
ného čtyřrohu  ABCD  s  jeho 
stranami  vedlejšími  šest  bodů 
nových,  které  jsou  vrcholy 
úplného  čtyřstranu ;  čtyřstran 
ten  danému  čtyřrohu  jest  ve- 
psán, t.  j.  vrcholy  čtyřstranu 
toho  leží  po  jednom  na  stranách 
čtyřrohu  daného  a  oba  mají 
společný    trojúhelník    polární. 

Neboť  body  řečené  leží 
čtyřikrát  po  třech  na  jedné 
přímce,  a  každým  z  nich  pro- 
cházejí dvě  takové  přímky. 

Vždy  leží  ony  tři  z  bodů 
řečených  na  přímce,  které  leží 
na  stranách  některého  trojúhel- 
níka  v  daném   čtyřrohu  obsa- 


Při  každém  vrcholu  úplného 
čtyřstranu  jsou  dvě  strany  od 
sebe  harmonicky  odděleny  jednou 
stranou  vedlejší  a  přímkou^  která 
směřuje  ku  průsečíku  ostatních 
dvou  stran  vedlejších.  (2X) 

Obr.  385.  —  Obdržíme 
takto  ve  spojnicích  vrcholů 
úplného  čtyřstranu  abcd  sjeho 
vrcholy  vedlejšími  šest  nových 
přímek,  které  jsou  stranami 
úplného  čtyřrohu ;  čtyřroh  ten 
jest  danému  čtyřstranu  opsán, 
t.  j.  strany  čtyřrohu  procházejí 
po  jedné  vrcholy  čtyřstranu 
daného  a  oba  mají  společný 
trojúhelník  polární. 

Neboí  řečené  přímky  pro- 
tínají se  čtyřikrát  po  třech 
v  jednom  bodě,  a  na  každé  z  nich 
leží  dva  takové  body. 

Vždy  procházejí  ony  tři 
z  řečených  přímek  týmžbodem> 
které  obsahují  vrcholy  někte- 
rého trojúhelníka  v  daném  čtyř- 


zeného.  Trojúhelník  takový  leží 
totiž  perspektivně  s  trojúhel- 
níkem polárním  čtyřrohu ;  stře- 
dem perspektivním  jest  onen 
čtvrtý  vrchol  čtyřrohu,  který 
vytřenému  trojúhelníku  ne- 
přináleži.  Osa  perspektivní  troj- 
úhelníkův  uvedených  jest  spoj- 
nice průsečíků  mezi  jejich  stra- 
nami sobě  příslušnými.  Průse- 


stranu  obsaženého.  Trojúhelník 
takový  leží  totiž  perspektivně 
s  trojúhelníkem  polárním  čtyř- 
stranu;  osou  perspektivní  jest 
ona  čtvrtá  strana  čtyřstranu, 
která  vytčenému  trojúhelníka 
nepři  náleží.  Střed  perspektivní 
trojúheloíkův  uvedených  jest 
průsečíkem  přímek  spojujících 
jejich    vrcholy  sobě  příslušné. 


číky  ty  vgak  jsou  tři  z  oněch 
šesti  bodů,  o  nichž  věta  naše 
jedná. 

Tak  leží,  podržíme  li  dří- 
vější označení,  na  stranách 
trojúhelníka  ABD  body  AB.  BQ, 
BD .  QB  a  DA .  PB ;  body  ty  j  sou 
průsečíky  stejnolehlých  stran 
pro  trojúhelníky  ABD,  RQP. 
které  leží  perspektivně  pro  bod 
C  jakožto  střed;  proto  vyzna- 
čené tři  body  iežj  na  přímce  c, 
ose  to  perspektivní  těchto  troj- 
úhelníků. Z  konstrukce  jest  pa- 
tmo,  že  jak  čtyřroh  daný,  tak 
i  čtyřstran  odvozený  mají  PQR 
za  trojúhelník  polární. 


Spojnice  ty  však  jsou  tři  z  oněch 
Šesti  přímek,  o  nichž  se  ve 
větě  naší  jedná. 

Tak  procházejí,  ponechá- 
me-li  dřívější  označení,  vrcholy 
trojúhelníka  abd  spojnice  bodů 
a.b,P,  bodů  b.d,  R  a  d.a,  Q; 
přímky  ty  jsou  spojnicemi 
stejnolehlých  vrcholů  pro  troj- 
úhelníky abd,  rqp  =  RQP,  jež 
leží  perspektivně  pro  přímku 
c  jakožto  osu;  proto  vyznačené 
tři  spojnice  procházejí  týmže 
bodem  C,  středem  to  perspek- 
tivním těchto  trojúhelníků. 
Z  konstrukce  jest  patrno,  že 
jak  čtyřstran  daný  tak  i  čtyř- 
roh odvozený  mají  PQR  za 
trojúhelník  polární. 
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Větu,    o  které  jsme  zde  jednali,    jsme    v  jiném   pojetí   již 
-dříve  (124)  seznali. 

360.    Vytkneme    si  ještě    vetu    o    homologických   čtyřrozích 
4i  čtyřstranech. 


Vztahujeme-li  k  sobě  dva 
úplné  čtyřrohy  A  BCD.  A&C&, 
které  nemají  žádného  prvku  spo 
léčného  takovým  způsobem,  aby 
pět  bodů.  které  jsou  stanoveny 
pěti  dvojicemi  homologických 
stran  tak,  Se  kaídý  z  bodů  jest 
průsečíkem  přímek  v  jedné  dvojici 
obsažených,  leželo  na  přímce  n, 
pak  též  šestá  dvojice  homologi- 
ckých stran  určuje  bod,  který  leží 
na  přímce  u,  a  spojnice  homologi- 
ckých bodů  protínají  se  vesměs 
■v  jediném  bodě  U. 


Vztahujeme-li  k  sobě  dva 
úplné  čtyřstrany  abcd,  axbxcldí, 
které  nemají  žádného  prvku  spo- 
lečného takovým  způsobem,  aby 
pět  dvojic  homologických  vrcholů 
určovalo  pět  přímek  v  jediném 
bodě  V  se  protínajících,  při  černí 
haždá  přímka  jest  spojnicí  dvou 
vrcholů  homologických,  pak  též 
šestá  dvojice  homologických  vr- 
cholů určuje  přímku,  která  pro- 
chází bodem  U,  a  průsečíky  homo- 
logických bodů  leží  vesměs  na 
jediné  přímce  u. 

Proveďme  nejprv  důkaz  věty  na  levo  vyslovené. 

Obr.  386.  —  Předpokládejme,  že  pět  bodů  AB.AXBX, 
AC.AXCX,  AD.A^,  BC.BXCX,  BD.BXDA  leží  na  přímce  u 
s,  dokažme,  že  i  bod  CD.CXD1  leží  na  u.  Trojúhelníky  ABC, 
A1B1Cl  jsou  perspektivní,  ježto  homologické  strany  jejich  se 
protínají  na  u,  proto  procházejí  přímky  AAX,  BBX,  CC^  jediným 
l)odem  U.  ale  též  trojúhelníky  ABD,  AXB1D1  jsou  perspektivní, 
poněvadž  homologické  strany  jejich  se  taktéž  protínají  na  u, 
proto  procházejí  přímky  AAX,  BBX,  DDt  jediným  bodem,  který 
se  patrně  stotožňuje  s  bodem  U.  Tím  jsme  nejprv  seznali,  že 
veškeré  spojnice  homologických  vrcholů  v  řečených  čtyřrozích 
.se  protínají  v  jediném  bodě   Í7. 

Dále  jsou  trojúhelníky  ACD,  A1C1DX  perspektivní,  ježto 
spojnice  homologických  vrcholů  procházejí  bodem  V,  jak  jsme 
právě  seznali,  proto  strany  CD,  C\DX  protínají  se  na  spojnici 
bodů    AC.AXCX,    AD.A1DX.   Spojnicí   tou  však  jest    přímka  u. 

Důkaz  věty  na  právo  vyslovené  plyne  z  důkazu  právě  pro- 
vedeného korrelativní  záměnou  příslušných  pojmů. 

Patrně  leží  též  trojúhelníky  polární  PQR,  P1QlBl  jak  čtyř- 
rohů  ve  větě  první,  tak  čtyřstranů  ve  větě  druhé,  perspektivně 
pro  týž  bod  U  jakožto  střed  a  touž  přímku  u  jakožto  osu  per- 
spektivní. Neboť  vytkneme-li  ve  větě  první  vrchol  P  =  AB .  CD 
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pro  trojúhelník  polární  čtyřrohu  ABCD  a  vrchol  Px  =  AxB^mtCvD'I 
pro  trojúhelník  polární  čtyřrohu  A^QD^  leží  trojúhelníky 
ACP}  A^C^  perspektivně  vzhledem  k  přímce  u  jakožto  ose 
perspektivní;  následkem  toho  protínají  se  pro  trojúhelníky  ty 
spojnice  homologických  vrcholů  v  bodě  V.  Obdobně  procházejí 
přímky  QQ^  RRX  bodem  U,  tak  že  leží  trojúhelníky  PQR,  P1QlRl 
perspektivně  pro  bod  U  jakožto  střed.  Dále  jsou  na  př-  troj- 
úhelníky APQ,  A1P1Q1    perspektivní   pro  bod  U  jakožto    střed 


Obr.  886. 


perspektivní.  Ježto  homologické  strany  jejich  AP%  AXPX  jakož 
i  AQ,  AxQiy  jsouce  totožný  s  dvěma  dvojicemi  homologických 
stran  čtyřrohu,  se  protínají  na  přímce  t*,  Činí  tak  i  strany  PQf 
PXQX-  Z  toho  plyne,  že  přímka  u  jest  zároveň  osou  perspektivní 
trojúhelníků  PQR,  PXQXR^ 

Duálním  postupem  zjednáme  si  důkaz  vztahu  toho  pro 
polární  trojúhelníky  čtyřstranů  ve  větě  druhé. 

Věty  právě  odvozené  mají  platnost  i  tehdy,  když  oba  čtyř- 
rohy,  resp.  oba  čtyřstrany  leží  v  různých  rovinách,  poněvadž 
věty  o  perspektivních  trojúhelnících  mají  platnost,  jak  bylo 
původně  odvozeno,  též  pro  trojúhelníky  ležící  v  různých  ro- 
vinách. 

361.  Svazek  prostorový  můžeme  považovati  buď  za  svazek 
přímek  nebo  za  svazek  rovin;  v  prvém  případě  určují  dvě  přímky 
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rovinu,  v  druhém  dvě  roviny  přímku.  Stejným  postupem  jako 
v  rovině  přicházíme  tedy  k  útvarům  a  větám  duálním  ve  svazku 
prostorovém,  jestliže  prvky  bod  a  přímku  v  rovině  nahradíme 
pro  svazek  prvky  přímkou  a  rovinou.  Když  jsme  seznali  princip 
duality  pro  rovinu,  můžeme  vysloviti  ihned  správnost  principu 
toho  ve  svazku  prostorovém;  protneme-li  totiž  svazek  prosto- 
rový rovinou,  která  v  něm  není  obsažena,  přidržujeme-li  se  zase 
perspektivního  názoru  na  prostor,  každá  přímka  ve  svazku  protíná 
rovinu  tu  v  bodě  a  každá  rovina  ve  svazku  protíná  ji  v  přímce ; 
patrně  jsou  dva  útvary  ve  svazku  prostorovém  korrelativní,  je-li 
tomu  tak  pro  průseky  jejich  s  vytknutou  rovinou. 

Tím  dovedeme  z  každé  projektivní  souvislosti  útvarů  v  ro- 
vině odvoditi  hned  další  tři  souvislosti  jistých  útvarů.  Pře- 
devším obdržíme  tu  v  rovině  souvislost  duální ;  spojíme- li  dále 
dané  útvary  v  rovině  s  libovolným  bodem  mimo  rovinu  ležícím, 
utvoříce  si  takto  jejich  zor,  obdržíme  určitou  souvislost  útvarů 
ve  svazku  prostorovém,  jíž  přísluší  ve  svazku  tom  opět  určitá 
souvislost  útvarů  korrelativních. 

Veškeré  věty  a  konstrukce  právě  uvedené  vzhledem  k  rovině 
vedou  nás  tedy  ve  svazku  prostorovém  k  větám  a  konstrukcím, 
jež  jsou  rovněž  po  dvou  duální. 

Uvedeme  zde  jenom  následující  příklady. 


Myslíme-li  si  ve  svazku 
prostorovém  n  přímek  v  určité 
posloupnosti,  tak  aby  za  po- 
slední následovala  zase  první, 
a  předpokládáme-li,  že  žádné 
ze  tří  po  sobě  jdoucích  přímek 
neleží  v  téže  rovině,  pak  souhrn 
těchto  n  přímek  jakož  i  n  rovin 
jimi  stanovených,  z  nichž  každá 
dvě  po  sobě  jdoucí  přímky 
spojuje,  nazýváme  jednoduchým 
n-hranem ;  přímky  ty  nazýváme 
hranami  a  vytčené  roviny 
stranami  jeho. 


Myslíme*  li  si  ve  svazku 
prostorovém  n  rovin  v  určité 
posloupnosti,  tak  aby  za  po- 
poslední  následovala  první,  a 
předpokládáme-li,  že  žádné  ze 
tří  po  sobě  jdoucích  rovin  ne- 
protínají  se  v  téže  přímce,  pak 
souhrn  těchto  n  rovin,  jakož  i 
jejich  n  přímek  průsečných, 
z  nichž  každá  jest  průsečnicí 
dvou  po  sobě  jdoucích  rovin, 
nazýváme  jednoduchým  n-stra- 
nem  ve  svazku  prostorovém ; 
roviny  ty  nazýváme  stranami 


a  vytčené  přímky  hranami  jeho. 

Střed  svazku,  jemuž  n-hran,  nebo  n-stran  přináleží,  nazý- 
váme též  středem  nebo  vrcholem  w-hranu,  resp.  n-stranu. 
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362.  O  trojh ránech  má  platnost  věta  sama  k  sobě  duální : 

V*tahujeme-li  dva  soustředné  troj  hrany  k  sobě  tak,  ze  ony  tři 
roviny,  které  spojuji  příslušné  sobě  hrany  jejich  a,  ax ;  b.  br  ;  c,  cx  ; 
protínají  se  v  jediné  přímce,  pak  příslušné  jejich  strany  protínají  se 
ve  třech  přímkách,  ležících  v  jedné  rovině  a  naopak. 

Neboť  veškeré  útvary  ve  větě  vytčené  leží  ve  svazku  pro- 
storovém a  podvojná  věta  právě  vyřčená  jest  pouhým  duálním 
přenesením  věty  o  perspektivních   trojúhelnících  v  rovině  (63). 

Trojhrany  ty  nazýváme  perspektivními;  zmíněnou  přímku 
nazýváme  jejich  osou  perspektivnosti  a  zmíněnou  rovinu  jejich 
rovinou  perspektivnosti. 

Také  pojem  protilehlých  prvků  v  w-rohu  a  n-stranu  v  rovině 
se  přenáší  na  w-hrany  a  w-strany  ve  svazku  prostorovém;  rovněž 
tak  dospějeme  k  úplným  w-hranům  a  n-stranůrn  ve  svazku  pro- 
storovém. Přihlédněme  zde  toliko  k  úplným  čtyřhranům  a  čtyř- 
stranům  takovým.  Ze  vztahu  prvků  v  úplném  čtyřrohu  a  čtyř- 
stranu  dospíváme  ihned  ku  protilehlým  prvkům  Čtyřhranu,  resp. 
čtyřstranu  prostorového,  kdežto  diagonální  přímce  a  diagonál- 
nímu bodu  v  čtyřrohu  a  čtyřstranu  rovinném  přísluší  diagonální 
rovina  čili  strana  a  diagonální  přímka  čili  hrana  v  úplném 
čtyřhranu  a  čtyřstranu  prostorovém. 


V  úplném  čtyřhranu  na- 
zýváme protějšími  stranami 
vždy  dvě  takové  roviny,  které 
obsahují  všechny  čtyři  hrany; 
jejich      průsečnici      nazýváme 

hranou  diagonální  aneb  vedlejší. 

§ 

Úplný  čtyřroh  má  tři  hrany 
vedlejší,  které  tvoří  jeho  troj- 
hran  diagonální  čili  polární. 


V  úplném  čtyřstranu  svaz- 
ku prostorového  nazýváme  pro- 
tějšími hranami  vždy  dvě  ta- 
kové přímky,  jimiž  procházejí 
všechny  čtyři  strany ;  rovinu, 
která  je  spojuje,  nazýváme 
stranou  diagonální  aneb  vedlejší. 
Úplný  čtyřstran  takový  má  tři 
strany  diagonální,  které  tvoří 
jeho  trojstran  diagonální  čili 
polární. 

Víme,  že  protětím  čtyř  harmonických  přímek  svazku  ro- 
vinného rovinou,  která  neprochází  středem  jeho,  obdržíme  čtyři 
body  harmonické,  přímé  řadě  bodové  přináležející,  a  protětím 
čtyř  rovin  svazku  osového  rovinou,  která  neprochází  osou  jeho, 
obdržíme  čtyři  přímky  harmonické  rovinnému  svazku  přímek 
přináležející;  proto  můžeme  vysloviti  následující  věty  korre- 
lativní. 
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V  úplném  čtyřhranu  jsou 
při  každé  hraně  vedlejší  dvě 
strany  vedlejší  ode  dvou  protějších 
stran  harmonicky  odděleny. 


V  úplném  čtyřstranu  svazku 
prostorového  jsou  v  každé  straně 
vedlejší  dvě  hrany  vedlejší  ode 
dvou  hran  protějších  harmonicky 
odděleny. 


363.  Útvar  základní  třetího  řádu  má  za  prvky  základní 
buď  body  nebo  roviny.  Tu  přináležejí  především  následujícím 
vztahům  na  levo  uvedeným  pro  prostor  bodový  korrelativní 
vztahy  na  právo  uvedené  pro  prostor  rovinový. 


1.  Dva  body  určuji  přímku, 
která  je  spojuje. 

2.  Tři  body,  které  neleží 
na  jediné  přímce,  určují  rovinu, 
která  je  spojuje. 

3.  Bod  a  přímka,  která 
jím  neprochází,  určují  rovinu, 
která  je  spojuje. 

4.  Dvě  přímky,  které  mají 
jeden  bod  společný,  leží  v  jedné 
rovině. 


1.  Dvě  roviny  určují 
přímku,  v  níž  se  protínají. 

2.  Tři  roviny,  které  nepro- 
cházejí jedinou  přímkou,  určují 
bod,  v  němž  se  protínají. 

3.  Rovina  a  přímka,  která 
v  ní  není  obsažena,  určují  bod, 
v  němž  se  protínají. 

4.  Dvě  přímky,  které  leží 
v  rovině,  mají  jeden  bod  spo- 
lečný. 

Ovšem  jest  nutno,  aby  vztahy  uvedené  měly  bezvýjimečnou 
platnost,  abychom  i  zde  předpokládali  opět  perspektivní  názor 
na  prostor.  Poznáváme  tu,  že  v  prostoru  dle  principu  duality 
k  sobě  přináležejí  bod  a  rovina,  kdežto  přímce  jakožto  spojnici 
dvou  bodů  zase  přímka,  ale  jakožto  průsečnice  dvou  rovin 

Uvedené  vztahy  korrelativní  můžeme  snadno  rozšířiti  a  vždy 
spojiti  ve  větu  jednu.  Tak  ze  vztahů  korrelativních,  právě  uve- 
dených (1—4),  obdržíme  postoupně  následující  věty  obecné. 

1*.  V  základním  útvaru  třetího  řádu  určují  dva  základní 
prvky  útvar  základní  prvého  řádu,  který  je  obsahuje. 

2„.  V  základním  útvaru  třetího  řádu  tři  základní  prvky, 
které  nepřináležejí  témuž  útvaru  základnímu  prvého  řádu,  ur- 
čují útvar  základní  druhého  řádu,  který  je  obsahuje. 

3*.  Y  základním  útvaru  třetího  řádu  základní  prvek  a  zá- 
kladní útvar  prvého  řádu,  jemuž  prvek  ten  nepřináleží,  určují 
základní  útvar  druhořadý,  který  je  obsahuje. 

4*.  V  základním  útvaru  třetího  řádu  dva  útvary  základní 
prvého  řádu,  mající  jeden  základní  prvek  společný,  určují  zá- 
kladní útvar  druhořadý,  jemuž  oba  přináležejí. 
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Na  základě  těchto  vět  bychom  mohli  každé  dvě  korrela- 
tivní  věty  vyjádřiti  jedinou  větou;  proč  tak  nečiníme,  má  pří- 
činu v  tom,  že  při  odvození  vět  a  konstrukcí,  týkajících  se 
vztahů  mezi  útvary  geometrickými,  představa  bývá  nám  vo- 
dítkem; ano  při  odvozováni  vět  a  konstrukcí  na  základě  gra- 
fických obrazů  musíme  vždy  prvky  a  útvary  určitě  vytknouti. 

364.  Uveďme  zde  ještě  některé  příklady  vět  a  úloh  duálních. 

Jestliže  v  libovolném  počtu  Jestliže  v  libovolném  počtu 

přímek,      které      neprocházejí     přímek,    které    neleží    vesměs 
vesměs  týmž  bodem,  vždy  dvě     v  téže  rovině,  vždy  dvě  a  dvě 


a    dvě    jsou    incidentní,    leží 
všechny  v  jedné  rovině. 

Ježto  neprocházejí  vše- 
chny přímky  jedním  bodem, 
můžeme  z  nich  zvoliti  tři  a,  6,  c 
tak,  aby  tvořily  troj  stran,  kte- 
rým jest  stanovena  rovina  abc. 
Každá  jiná  přímka  d  protíná 
strany  jeho  alespoň  ve  dvou 
různých  bodech,  má  tedy  tyto 
body  s  rovinou  právě  stano- 
venou společné;  následkem  toho 
sama  leží  v  rovině  abc. 


jsou      incidentní,      procházejí 
všechny  jedním  bodem. 

Ježto  všechny  přímky  ne- 
leží v  jedné  rovině,  můžeme 
z  nich  zvoliti  tři  a,  6,  c  tak, 
aby  tvořily  troj  hran  abc  ve 
svazku  prostorovém,  jehož  stře- 
dem jest  bod  průsečný  a.b.c 
rovin  ab,  acy  bc.  Každou  jinou 
přímku  d  lze  s  hranami  a,  b,  e 
spojiti  alespoň  dvěma  různými 
rovinami,  které  procházejí  tedy 
bodem  a.b.c,  následkem  čehož 
i  přímka  d  jim  společná  musí 
procházeti  tím  bodem. 

Dva  vztahy  kollineární  o  útvarech  v  prostoru  vůbec  se 
stotožňují,  jestliže  v  nich  prvky,  bod  a  rovina,  jsou  souměrně 
zastoupeny.  Vztah  takový  jsme  nazvali  k  sobě  duálním.  Je-li 
daná  úloha  sama  k  sobě  duální,  jest  její  řešení  rovněž  duální 
samo  k  sobě,  nebo  lze  ji  řešiti  dvěma  způsoby,  z  nichž  jeden 
jest  duálním  přenesením  druhého.  To  má  platnost  na  př.  o  úloze 
následující. 

Dána  jest  rovina,  bod  v  ni  ležíci  a  libovolná  přímka;  v  dave 
rovině  má  se  vésti  daným  bodem  přímka,  která  danou  přímku  protíná. 

Tu  mánie  řešení  duální: 


Buď  spojíme  bod  daný 
s  danou  přímkou  rovinou  a  pro- 
tneme tuto  rovinou  danou  v  žá- 
dané přímce. 


Aneb  protneme  danou  ro- 
vinu danou  přímkou  v  bodě  a 
spojíme  tento  bod  s  daným  bo- 
dem žádanou  přímkou. 
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Úloha.  Dány  jsou  dvě  přím- 
icy  a,  b  mimolěiné  a  bod  C  mimo 
ně  leSíď,  vésti  máme  bodem 
Um  přímku  p,  která  obě  přímky 
protíná. 

Spojíme  bod  C  s  přímkami 
•a,  b  rovinami  Ca,  Cb\  pak  jest 
p  průsečnicí  rovin  těch. 

Nebo  položíme  bodem  C 
a  jednou  z  přímek  rovinu, 


Úloha.  Dány  jsou  dvě  přímky 
a,  b  mimoběiné  a  rovina  C,  která 
iádnou  z  nich  neobsahuje ;  vésti 
máme  v  rovině  této  přímku  p, 
která  obě  přímky  protíná. 

Protneme  rovinu  C  přím- 
kami a7b  v  bodech  Ca,  C . b ; 
i  jest  p  spojnicí  bodů  těch. 

Nebo  ustanovíme  průsečík 
roviny  C  s  jednou  z  přímek, 


•čímž  úloha  jest  převedena  na  úlohu  předcházející. 

366.  Z  vět  1*— 4,  v  363  sezná váme,  jak  v  útvarech  základních 
třetího  řádu  prvky  různé  mocnosti  náležejí  k  sobě  korrelativně  ; 
základním  útvarům  prvořadým  a  druhořadým  přináležejí  totiž 
útvary  základní  téhož  řádu,  tedy:  řadě  bodové  přímé  přináleží 
svazek  osový  rovin,  poli  bodovému  přináleží  prostorový  svazek 
rovin,  přímým  řadám  bodovým,  jejichž  osy  tvoří  rovinný  svazek 
přímek,  přináležejí  svazky  rovin,  jichž  osy  tvoří  rovněž  rovinný 
svazek  přímek,  a  přímým  řadám  bodovým,  jejichž  osy  tvoří  pole 
rovinné,  přináležejí  osové  svazky  rovin,  jejichž  osy  tvoří  pro- 
storový svazek  přímek. 

Zvlášť  pak  čtyřem  harmonickým  bodům  na  přímce  ležícím 
přináležejí  čtyři  harmonické  roviny  procházející  přímkou,  čtyřem 
harmonickým  přímkám  ve  svazku  rovinném  příslušejí  rovněž 
čtyři  harmonické  přímky  takového  svazku. 

Odtud  přicházíme  zase  zpět  od  duality  prostoru  k  dualitě 
pro  útvary  základní  v  prostoru. 

V  útvarech  prvého  řádu  nelze  o  dualitě  mluviti,  poněvadž 
každý  takový  útvar  obsahuje  jenom  základní  prvky  stejného 
druhu. 

Abychom  si  odvodili  princip  duality  pro  útvary  druhořadé 
z  obecného  principu  duality  v  prostoru,  uvažme,  že  dle  toho 
přináležejí  útvarům  rovinného  pole  bodového  duální  útvary 
v  prostorovém  svazku  rovin,  a  to 


máme-li  v  rovinném  poli  bo- 
dovém 

bod,  řadu  bodovou  přímou, 
přímku  jakožto  nositelku 
bodů, 

svazek  přímek, 


máme 
rovin 


v    prostorovém    svazku 


rovinu,  svazek  osový  rovin, 
přímku  jakožto  osu  rovin, 

svazek  přímek. 
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Předpokládáme-li,  že  střed  svazku  prostorového  neleží 
v  rovině  duálního  k  němu  pole  bodového,  rovina  pole  toho 
protíná  svazek  prostorový  v  poli  přímkovém,  a  dospíváme  takto* 
ke  dvěma  útvarům  korrelativním  v  rovině;  naopak  se  promítá 
pole  bodové  ze  středu  svazku  pomocí  prostorového  svazku 
přímek,  a  dospíváme  takto  ke  dvěma  útvarům  korrelativním 
ve  svazku  prostorovém.  Tím  dojdeme  ke  vztahům,  o  nichž 
jsme  zprvu  zvláště  jednali. 


366.  Souhrn  n  bodů  v  pro- 
storu v  určité  posloupnosti,  kde 
za  posledním  bodem  následuje 
opět  první,  z  nichž  žádné  tři  po 
sobě  jdoucí  neleží  na  jediné 
přímce  a  žádné  čtyři  po  sobě 
jdoucí  nejsou  obsaženy  v  jediné 
rovině,  jakož  i  n  přímek,  z  nichž 
každá  spojuje  dva  po  sobě  jdoucí 
body  a  n  rovin,  z  nichž  každá 
spojuje  tři  po  sobě  jdoucí  body, 
nazýváme  prostorovým  n- rohem 
jednoduchým,  těch  n  bodů  jeho 
vrcholy,  n  přímek  jeho  hranami 
a  n  rovin  jeho  stěnami. 


Souhrn  n  rovin  v  prostoru 
v  určité  posloupnosti,  kde  za 
rovinou  poslední  následuje  opět 
první,  z  nichž  žádné  tři  po  sobě 
jdoucí  neprocházejí  jedinou 
přímkou  a  žádné  čtyři  po  sobě 
jdoucí  neprotínají  se  v  jediném 
bodě,  jakož  i  n  přímek,  z  nichž 
každá  jest  průsečnicí  dvou  po 
sobě  jdoucích  rovin  a  n  bodůT 
z  nichž  každý  jest  průsečíkem 
tří  po  sobě  jdoucích  rovin,  na- 
zýváme n- stenem  jednoduchým, 
těch  fi  rovin  jeho  stěnami,  n  pří- 
mek jeho  hranami  a  n  bodů  jeho 


vrcholy. 

Poznáváme    z    toho,    že    n-roh    prostorový    jest    zároveň 
n-stěnem  a  naopak. 


Úplný  n-roh  v  prostoru  jest 
souhrn,  záležející  z  n  bodů  na 
zvaných  vrcholů,  z  nichž  žádné 
čtyři  neleží  v  téže  rovině,  dále 
z  přímek  hranami  zvaných,  které 
dané  body  spojují  po  dvou,  jakož 
i  rovin  stěnami  zvaných,  které 
dané  body  po  třech  spojují. 

Prochází  tudíž  každým  vrcho- 
lem n— 1  hrana,  a  -^-(n — 1)  (»— 2) 

stěn,  a  každou  hranou  procházejí 
n— 2  stěny. 


Úplný  n-stěn  jest  souhrn, 
záležející  z  n  rovin  nazvaných 
stěnami,  z  nichž  žádné  čtyři 
neprotínají  se  v  témže  bodě. 
dále  z  přímek  hranami  zvaných, 
v  kterých  se  dané  roviny  po 
dvou  protínají,  jakož  i  bodů, 
vrcholy  zvaných,  v  kterých  se 
dané  roviny  po  třech  protínají. 

V  každé  stěně   leží  tudíř 

n  - 1  hrana,  ■—  (»— 1)  (b— 2)  vr- 

cholů,   a  na  každé   hraně   leži 
n — 2  vrcholy. 
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Pro  n  =  4  jest  jednoduchý  n-roh  zároveň  úplným  n-rohem 
i  w-stěnem ;  nazýváme  jej  krátce  čtyřstěnem.  Čtyřstěn  dělí,  když 
veškeré  prvky  jeho  jsou  v  konečnu,  prostor  v  osm  částí,  z  níž 
jediná  leží  úplně  v  konečnu;  jest  to  ona  část  (obr.  387.)  kterou 
ve  stereometrii  označujeme  jedině  jakožto  čtyřstěn;  nazýváme 
část  tuto,  jakož  i  každou  jinou  z  ostatních  částí  čtyřstěnem 
obyčejným.  Zbývajících  těch  sedm  čtyřstěnů  obyčejných  roz- 
padá se  ve  dvě  skupiny.  Čtyřstěny  ty  mají  vesměs  společné 
vrcholy  ležící  v  konečnu.  Ve  skupině  prvé  (obr.  388.)  tři  hrany 
tvořící  trojúhelník  leží  taktéž  v  konečnu,  kdežto  tři  hrany, 
které  ze  společného  vrcholu  vycházejí,  procházejí  nekonečnem; 
takové  obyčejné  čtyřstěny  jsou  čtyři.  Ve  skupině  druhé  (obr.  389.), 


Obr.  387. 


Obr.  388. 


Obr.  389. 


která  čítá  tři  obyčejné  čtyřstěny,  jsou  pro  každý  z  nich  dvě 
hrany  mimoběžné  zcela  v  konečnu,  kdežto  všechny  ostatní 
hrany  a  všechny  stěny  procházejí  nekonečnem. 

Úplný  čtyřroh  jsa  zároveň  jednoduchým  čtyřstěnem,  jest 
útvar  sám  k  sobě  duální;  v  něm  přináležejí  si  duálně  útvary 
sobě  protilehlé,  a  to 


čtyřem  vrcholům,  šesti  hranám 
spojujícím  vrcholy  po  dvou, 
čtyřem  trojúhelníkům  ve  stě- 
nách čtyřstěnu 


čtyři  stěny,  šest  hran,  v  nichž 
se  stěny  po  dvou  protínají,  čtyři 
troj  hrany  mající  středy  ve  vr- 
cholích. 


Z  této  vlastnosti  obdržíme  věty: 


Úplný  čtyřstěn  se  promítá 
z  libovolného  bodu,  který  ne- 
leží v  žádné  stěně  jeho,  úplným 
<5tyřhranem;  vrcholy  jeho  se  pro- 

J.  8obotka:  Deskriptirni  geometrie. 


Úplný  čtyřstěn  jest  proťat 
libovolnou  rovinou,  která  žád- 
ným vrcholem  jeho  neprochází, 
v  úplném  čtyřstranu ;  stěny  jeho 
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mftajl  hranami,  hrany  jeho  stra- 
nami úplného  čtyřbxann. 


jsou  proťaty  ve  stranách,  hrany 
jeho  ve  vrcholích  úplného  čtyř- 
stranu. 


Je-Ii  rovina  sečná  na  právo  průmětnou,  jest  úplný  čtyř- 
stran  stopou  čtyřstěnu ;  protneme-li  průmětnou  fityřhrao  na 
levo,  předpokládajíce,  že  střed  jeho  je  položen  mimo  průmětnu, 
seznáme,  že  průmětem  čtyřstěnu  jest  úplný  Čtyřroh,  a  že  pro 
libovolnou  průmětnu  průmět  čtyřstěnu  a  stopa  jeho  jsou  dva 
útvary  korrelativni,  které  však  lze  považovati,  jak  dále  se- 
známe, za  útvar  jediný,  sám  k  sobě  korrelativni. 

367.  —  Obr.  390.  —  Uvažujme  čtyřstěn  U  =  1234  a  promít- 
něme jej  z  libovolného  bodu  0,  který  není  v  žádné  stěně  čtyřstěnu 
obsažen,  do  libovolné  průmětny  P;  průmět  jeho  označme  U# 
a  hledejme  zároveň  stopu  Ui  čtyřstěnu  toho  do  P.  Za  tím  účelem 
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vyjádřeme  si  dané  útvary  nějakým  průmětem,  na  př.  orthogo- 
nálním  do  P.  Průměty  bodů  1,  2,  3,  4  z  0  jsou  posloupně  stopy  10, 
20,  30,  40  přímek,  které  spojují  dané  vrcholy  1,  2,  3,  4  s  bodem  0. 
Body  10,  20,  30,  40  úplný  čtyřroh  U°  jest  stanoven.  Ui  jest,  jak 
víme,  úplný  čtyřstran;  značíme-li  stopu  hrany  v  U,  která  spo- 
juje vrcholy  m,  w,  jednoduše  nm,  obdržíme  v  Ui  tyto  dvojice 
protějších  vrcholů:  21,  43;  31,  42;  41,  32.  Každá  strana  v  U° 
prochází  určitým  vrcholem  v  Ui,  totiž  obecně  strana,  která  spojuje 
vrcholy  wio,  no  v  U°,  prochází  vrcholem  ntn,  a  naopak  každý 
vrchol  v  Ui  leží  na  určité  straně  čtyřrohu  U°.  Jest  tudíž  čtyř- 
roh  U°  opsán  o  čtyřstran  Ui  a  tedy  čtyřstran  Ui  vepsán  ve  čtyř- 
roh  U°. 

Vytkněme  si  v  U°  libovolný  trojúhelník,  jehož  vrcholy  jsou 
ao,  ho,  co,  tu  mu  přináleží  v  Ui  trojúhelník  s  vrcholy  přísluš- 
nými da,  dř,  resp.  dc;  každý  vrchol  trojúhelníka  prvého  jest 
průmětem  jednoho  vrcholu  čtyřstěnu  z  bodu  0;  v  trojúhelníku 
druhém  jest  strana  příslušnému  vrcholu  protilehlá  stopou  stěny 
v  čtyřstěnu,  jež  jest  onomu  vrcholu  jeho  protilehlá,  který 
jsme  si  prve  vytkli.  Dva  takové  trojúhelníky  jsou  v  poloze 
perspektivní;  středem  perspektivním  jest  zbývající  vrchol  čtyř- 
rohu U°,  osou  perspektivní  jest  zbývající  strana  v  čtyřstranu  Ui. 

Na  př.  jest  trojúhelník  mající  vrcholy  10,  20,  30  perspek- 
tivní s  trojúhelníkem,  majícím  za  vrcholy  body  41,  42,  43.  Středem 
perspektivním  jest  patrně  bod  40;  neboť  body  40,  10,  41  leží 
na  přímce,  která  jest  stopou  roviny  014,  a  obdobně  body  40, 
20,  42  leží  na  stopě  roviny  024  a  body  40,  30,  43  na  stopě  ro- 
viny 034.  Osou  perspektivní  jest  stopa  roviny  123,  spojující 
body  21,  31,  32,  z  nichž  každý  náleží  jedné  straně  trojúhelníka 
prvého  a  zároveň  příslušné  straně  trojúhelníka  druhého. 

V  průmětně  P  vzniká  obrazec,  složený  z  U°  a  Ui,  v  němž 
se  vyskytuje  10  bodů,  totiž  vrcholy  průmětu  U°  a  stopy  Ui  a  10 
přímek,  totiž  strany  v  U°  aUi  v  určitém  pravidelném  uspo- 
řádání; takový  obrazec  jsme  nazvali  konfigurací,  již  zde  ozna- 
číme krátce  (103),  kterýžto  symbol  vyjadřuje  způsob  uspořádání 
bodů  a  přímek  v  obrazci  tom,  totiž  každým  z  10  bodů  prochá- 
zejí tři  přímky,  a  na  každé  z  10  přímek  leží  tři  body.  Ze  ta 
není  zásadního  rozdílu  mezi  oněmi  body  a  přímkami,  které  při- 
náležejí průmětu  U°,  a  oněmi,  které  přináležejí  stopě  Ui,  a  že  oba 
útvary  spojují  se*  v  jediný,  plyne  z  toho,  že  obrazec  ten  jest 
odvozen  z  pěti  bodů,  v  prostoru  libovolně  položených;  body  ty 
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určují    10  přímek  a  10  rovin  je  spojujících;   body  v  (103)  jsou 
stopami  těch  přímek  a  přímky  v  (103)  jsou  stopami  těch  rovin. 

Poznáváme  z  toho,  že  lze  (108)  paterým  způsobem  rozložiti 
v  úplný  čtyřroh  a  do  něho  vepsaný  čtyřstran ;  neboť  lze  z  bodů 
0,  1,  2,  3,  4.  utvořiti  pět  různých  Čtyřstěnů,  a  (103)  se  skládá 
z  průmětu  a  stopy  každého  takového  čtyřstěnu,  při  čemž  pro- 
mítáme vždy  ze  zbývajícího  pátého  bodu.  Dále  lze  (103)  rozložiti 
desaterým  způsobem  v  obrazec  dvou  perspektivních  trojúhelníků; 
každý  takový  obrazec  obdržíme,  jestliže  libovolný  trojúhelník, 
utvořený  z  bodů  0,  1,  2,  3,  4,  promítneme  z  každého  ze  zbý- 
vajících dvou  bodů;  stopa  přímky,  která  tyto  spojuje,  jest 
středem  perspektivním,  a  stopa  stěny,  v  níž  vytčený  trojúhelník 
leží,  jest  osou  perspektivní. 

Zároveň  tu  sezná váme,  že  v  rovině  každý  obrazec  dvou 
perspektivních  trojúhelníků  jest  takovou  konfigurací  (103),  s  níž 
jsme  se  již  v  63.  zabývali. 

368.  Dříve  (64)  jsme  se  zanášeli  konfigurací  obecnější,  ozna- 
čenou (203,  154),  kterou  jsme  považovali  za  průmět  bodů  a  pří- 
mek, společných  šesti  rovinám.  Týmž  pochodem  jako  prve 
můžeme  si  nyní  odvoditi  konfiguraci  korrelativní  (154,  203), 
skládající  se  tedy  z  15  bodů  a  20  přímek,  při  čemž  každým  bodem 
procházejí  čtyři  přímky  a  na  každé  přímce  leží  tři  body.  Kon- 
figuraci tuto  obdržíme  patrně  jakožto  stopu  úplného  Šestirohu 
v  prostoru,  daného  libovolnými  6  body  do  roviny  P,  již  jsme 
brali  za  průmětnu.  Body  konfigurace  jsou  stopy  hran  a  přímky 
konfigurace  jsou  stopy  stěn  úplného  šestistěnu,  spojující  daných 
6  bodů  po  dvou,  pokud  se  týče  po  třech.  Lze  tedy  vlastnosti 
této  konfigurace  z  vlastností  dříve  uvedených  pro  konfiguraci 
(203,  154)  odvoditi  duálním  přenesením  a  k  vlastnostem  těm 
připojiti  další  pro  obě  konfigurace,  týkající  se  úplných  čtyřrohů 
a  čtyřstranů,  které  se  v  nich  vyskytují. 

369.  Rozšiřme  ještě  větu  o  perspektivních  trojúhelnících 
v  rovině  pro  prostor  tím,  že  vztahujeme  dva  čtyřstěny,  které 
nemají  spolu  žádného  prvku  společného,  k  sobě  jednoznačně  tak, 
aby  každému  vrcholu  a  tedy  i  každé  hraně  a  stěně  přidruženy 
byly  určitý  vrchol,  pokud  se  týče  určitá  hrana  a  stěna ;  i  můžeme 
vysloviti  následující  věty  korrelativní,  jejichž  správnost  z  vět 
o  perspektivních  trojúhelnících  v  prostoru  (63)  a  z  vět  v  364 
bezprostředně  vysvítá. 
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Procházejí-li  spojnice  při- 
družených sobě  vrcholů  jedi- 
ným bodem  i?,  který  se  nesto- 
tožňuje  se  žádným  vrcholem 
obou  čtyřstěnů,  tak  že  spojnice 
ty  tvoří  úplný  čtyřhran,  pro- 
tínají se  dvě  a  dvě  přidružené 
sobě  hrany  obou  čtyřstěnů  v 
jednom  bodě,  který  nesplývá  se 
žádným  vrcholem  jejich,  a  dvě 
a  dvě  přidružené  stěny  protí- 
nají se  v  přímce,  která  nesplývá 
se  žádnou  hranou  obou  čtyř- 
stěnů, a  jest  osou  perspektivní 
pro  dva  trojúhelníky  v  přidru- 
žených stranách  obsažené,  které 
čtyřstěnům  přináležejí  a  jsou 
perspektivní  pro  bod  R  jakožto 
střed  perspektivní;  obdržíme 
takto  šest  bodů  a  čtyři  přímky, 
ležící  vesměs  v  jedné  rovině  R, 
a  tu  přímky  v  rovině  tvoří 
úplný  čtyřstran  a  body  zmíněné 


Leží-li  průsečnice  přidru- 
žených sobě  stěn  v  jediné  ro- 
vině R,  která  se  nestotožňuje 
se  žáduou  stěnou  obou  čtyř- 
stěnů, tak  že  průsečnice  ty 
tvoří  úplný  čtyřstran,  leží  dvě 
a  dvě  přidružené  sobě  hrany 
v  jedné  rovině,  která  nesplývá 
se  žádnou  stěnou  obou  čtyř- 
stěnů; dva  a  dva  přidružené 
vrcholy  určují  přímku,  která 
nesplývá  se  žádnou  hranou 
obou  čtyřstěnů  a  jest  osou 
perspektivní  pro  dva  troj  hrany, 
které  čtyřstěnům  přináležejí  a 
jsou  perspektivní  pro  rovinu 
R  jakožto  rovinu  perspektiv- 
nosti; obdržíme  takto  šest 
rovin  a  čtyři  přímky,  protí- 
nající se  vesměs  v  jediném 
bodě  12,  a  tu  přímky  ty  tvoří 
úplný  čtyřhran  a  roviny  zmí- 
něné jsou  jeho  stranami. 


jsou  jeho  vrcholy. 

Dva  čtyřstěny  v  poloze  na  levo  nebo  na  právo  vyznačené 
nazýváme  perspektivními,  bod  Ji  pak  středem  perspektivním  a 
rovinu  R  rovinou  perspektivní.  Věty  obě  lze  krátce  vysloviti 
takto : 

Jsou-li  dva  čtyřstěny  perspektivní  pro  libovolný  bod  jakoito 
střed  perspektivní,  jsou  těi  perspektivní  pro  určitou  rovinu  jakoito 
rovinu  perspektivní  a  naopak. 

Dva  perspektivní  čtyřstěny  tvoří  patrně  jediný  útvar  sám 
k  sobě  duální,  skládající  se  z  15  bodů,  20  přímek  a  15  rovin 
následujících  vlastností : 

každým  bodem  prochází  6  rovin  a  4  přímky  čili  úplný 
čtyřhran ; 

na  každé  přímce  leží  3  body,  a  každou  z  nich  procházejí 
3  roviny; 

v  každé  rovině  leží  6  bodů  a  4  přímky,  tvořící  úplný  čtyřstran. 
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Obrazec  ten  tvoří  konfiguraci  prostorovou. 

Roviny  v  konfiguraci  obsažené  sekou  se  mimo  v  20  přímkách 
konfigurace  v  dalších  přímkách,  které  konfiguraci  nepíináležejí; 
z  konstrukce  přímek  těchto  seznáváme,  že  každá  obsáhaje 
jeden  a  jen  jeden  bod  konfiguraci  náležející.  Můžeme  tudíž 
vysloviti  větu: 

„Každá  přímka,  která  leží  ve  dvou  rovinách  konfigurace 
a  spojuje  dva  body  rovněž  v  konfiguraci  obsažené,  náleží 
sama  konfiguraci." 

Konfiguraci  naši  můžeme  15  různými  způsoby  uspořádati 
jakožto  obrazec  dvou  perspektivních  čtyřstěnů ;  každý  z  15  bodů 
a  každá  z  15  rovin  jest  totiž  středem  a  rovinou  perspektivní 
pro  dva  takové  čtyřstěny.  Vyjděme  na  př.  od  libovolného  z  těchto 
bodů,  označme  jej  S;  bodem  tím  procházejí  čtyři  přímky  kon- 
figurace, řekněme  a,  6,  c,  d.  Na  a  leží  další  dva  body  A„  Av 
V  rovině  ab  tvoří  přímky  a  body  konfigurace  úplný  Čtyřstran; 
přímky  a,  b  tvoří  dvě  strany  jeho,  třetí  prochází  vrcholem  Aly 
a  protíná  b  v  dalším  bodě  Bx  konfigurace,  čtvrtá  prochází 
vrcholem  A2  a  protíná  b  v  bodě  B2  taktéž  konfiguraci  přiná- 
ležejícím; přímky  AtBu  A2Ba  protínají  se  v  bodě,  který  rovněž 
náleží  konfiguraci,  poněvadž  jest  vrcholem  čtyřstran n  v  ab. 

Takovým  způsobem  seznáme,  že  z  bodu  Ax  vychází  ještě 
přímka,  protínající  c  v  bodě  Cx  a  přímka,  protínající  d  v  bodě 
Dy  ;  rovněž  obdržíme  na  c  a  d  body  G,,  Z>2,  náležející  zároveň 
přímkám  z  bodu  A2  vycházejícím.  Ale  i  přímky  BXCU  BqC^  jsou 
přímkami  konfigurace.  Bodem  Ax  procházejí  čtyři  přímky  konfi- 
gurace, totiž  přímka  a  a  spojnice  bodu  AY  s  body  B1}  Cly  Dx\ 
roviny,  které  tyto  přímky  spojují,  po  dvou  náležejí  též  konfi- 
guraci. Přímka  OxBx  spojuje  dva  body  konfigurace,  totiž  B1  a  Cx 
a  leží  ve  dvou  rovinách  konfigurace,  totiž  v  bc  a  A1B1C1\  proto 
náleží  sama  konfiguraci.  Obdobně  seznáme,  že  přímka  B2C2  náleží 
konfiguraci.  Čtyřstran  utvořený  z  přímek  konfigurace,  jež  leží 
v  rovině  6c,  má  body  Bx,  £2,  Cx,  <?2,  S  za  vrcholy,  následkem 
čehož  i  bod  B^  .B2C2  jakožto  šestý  vrchol  jeho  též  konfiguraci 
náleží.  Obdobné  úvahy  lze  provésti  pro  roviny  6d,  cd. 

I  máme  dva  čtyřstěny  A^B^D^  A2B2CqD^  ležící  v  kon- 
figuraci, jež  leží  perspektivně  pro  bod  S  jakožto  střed  per- 
spektivní, a  seznáváme,  že  i  body,  ležící  v  rovině  perspektivní 
čtyřstěnů  těch  jsou  vrcholy  úplného  čtyřstranu,  v  konfiguraci 
zcela  obsaženého. 
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Kapitola  I. 
Grafické  provádění  konstrukcí. 

370.  Ačkoliv  jsme  konstrukce,  kterými  jsme  se  dosud  zabý- 
vali, stále  vyjadřovali  obrazy  grafickými,  přece  jsme  k  vlast- 
nostem těchto  jen  výjimečně  měli  zření,  spíše  odvozovali  a  pro- 
váděli jsme  konstrukce  ty  skoro  výhradně  jen  na  geometrických 
Útvarech  abstraktních.  Avšak  mezi  konstrukcemi  s  útvary  ab- 
straktními, které  můžeme  nazvati  konstrukcemi  ideálními,  a  reál- 
ními konstrukcemi,  provedenými  na  nákresně,  jimiž  je  usku- 
tečňujeme a  které  nazvati  můžeme  konstrukcemi  grafickými^  jest 
rozdíl  zásadní,  jehož  původ  sahá  do  samých  základů  geometrie 
vůbec. 

Základní  poznatky  geometrie  jsou  ovšem  původu  empiric- 
kého, založeny  jsouce  bezprostředně  na  pozorování  útvarů  hmot- 
ných. My  z  poznatků  těch  dospíváme  abstrakcí  útvarů  hmot- 
ných tím,  že  vlastnostem,  které  vyplývají  z  konkrétních  poměrů, 
pozorovaných  na  útvarech  skutečných,  přisuzujeme  platnost 
absolutní  a  formulujeme  je  pak  jakožto  věty  základní  neboli 
axiomy  (zásady).  Uvádíme  za  příklad  věty: 

1.  Bod  nemá  žádných  rozměrů. 

2.  Přímka  jest  nekonečná,  má  toliko  jeden  rozměr,  jejž 
nazýváme  délkou. 

3.  Dva  různé  body  lze  vždy  spojiti  jedinou  přímkou. 

Axiomy  však  vyjadřují  jen  omezený  počet  zřejmých  vlast- 
ností z  empirie  vyvozených,  jež  ku  zbudování  určitého  druhu 
geometrie  jsou  nevyhnutelné,  ale  zároveň  postačitelné ;  mimo  to 
mohou  obsahovati  též  některé  empiricky  poznané  vlastnosti, 
jichž  zavedení  pro  řečené  budování  není  sic  nevyhnutelné,  ale 
je  usnadňuje. 

Souhrn  těchto  vět  základních  nazýváme  úplnou  soustavou 
axiomů.  Vše  další,  co  tvoří  obsah  příslušné  geometrie,  má  v  ní 
oprávněnost  jen  tenkráte,  když  jest  pouhým  logickým  rozumo- 
váním ze  zásad  pomocí  zákonité  souvislosti  jejich  odvozeny 
Útvary,  k  nimž  takto  dospíváme,  nazýváme  útvary  ideálními  čili 
útvary  praecisnimi.  To  ovšem  nevylučuje,  abychom  pro  snadnější 
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pochopení  a  na  vyhledávání  nových  pravd  geometrických  ne- 
užívali názoru  a  jiných  pomůcek  empirických. 

Máme-li  pak  útvary  ideální  realisovati,  t.  j.  vyjádřiti 
hmotnými  prostředky,  při  čemž  máme  zde  v  prvé  řade  na  mysli 
vyjádření  grafické  na  rovné  straně  nákresny,  a  máme-li  odvo- 
zovati vlastnosti  geometrické  útvarů  takto  vzniklých,  budeme 
hleděti  jíti  cestou  opačnou  a  sledovati,  pokud  lze  výsledky 
geometrie  útvarů  ideálních  přenášeti  na  útvary  skutečné.  Ze 
vzniku  základních  vět  geometrie  jest  patrno,  že  zpětné  přenášení 
jejích  výsledků  na  útvary  skutečné  může  se  díti  toliko  přibližně, 
a  že  přenášení  takové  obsahuje  mnoho  nejistého  a  nepřesného. 
Yždyť  se  mohou  dokonce  i  geometrické  útvary,  pomocí  jichž 
jednu  a  touž  myšlenkovou  konstrukci  vyjadřujeme,  od  sebe 
podstatně  různiti.  Poněvadž  však  grafický  obraz  má  po  jistou 
míru  nahrazovati  útvar  ideální,  má  vystihnouti  útvar  ten  způ- 
sobem určitým  a  v  takové  míře,  jak  toho  účel  obrazu  žádá. 

Tím  dospíváme  požadavku,  abychom  zkoumali,  po  jakou 
míru  daný  obraz  grafický,  určitými  prostředky  provedený, 
vzhledem  k  danému  účelu  nahrazuje  příslušný  útvar  geome- 
trický; žádá  se  tedy,  abychom  hledali  pro  každý  určitý  obraz 
grafický  meze,  v  nichž  souhlasí  vlastnosti  jeho  až  na  přípustnou 
přibližnost  s  vlastnostmi  útvaru  ideálního,  který  vyjadřuje, 
čímž  by  nejistota,  která  nás  při  zhotovování  obrazů  grafických 
ovládá,  odpadla  a  nepřesnosti  co  nejvíce  byly  omezeny.  Při  tom 
bychom  si  musili  zavésti  správnou  míru  přesností  pro  posu- 
zování obrazů  grafických. 

Pokud  geometrie  k  tomuto  cíli  směřuje,  nazývá  se  geo- 
metrií útvarů  skutečných  čili  geometrií  approximaóní  na  rozdíl 
od  geometrie  útvarův  ideálních  čili  geometrie  praecisní,  která 
hmotného  vyjadřování  nedbá.  Bohužel  je  geometrie  approximačni, 
pokud  se  vztahuje  ke  grafickým  obrazům,  které  se  rýsují, 
v  prvních  počátcích,  tak  že  o  soustavném  vývoji  tu  nelze  dosud 
mluviti. 

371.  Obecně  lze  říci,  že  jednoduchost  konstrukce  geometrické 
má  vliv  také  na  přesnost  grafického  jejího  vyjádření.  Na  tom 
Lemoine  založil  theorii  konstrukcí,  již  nazval  geometrograjií. 
Každou  konstrukci  rozkládá  v  určité  konstrukce  základní,  po- 
važuje konstrukci  tím  za  složitější,  čím  větší  je  počet  kon- 
strukcí základních  v  ní  obsažených  a  usuzuje  dále,  čím  složi- 
tější konstrukce  jest,  tím  že  se  též  stává  nepřesnější.  Aby  si 
sjednal  měřítko    pro  jednoduchost,    přikládá  každému  výkonu, 
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pomocí  jehož  konstrukci  základní  uskutečňuje,  určitou  váhu. 
Uvedeme  zde  dle  něho  jenom  ty  výkony  čili  operace  a  jejich 
symbolické  označení,  která  se  omezují  na  užívání  pravítka  a 
kružítka. 

Máme  tu 

základní  operace  pravítkové: 

1.  Položiti  pravítko  danou  tečkou  —  výkon  Ji,, 

2.  narýsovati  přímou  čáru  —  výkon  JB^, 

3.  spojiti  dvě  tečky  přímou  čarou  —  výkon  JB3  =  2Rt  +  R*, 

základní  operace  kružítkové: 

1.  zasaditi  hrot  kružítka  do  dané  tečky  —  výkon  C,, 

2.  zasaditi  hrot  kružítka  na    libovolném  místě  dané  čáry 
—  výkon  Ca, 

3.  narýsovati  kružnici  —  výkon  C3. 

Každá  grafická  konstrukce,  kterou  provádíme  dle  pravítka 
a  kružítka,  může  se  pak  symbolicky  vyjádřiti 

lxBx  +  l2R2  +  mlCi  +  w4C2  +  W3C3, 

kde  lu  Z2,  mn  w2l  m^  uvádějí,  kolikrát  se  příslušný  výkon  zá- 
kladní opakuje.  Lemoine  zavádí  dále  approxi  máti  vně  číslo 

S  =  i,  +  í2  +  mx  -f  wtJ  +  w3 

za  míru  jednoduchosti  a  číslo 

E  —  2j  -\-  tWj  -[-  mq 

za  míru  přesnosti  a  soudí,  čím  jest  menší  S  nebo  2?,  tím  větší 
že  jest  jednoduchost,  resp.  přesnost  konstrukce.  Grafické  řešení 
daného  problému  konstruktivního,  při  jehož  provedení  se  s  uve- 
denými výkony  základními  vystačí,  lze  rozmanitým  způsobem 
uspořádati;  ze  všech  známých  uspořádání  dává  se  pak  přednost 
tomu,  pro  něž  číslo  S  má  hodnotu  nejmenší  a  jež  nazývá  se 
geometrografickým.  Ovšem  jest  jím  jen  potud,  pokud  se  nenajde 
jiné,  pro  něž  číslo  8  jest  ještě  menší.  Vyhledáváním  takových 
konstrukcí  geometrografických  podařilo  se  skutečně  pozoru- 
hodné syednodušení  značné  řady  konstrukcí  a  docíleno  zajíma- 
vého uspořádání  konstrukcí,  jimiž  se  některé  problémy  řeší ;  ale 
geometrografie  v  dosavadním  svém  vývoji  poměrného  ocenění 
konstrukcí  samých  neposkytuje ;  mimo  to  nepřihlíží  vůbec  k  ne- 
dokonalostem útvarů  hmotných;  tak  přisuzuje  spojnici  dvou 
teček  stejné  číslo  přesnosti,  ať  již  jest  vzdálenost  jejich  vzhledem 
k  délce,  pokud  má  pro  konstrukci  obrazce  význam,   dostatečně 
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velká  či  příliš  malá;  rovněž  nemá  zření  při  určování  přesnosti 
k  tomu,  zdali  se  dvě  čáry,  jejichž  průsečík  vchází  do  konstrukce, 
sekou  v  úhlu  dosti  velkém  či  v  úhlu  nepatrném. 

372.  V  rýsující  geometrii  vůbec  a  v  deskriptivní  geometrii 
zvláště  approximace  pozbyla  by  všeho  významu  tenkráte,  kdyby 
grafické  útvary  byly  ideální,  t.  j.  kdyby  obsahovaly  přesně 
všechny  vlastnosti  útvarů,  které  vyjadřují.  Tu  by  se  geometrie 
grafických  obrazů  stotožnila  s  příslušnou  geometrií  praecisní. 
To  by  vyžadovalo: 

1.  Nákresna  aby  byla,  pokud  toho  třeba,  neomezená  a  měla 
ve  všech  svých  částech  ideální  vlastnosti  roviny. 

2.  Náčiní  a  přístroje,  jimiž  se  rýsuje,  aby  byly  ideálně 
dokonalé  a  pokud  třeba  neomezené. 

3.  Kdo  grafické  obrazy  provádí,  aby  dovedl  náčiní  a  pří- 
stroje ty  tak  ovládati,  že  veškeré  tečky  a  čáry,  které  na  ná- 
kresně provádí,  měly  by  rovněž  vlastnosti  příslušných  útvarů 
ideálních  a  stály  k  sobě  vespolek  v  polohách  ideálních. 

Obsahem  geometrie  jsou  však  jedině  a  vždy  jen  útvary 
praecisní.  Proto  může  se  také  approximační  geometrie,  vztahu- 
jící se  k  rysům,  zabývati  zase  jen  útvary  ideálními.  Máme  tudíž 
v  grafických  obrazech  vyjádřeny  jisté  útvary  ideální  pomocí 
útvarů  hmotných,  a  chceme-li  geometrickou  souvislost  jejich 
sledovati,  musíme  je  zase  znovu  nahraditi  praecisními  útvary 
ideálními,  ale  takovými,  které  by  byly  s  nimi  v  užším  souhlasu, 
nežli  původní  útvary  ideální,  které  jsou  uvedenými  grafickými 
obrazy  vyjádřeny.  Myslíme  si  tedy  ideální  útvary  geometrie 
praecisní,  které  jsou  původně  dány,  vyjádřeny  jinými  útvary 
ideálními  geometrie  approximační  tak,  že  tyto  nám  podávají 
toliko  okrsky,  v  jichž  mezích  se  vyskytují.  Následkem  toho 
vyjádřen  jest  bod  útvarem,  který  chceme  nazývati  kroužkem, 
a  přímka  nebo  křivka  útvarem,  který  chceme  nazývati  pronikem. 
Kroužek  myslíme  si  omezen  kružnicí  velice  malého  poloměru, 
jehož  délka  nikdy  jistého  maxima  dq  nepřesahuje ;  proužek  my- 
slíme si  omezen  pro  křivku  vůbec  dvěma  křivkami,  jejichž 
vzdálenost  na  každém  místě  jest  taktéž  velice  malá  a  jistého 
maxima  2dx  rovněž  nepřesahuje;  při  vyjádření  přímky  máme 
proužek  omezen  dvěma  rovnoběžkami,  jejichž  vzdálenost  nepře- 
sahuje maxima  2^. 

373.  Je-li  dán  bod  jako  průsečík  dvou  přímek,  protínajících 
se  v  úhlu  qp,  náleží  k  němu  okrsek  omezený  kosočtvercem;  jest  to 
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■část  nákresny,  společná  dvěma  proužkům  přímým.  Dva  kroužky 
na  daném  proužku  přímém  stanoví  určitý  okrsek  pro  délku  d, 
příslušnými  body  na  přímce  vyjádřenou,  pro  nějž  obdržíme 
patrné  délku  d  +  2d2. 

Leží-li  bod  na  křivce,  pravíme,  že  jest  s  ní  incidentni  čili 
soulehlý;  obdobné  pravíme,  že  též  okrsky  je  vyjadřující,  kroužek 
a  proužek,  jsou  incidentni,  což  opět  vyžaduje,  aby  největší  vzdá- 
lenost středu  kroužku  od  střední  křivky  proužku  určitého, 
ovšem  rovněž  velice  malého  čísla  s  nepřesahovala. 


Tím  si  zjednáme  (obr.  391.)  na  př.  okrsek  pro  kroužek 
současně  incidentni  s  dvěma  proužky,  z  nichž  každý  vyjadřuje 
Jednu  přímku  a,  resp.  b,  v  kosočtverci,  jehož  přímky  střední 
splývají  s  přímkami  středními  obou  proužků  a  v  němž  strany 
rovnoběžné  mají  od  sebe  vzdálenost  2(e  +  J2).  Každý  kroužek, 
který  leží  zcela  uvnitř  tohoto  kosočtverce,  může  býti  považován 
za  vyjádření  bodu  a.b.  Takto  vzniká  pro  kroužek  takový  nový 
okrsek,  zde  stanovený  kosočtvercem. 

Každý  proužek  přímý,  který  jest  incidentni  s  libovolným 
kroužkem  tohoto  okrsku  v  uvedeném  smyslu,  jest  vyjádřením 
některé  přímky  c,  bodem  u  .  b  vedené.  Proužky  pro  o,  6  a  e 
omezují  obecně  trojúhelník,  vyjadřující  společný  bod  všech  tří 
přímek.  Poznáváme,  Že  okrsek  pro  kroužek,  vyjadřující  tento 
společný  bod,  se  rozšiřuje  a  stával  by  se  tím  větším,  čím  více 
přímek  takových  bychom  vyjadřovali. 

Jsou-li  proužky  křivé,  vyjadřující  dvě  křivky  a,  b.  myslíme 
si  ve  společném  okrsku  meze  každého  z  nich  nahrazeny  přím- 
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kami   rovnoběžnými,   které  se  jich   dotýkají,   čímž  případ   pře- 
veden na  předcházející. 

Uzavírají-li  strany  kosočtverce,  společného  dvěma  proužkům 
přímým,  spolu  úhel  <p,  čili,  jak  pravíme,  protínají-li  se  proužky 
přímé  buď  přímo  dané  nebo  proužky  křivé  na  místě  průsečném 
nahrazující  v  úhlu  qp,  tu  obsah  n  okrsku  průsečnóho  má  za 
maximum  hodnotu 

sin  q> 

Jsou-li  (obr.  392.)  tři  proužky  incidentní  s  týmž  kroužkem, 
omezují  trojúhelník,  opsaný  kružnicí  poloměru  *  -f-  #,,  jehož 
obsah  jest 

n  =  Lt  -|-  +  COt  A  +  COt  -£-)  (s  +  dt)\ 

značí-li  «,  /?,  y  úhly  proužků  těch. 

čím   menší   jest  *r,   tím  přesnější   jest   grafické  vyjádření 

útvaru,  tak  že  bychom  mohli  hodnotu  — Zavésti  Za  mírU  přeS- 
nosti.  Vidíme,  čím  větší  jest  počet  incidencí  na  sobě  závislých, 
že    tím  menší    obecně    bude  míra  přesnosti;   nejmenší    hodnotu 

— ?  která  se  pak  při  celé  konstrukci  vyskytuje,  mohli   bychom 

zavésti  za  míru  přesnosti  celého  obrazce  grafického  místo  veli- 
činy E,  jíž  Lemoine  užívá.  A  zase  bychom  měli  pro  daný  problém 
vyhledávati  z  možných  konstrukcí  jeho  takové,  jimiž  veličina 

—  nabude  pokud  možná  nejmenší  hodnoty.  Při  výpočtu  plochy  n 

71  » 

bychom  zanedbávali  všechny  veličiny,  které  vzhledem  k  ďlt  d9J 
s  jsou  velmi  malé,  tedy  všechny  členy,  které  vzhledem  k  těmto 
veličinám  jsou  stupně  vyššího  než  2.,  kdežto  při  vyjadřováni 
konečných  délek  při  proužcích  nebo  při  okrscích  vůbec  všechny 
členy  toho  druhu,  jež  jsou  stupně  vyššího  než  1. 

Na  druhé  straně  musí  býti  útvary,  které  do  konstrukce 
vcházejí  a  určeny  jsou  okrsky  útvarů  s  nimi  incidentních  v  ta- 
kových rozměrech,  aby  jimi  v  mezích  přesnosti  požadované  byly 
ještě  definovány;  tak  nesmí  vzdálenost  dvou  kroužků  proužek 
určujících,  a  naopak  úhel  dvou  proužků  kroužek  určujících 
klesnouti  pod  určité  minimum. 

374.  Veličiny  fllf  <*2,  e  závisí  na  dokonalosti  nákresny,  na 
dokonalosti  náčiní  a  přístrojů  rýsovacích  a  na  dokonalosti,  jakou 
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jest  nadán  ten,  kdo  rysy  provádí,  k  tomu  výkonu.  Jestliže  ten, 
kdo  rysy  provádí,  dívá  se  neozbrojeným  zrakem,  jest  snadno 
zjistiti,  že  nákresna,  přístroje  a  náčiní  rýsovací,  jež  se  k  účelům 
přesné  práce  zhotovují,  jsou  v  určitých  mezích  tak  přesné,  že 
ohyby  z  jejich  nedokonalosti  vyplývající  jsou,  užíváme-li  pro- 
středků těch  v  mezích,  pro  něž  přesnost  jejich  má  platnost,  tak 
malé,  vzhledem  k  chybám  původu  fysiologického,  že  jich  lze 
nedbáti. 

Okolnost  tato,  že  hlavní  zdroj  chyb  při  grafických  kon- 
strukcích jest  původu  fysiologického,  vyžaduje,  aby  theorie  chyb, 
vztahující  se  ke  grafickým  obrazům,  založena  byla  na  úvahách 
pravděpodobných,  které  by  se  musily  pro  každý  jednotlivý 
obrazec  zvláště  prováděti;  okolnost  ta  nás  vede  dále  k  tomu, 
že  v  případech,  v  nichž  se  požaduje  veliká  míra  přesnosti,  vy- 
jádříme prvky  a  útvary  obrazů  pomocí  čísel  přesně  definovaných 
a  pomocí  rovnic  mezi  Čísly  těmi,  vyjadřujících  vztahy  prvků 
a  útvarů,  a  přeneseme  postup  celé  konstrukce  v  roucho  analy- 
tické, pak  vyjádříme  zase  graficky  ty  výsledky,  které  se  na 
konstrukci  požadují. 

Vyjádříme-li  libovolný  bod  v  rovině  na  př  jeho  souřadni- 
cemi x,  y  vzhledem  k  dvěma  osám  souřadným,  tu  přece  grafický 
obraz  jeho  můžeme  stanoviti  pouze  okrsky  #',  y'  souřadnic  těch; 
ale  okrsky  ty  jsou  definovány  jako  určité  funkce  čísel  x,  y. 
Vyjádříme-li  totiž  čísla  #,  y  zlomkem  desetinným,  konečným 
nebo  nekonečným,  tu  vzhledem  k  tomu,  že 

x*  =  x±2d„     y'=y±2d2,  (1) 

budou  se  čísla  #,  x1  jakož  i  Čísla  y,  yi  v  určitém  počtu  míst 
shodovati,  čili  čísla  x\  y*  určují  souřadnice  x,  y,  vyjádřené 
desetinným  číslem,  přesně  až  na  určitý  počet  míst.  Kdyby  sou- 
hlas ten  měl   platnost  na  př.    pro  2  desetinná  místa,   pak  jest 

,    ,,       -E(lOO.ír) 

'      '  100 

zuačí-li  E(a)  největší  celistvé  číslo,  které  jest  v  čísle  \a\  ob- 
saženo. Proužek,  který  přináleží  křivce,  jejíž  rovnice  jest  y  =  f(x\ 
jest  vzhledem  k  (1)  vyjádřen  rovnicí  tvaru 

y' =/(*'  + *,)  +  **,  (2) 

v  níž  1,,  X2  jsou  veličiny  neurčité,  jejichž  absolutní  hodnoty 
však  musí  býti  téhož  stupně  velikosti  jako  jsou  čísla  d2,  #,,  «, 
Vynecháme-li  v  (2)  akcenty  při  x'  a  y\  jest  pak  se  zřetelem  na 
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žádanou  approximaci  ve  smyslu  Rolle-ovy  věty  o  střední  hodnotě 
vyjádřené  krátce  známým  vzorcem  f(x-\-h)-=zf(x)-\-hf  (x-\-Qh)Ť 
kteréžto  věty  lze  na  křivky,  jež  možno  vůbec  graficky  vystihnouti, 
vždy  použíti, 

*=/(*)  +  W*) +  *..  (3) 

Rovnice  tato  nám  nahrazuje  pro  obraz  grafický  rovnici 
křivky  dané -/neboť  zde  se  jedná  o  délky,  a  při  těch  přihlížíme 
toliko  k  prvni  mocnině  veličin  dl}  <*2,  e,  tak  že  rovnice  právě 
uvedená  vyjadřuje  nám  proužek  s  dostatečným  přiblížením. 
Rešíme-li  tedy  danou  úlohu  analyticky  pomocí  takových  rovnic 
approximačních,  obdržíme  pro  konstrukci  hledaných  útvarů 
grafických  výslední  rovnice,  které  nazýváme  rovnicemi  differen- 
ciálními  konstrukce  té  a  které  obsahují  veličiny  dl%  <Jtt,  «,  pokud 
se  vztahují  k  okrskům  délek  ve  stupni  prvém,  pokud  ale  se 
vztahují  k  okrskům  ploch  ve  stupni  druhém. 

375.  V  úvahách  dosavadních  neměli  jsme  dosud  zřetele 
k  okolnosti,  že  jak  nákresnu,  tak  i  přístroje  rýsovací  lze  zho- 
toviti jen  v  rozměrech  omezených,  kdežto  útvary  ideální  mohou 
zaujímati  mnohem  větší  část  průmětny  nebo  vůbec  roviny  ob- 
razné R,  nežli  jest  ta  část  její  R#,  která  jest  nákresnou  vy- 
jádřena; ba  mohou  býti  též  nekonečně  velké.  Tak  na  př.  pokud 
se  užívaného  přesného  kružítka  týče,  lze  pomocí  nebo  přenášeti 
přesně  úsečky,  jejichž  délky  nepřesahují  délku  jeho  ramen ;  větší 
délky  nežli  má  každé  rameno  jeho,  nelze  již  přesně  odpíchnouti 
pro  vzpružení,  působící  v  kloubu  kružítka.  Pokud  se  roviny  strojně 
týče,  může  býti  R#  Část  roviny  souvislá,  nebo  může  se  skládati 
z  několika  částí  nesouvislých,  nebo  může  býti  přerušena  druhou 
souvislou  částí  nebo  více  nesouvislými  jinými  částmi  roviny  R* 
V  každém  takovém  případě  lze  však  konstrukce  buďto  vhodnými 
transformacemi  převésti  na  konstrukce  jiné,  které  se  omezují 
pouze  na  R*,  nebo  lze  prvky  aneb  útvary  mimo  R,  ležící,  které 
nazýváme  krátce  nepřístupnými  se  zřetelem  k  nákresně,  určiti 
pomoci  prvků  aneb  útvarů  v  R*  obsažených.  Provádíme  takto 
změnu  určení  útvarů  a  jejich  prvků  anebo  změnu  konstrukce 
v  rovině  R  za  účelem  grafického  vyjádření.  Takovou  změnou 
dosahuje  se  někdy  i  toho,  že  pro  útvar  grafický  jehož  určující 
prvky  jsou  sobě  příliš  blízké,  lze  přesně  sestrojiti  další  prvky 
určující,  jimiž  útvar  ten  s  dostatečnou  určitostí  jest  stanoven* 
To  nastane  na  př.,  je-li  prvkem  určujícím  kružnice  velmi  malého 
poloměru,  nebo  jsou -li  prvky   určující  přímou   čáru  dvě  tečky 
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velmi  blízko  sebe  ležící,  nebo  když  dvě  čáry,  určující  průsekem 
svým  tečku  nějakou,  na  místě  tom  v  úhlu  příliš  malém  se  pro* 
tínají. 

376.  Zavedením  perspektivního  nazírání  na  prostor  docílili 
jsme  toho,  že  s  útvary  nekonečně  vzdálenými  lze  konstrukce 
prováděti  stejným  způsobem  jako  konstrukce  s  útvary  nacháze- 
jícími se  v  konečnu ;  ale  grafické  vyjádření  konstrukcí  těch  se 
v  obou  případech  mnohdy  podstatně  liší  a  jest  v  připadě  prvém 
ovšem  složitější. 

Tak  lze,  abychom  zde  alespoň  jeden  příklad  uvedli,  spojení 
dvou  bodů  A,  B  přímkou  vyjádřiti  graficky  pomocí  jediného 
pravítka,  majícího  jednu  hranu  přímou,  pouhým  přiložením  hrany 
té  k  okrskům  vyjadřujícím  body  A,  B  přirozeně  jen  tenkráte, 
když  body  ty  leží  v  konečnu;  kdežto  leží-li  jeden  z  nich  A 
v  nekonečnu  na  přímce  a,  druhý  pak  B  v  konečnu,  a  chceme-li 
přímku  p  =  AB  graficky  vyjádřiti,  tu  jedině  s  pravítkem  uve- 
deným nevystačíme.  Béřeme  tu  obyčejně  ku  pomoci  ještě  kružítko 
anebo  bychom  mohli  pravítko  řečené  nahraditi  pravítkem  jiným, 
které  má  dvě  rovnoběžné  hrany. 

V  prvém  případě  bychom  si  počínali  způsoby  obecně  zná- 
mými; ku  př.  bychom  položili  bodem  B  kružnici,  protínající  a 
v  bodech  Af,  N9  a  na  kružnici  té  učinili  oblouk  ATQ  roven  i  co 
do  smyslu  oblouku  2?il/,  pak  žádaná  přímka  spojuje  body  B,  Q% 
čímž  teprve  nyní  úloha  jest  převedena  na  úlohu  předcházející. 

V  druhém  případě  jsme  s  to  vyjádřiti  pomocí  uvedeného 
zvláštního  pravítka  přímku  druhou  b  k  a  rovnoběžnou,  která 
však  obecně  bodu  B  nebude  obsahovati;  pak  můžeme  přímku p 
sestrojiti  jakožto  spojnici  bodu  B  s  nepřístupným  průsečíkem 
přímek  0,  b  podle  některé  z  konstrukcí,  jimiž  se  budeme  v  ná- 
sledujícím blíže  zanášeti,  z  nichž  arci  můžeme  užíti  jenom  těch, 
které  lze  pomocí  pravítka  našeho  graficky  vyjádřiti.  Vedeme 
tedy  na  př.  bodem  B  libovolnou  přímku  protínající  a  v  bodě  At, 
b  v  bodě  B1  a  k  přímce  té  po  obou  stranách  rovnoběžky  c,  d 
pomocí  našeho  pravítka.  Budiž  tu  CY  =  a  .  c,  Dx  =  a  .d)  pak 
jest  CÍA1  =  -dj-Ďj.  Dále  protneme  b  spojnicí  BCr  v  bodě  C\ 
a  vedeme  přímky  A^C^  Dx Blf  které  se  protnou  v  dalším  bodě  P 
v  konečnu  ležícím,  ap  =  BP  (138). 

Jinak  můžeme  konstrukci  přímky  p  pro  grafické  vyjádření 
pomocí  našeho  pravítka  způsobilou  provésti  následovně. 

Vedeme  bodem  B  přímku  b,  která  a  seče  v  bodě  Bx% 
K  přímce  b  vedeme  dvě  rovnoběžky  c,  d  tak,  aby  c  — |  6  =  d  Hc 
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a  spojíme  přímkou  bod  d.a  s  bodem  B;  seče  li  přímka  ta  c 
v  bodě  Ci  a  přímka  B1C1  přímku  d  v  bodě  P,  jest  p  =  BP 
přímkou  žádanou. 

V  případě  prvém  mohli  bychom  se  při  konstrukcích  uva- 
žovaných arci  vyhnouti  střídavému  užívání  pravítka  a  kružítka, 
poněvadž   konstrukce  v  rovině,  jež  lze  řešiti   pomocí    přímek 
a  kružnic,    lze   řešiti    též   pouze    přímkami   za   pomoci    jediné 
pevné  kružnice  známého  středu. 


Pomocné  konstrukce. 

377.  Konstrukce  druhu  v  odstavci  375.  uvedeného  nazývají 
se  obyčejně  konstrukcemi  pomocnými,  k  nimž  často  při  gra- 
fickém zobrazování  se  uchylujeme  a  jichž  jsme  již  příležitostně 
použili.  V  následujícím  výkladě  shrneme  některé  takové  kon- 
strukce, které  se  při  provádění  různých  problémů  vyskytují 
a  často  opakují.  Poněvadž  v  rovině  strojně  vyjadřujeme  průměty 
útvarů  prostorových,  sprostředkujeme  mnohdy  takovou  kon- 
strukci pomocnou  použitím  průmětů  buď  již  .se  vyskytujících 
nebo  vhodně  zvolených  prvků  neb  útvarů  v  prostoru. 

V  principu  nejjednodušší  transformace  vzniká  případným 
uvedením  do  polohy  podobné,  při  čemž  se  může  zvoliti  modul  po- 
dobnosti tak,  že  útvary  v  libovolné  konečné  části  roviny  strojné  R 
jsou  vyjádřeny  uvnitř  části  R#,  na  niž  se  všechny  konstrukce 
mají  omeziti.  Ovšem  lze  transformace  té  jenom  dotud  používati, 
pokud  přesnost  vyjádření  to  připouští,  jinak  nutno  se  uchýliti 
k  pomůckám  jiným.  Podotýkáme,  že  v  následujícím  výkladě 
všecky  útvary,  pokud  není  zvláště  jinak  uvedeno,  leží  v  jediné 
rovině,  totiž  v  rovině  strojné  R. 

378.  Úloha.  Vyjádřiti  máme  sdruženými  průměty  průsek  p  dvou 
rovin  R,,  Ra,  jestliže  se  souhlasné  stopy  obou  rovin  v  mezích  roviny 
strojné  neprotínají. 

1.  —  Obr.  393.  —  Položme  rovinu  R3,  rovnoběžnou  s  R4 
tak,  aby  pro  průsečnou  přímku  q  rovin  R,,  Ra  byly  body  stopni 
4?i  =  fn .  fsi,  Qn  =  nu  •  *8ii  přístupny.  Jsou-li  #,,  #2,  JBa  body 
prňsečué  rovin  R,,  Ra,  resp.  R3  s  osou  x,  mysleme  si  polohu 
podobnou  takovou,  aby  2^  byl  střed  podobnosti  a  bodu  S3 
útvaru  jednoho  aby  příslušel  bod  R2  útvaru  podobně  položeného. 
V  této  poloze  příslušeti  bude  bodu  #1  bod  Pí,  bodu  Qn  bod  Pu, 
tedy  přímce  q'  přímka  p\  přímce  q"  přímka  p"  a  libovolnému 
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bodu  na  q1,  resp.  q"  příslušeti  bude  bod  na  p',  resp.  p".  Libovolný 
paprsek  podobnosti  u,  bodem  Jí,  vedený,  protne  přímky  rsl,  ra 
ve  dvou  bodech  sobě  příslušných  Q„  P,.  Přímkám  QtQ"ít  ftCn 
příslušejť  tudíž  přímky  s  nimi  rovnoběžné  a  bodem  P,  vedené. 
Protne  tedy  první  z  nich  x  v  bodě  P"\,  druhá  v  bodě  ?n, 
a  přímka  p'  jde  bodem  J*n  rovnoběžně  s  q',  přímka  p"  bodem 
P"i  rovnoběžně  s  q". 


Anebo  protneme  «  přímkami  q\  q"  v  bodech  ^>'a,  Q"3  a 
vedeme  bodem  Ji,  rovnoběžky  ku  přímkám  HaQ'tt  RtQ"-.t;  rov- 
noběžky ty  protnou  i*  v  bodech  f2,  resp.  T"\  %  jde  pak  p'  bo- 
dem P,  rovnoběžné  s('a  p"  bodem  P",  rovnoběžně  s  2". 
2.  Jiný  způsob  řešení  úlohy  této  jest  tento: 
Obr.  394.  —  Vedeme  opět  rovinu  R,||R,,  tak  aby  body 
Qi=r]i.t-iiF  Qu  =  f'ii  •  r>ii  byly  přístupny.  Dále  jest  vtrojúhelníku 
PiJiiiř,  bod  P"t  patou  výšky  s  vrcholu  Pí  jdoucí.  Spustíme-li 
tedy  s  .fí,  kolmici  na  rn  a  s  ís  na  rn,  průsečík  Vl  těchto 
kolmic  bude  bodem  společným  všem  třem  výškám  vytčeného 
trojúhelníka;  proto  kolmice  s  V,  na  x  jest  výškou  jeho  třetí, 
a  její  patou  jest  bod  P"j,  jímž  prochází  p"  rovnoběžně  s  přímkou 
Q"iQu-  Obdobně  sestrojíme  Pn,  spustímo-li  s  Jí,  kolmici  na  rm, 
s  Rt  na  řm  a  s  průsečného  bodu  F,  obou  kolmici  na  x.  Patou 
její  jest  bod  F'i,  jímž  prochází  přímka  p'  rovnoběžná  s  Q'nQh 

J.  Sobotka:  DeikripttmJ   gnometrie.  8íi 
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379.  Úloha.   Spojiti   máme  přímkou  u  daný   bod  L    s  nepří- 
stupným průsečíkem  8  daných  přímek  a,  b. 


i 
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■'  // 
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Obr.  894. 


1.  —  Obr.  395.  —  Úlohu  ta  lze  sestrojiti  na  základě  násle- 
dující úvahy.  Víme,  že  v  úplném  čtyřstranu  libovolné  dvě  úhlo 


Obr.  896. 


příčny   a,  b  jsou  harmonické  ku  přímkám,  spojujícím  průsečík 
ai  s  oněmi  vrcholy  jeho,  které  neleží  na  žádné  z  úhlopříčen  a,  b. 


-  647  — 

Sestrojíme  tedy  úplný,  ctyřstran  tak,  aby  přímky  dané 
a,  b  byly  proň  dvěma  úhlopříčnami  a  aby  bod  L  byl  jedním 
jeho  vrcholem.  Značíme-li  I  vrchol  protější  k  L  v  čtyřstranu 
vytčeném,  jsou  přímky  SI,  SL  =  u  harmonické  ku  přímkám  a,  6. 
Dále  sestrojme  druhý  ctyřstran  úplný  tak,  aby  zase  přímky  a,  b 
byly  proň  dvěma  úhlopříčnami  a  jeden  jeho  vrchol  splynul  s  I. 
Značíme-li  pak  Lx  vrchol  k  I  protější,  jsou  opět  přímky  SI,  fiXx 
harmonické  k  přímkám  a,  b  a  proto  SLX  =  SL;  následkem  toho 
přímka  LLX  prochází  bodem  S  a  jest  hledanou  spojnicí  u.  Tím 
nabýváme  tohoto  řešení  úlohy: 


\    _ 


Obr.  396. 


Obr.  397. 


Daným  bodem  L  vedeme  k  a  a  6  dvě  příčky,  protínající 
příslušně  přímku  a  v  bodech  Au  JLa,  přímku  b  v  bodech  Bl9  B2; 
pak  stanovíme  průsečík  I  přímek  AXB^  A2Bl}  jímž  vedeme 
další  příčku,  protínající  a  v  bodě  -á3,  b  v  bodě  2?3;  tu  se 
přímky  AsBt)  -422?3  sekou  v  bodě  LX1  a  hledaná  přímka  u  spo- 
juje bod  L  s  bodem  L%.  Přímky  A3Bq,  AlB3  se  protínají  rovněž 
v  bodě,  náležejícím  přímce  «. 

2.  —  Obr.  396.  —  Také  souvislost  dvou  perspektivních 
trojúhelníků  vede  nás  snadno  k  cíli.  Na  a  zvolíme  libovolně  bod  -á, 
na  b  bod  B,  vedeme  libovolnou  přímku  h  a  sestrojíme  k  troj- 
úhelníku -áBL  trojúhelník  perspektivní  tak,  aby  bod  S  byl  středem 
a  přímka  h  osou  perspektivní.  Vedeme  k  tomu  cíli  bodem  h .  AB 
libovolnou  přímku,  protínající  a  v  bodě  4„  i  v  bodě  BX1  dále 
spojnici  bodu  At  s  bodem  h.AL  a  spojnici  bodu  Bt  s  bodem 
h.BL;  obě  spojnice  se  protnou  v  bodě  Lx  a  patrně  přímka  LLX 
prochází  středem  perspektivním  S  a  jest  tudíž  přímkou  hledanou. 

Volíme-li  trojúhelník  ABL  tak,  aby  splynul  s  trojúhel- 
níkem AXB%L  a  přímku  h  tak,   aby  splynula  s  přímkou   A^Bíy 

35* 
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konstrukce  předcházející  (obr.  395.),  pak  přísluší  trojúhelníku 
A1B<lL  trojúhelník  A3B3LX,  z  čehož  poznáváme,  že  předcházející 
konstrukce  jest  jen  zvláštním  případem  konstrukce  právě  uve- 
dené. 

3.  —  Obr.  397.  —  Sestrojili  jsme  přímku  u  jakožto  spojnici 
dvou  sobě  příslušných  vrcholů  v  perspektivních  trojúhelnících  ; 
můžeme  ji  však  též  sestrojiti  jakožto  osu  dvou  perspektivních 
trojúhelníků  acp,  a,c,p,,  procházející  bodem  L.  Zvolme  na  př. 
a,E&a  veďme  bodem  L  přímky  c,  cx  libovolně ;  pak  můžeme 
ještě  střed  perspektivní  O  trojúhelníků  řečených  voliti  libovolně 
na  spojnici  d  vrcholů  sobě  příslušných  a.c,  ax  ,cx.  Bodem  O 
veďme  další  dvě  přímky  e,  /  a  za  stranu  p  trojúhelníka  prvého 
zvolme  spojnici  bodů  a.e,  c.f;  tu  strana px  trojúhelníka  druhého 
spojuje  body  a, .  e,  cx  ./.  Tím  jest  perspektivní  poloha  trojúhel- 
níků acpy  acxpx  stanovena;  osa  perspektivní  u  spojuje  bod  Lzzzc  c, 
s  bodem  P=:p.px  a  prochází  bodem  S  =  a.ax  ;  jest  tedy  přímka 
LP  spojnicí  u  bodu  L  s  bodem  S. 

Konstrukce,  které  jsme  dosud  prováděli,  mají  tu  zajímavost, 
že  je  lze  pomocí  jediného  pravítka  vyjádřiti.  Avšak  pro  gra- 
fické provádění  jsou  méně  způsobilé,  neboť  se  snadno  může 
přihoditi,  že  přímky  strojně  se  protínají  pod  úhly  malými  anebo 
spojují  body,  ležící  příliš  blízko  sebe;  tu  jest  výhodnější  kon- 
strukce ty  uspořádati  pro  zvláštní    polohy  útvarů  pomocných. 

4.  Místo  libovolných  dvou  trojúhelníků  perspektivních 
v  konstrukci  2.  použitých  sestrojíme  dva  trojúhelníky  podobné 
položené. 

Obr.  398.  —  Zvolíme  tedy  trojúhelník  ABL,  jehož  dva 
vrcholy  A,  B  leží  na  daných  přímkách  a,  b  a  třetím  vrcholem 
jest  daný  bod.  Dále  protneme  vhodně  zvolenou  rovnoběžku  k  AB 
přímkami  a,  b  příslušně  v  bodech  Al9  Bx ;  prvním  z  nich  vedeme 
rovnoběžku  k  AL,  druhým  k  BL  a  stanovíme  jejich  průsečík  Lx. 
Ježto  pak  trojúhelníky  ABL,  AxBíLl  leží  podobně,  přímka  LLX 
prochází  jejich  středem  podobnosti  a.  6;    proto  jest  u  =  LLX. 

5.  —  Obr.  396.  —  Aneb  místo  abychom  v  konstrukci  2. 
BL  vedli  libovolně,  učiníme  LB\\h,  čímž  nabudeme  konstrukce 
v  obrazci  vyjádřené. 

6.  —  Obr.  397.  —  Eovněž  tak  v  konstrukci  3.  místo  abychom 
volili  O  libovolně  na  d,  vedeme  e||/||d.  Máme  zde  tedy  pro 
dva  útvary  stanovenu  polohu  affinní  dvěma  dvojicemi  sobě  pří- 
slušných přímek  aau  ccx  a  vyhledáme  k  libovolné  přímce  p  pří- 
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slušnou  přímku  pt.   Hledaná   přímka  u  jest  pak   osou   affinity 
a  jest  stanovena  body  Lzzzc.c^  P  =  Jp.jp1. 

7.  K  jednoduché  konstrukci  vede  následující  úvaha. 

Obr.  399.  —  Buďtež  a,  ř,  c  přímky,  z  bodu  8  vycházející. 
Na  jedné  z  nich  c  zvolme  bod  A^  na  druhé  b  bod  Bt  a  veďme 
body  těmi  dvě  rovnoběžky;  první  z  nich  nechť  seče  b  v  bodě 
1,  a  v  bodě  A,  druhá  pak  přímku  a  v  bodě  B.  Body  A  a  B 
veďme  dále  rovnoběžky  k  přímce  AXB1}  z  nichž  nechť  první 
seče  b  v  bodě  Atn  druhá  v  bodě  2,  a  konečně  veďme  bodem  A2 
rovnoběžku  k  BBt  protínající  B2  v  bodě  B2.    Obdržíme   takto 
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Obr.  398. 


Obr.  399. 


dva  trojúhelníky  podobně  položené  B1Aíl,  2BílA2i  o  nichž  snadno 
seznáme,  že  mají  bod  3  za  střed  podobnosti.  Neboť  mysleme  si 
polohu  podobnou  o  středu  £,  v  níž  bodu  B  přináleží  bod  A. 
V  poloze  této  náleží  k  bodu  JBX  bod  lak  bodu  2  bod  Atl.  Plat- 
nost tu  má  úměra 

SBl  :Sl=S2:  SA2 

a  tedy  také  úměra 

SBt  :S2  =  8l  :  SAq, 

z  níž  následuje,  vytkneme-li  si  novou  polohu  podobnou,  ma- 
jící rovněž  S  za  střed,  v  níž  bodu  Bx  přísluší  bod  2,  že  v  po- 
loze té  bodu  1  přísluší  bod  Aq  a  tedy  trojúhelníku  B^l 
trojúhelník  2BaA2;  následkem  toho  bodu  At  přísluší  bod  Bt 
a  proto  prochází  přímka  A^B^  středem  podobnosti  S.  Leží  tedy 
bod  B2  taktéž  na  přímce  c. 
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Z  toho  vyplývá  následující  řešení  předložené  úlohy. 

Obr.  400.  —  Protneme  na  př.  a  v  bodech  Ny  P  dvěma 
rovnoběžkami,  z  nichž  druhá  prochází  bodem  i,  první  seče 
přímku  b  v  bodě  M.  Body  N,  P  vedeme  dále  rovnoběžky  ku 
přímce  LM,  z  nichž  první  nechť  bodem  Lt  hledané  přímky  » 
prochází;  bodem  <?,  v  němž  druhá  seče  6,  vedeme  rovnoběžku 
ku  přímce  MNy  kteráž  rovněž  již  bod  i,  obsahuje.  Tím  jest 
bod  Lx  určen  a  LLX  jest  hledaná  přímka  w. 


Obr.  400. 


Obr.  401. 


8.  —  Obr.  401.  —  Mohli  bychom  použíti  též  následující 
vlastnosti.  Leží-li  v  rovině  na  přímce  a  body  1,  2,  3,  na  přímce  * 
body  l1,  2',  3'  tak,  že  jest  12'||1'2  a  13'||1'3,  jsou  také  přímky 

23',  2'3  rovnoběžné.  Neboť  z  12'  ||  1'2 
plyne,  značíme-li  M  bod  a.  6.  úměra 
Ml  :  Ml  =  A/2' :  MV  a  z  13' ||  1'3 
úměra  MUMl  =  méiMV.  Dělením 
obou  úměr  obdržíme  úměru  novou 
3/3  :  M2  =  MV  :  MS'y  pročež  jest 
32' ||  23'. 

Na  základě  této  vlastnosti  ob- 
držíme následující  konstrukci. 

Obr.  402.  —  Protneme  přímky 
a,  b  libovolnou  přímkou  c,  daný 
bod  L  obsahující,  v  bodech  -4,  2?. 
Libovolná  rovnoběžka  s  a  seče  b 
vedeme-li  bodem  A  rovnoběžku  ku 
přímce  L,L,  protínající  b  v  bodě  Ax,  jest  hledaná  přímka  u 
rovnoběžná  k  přímce  p=  AXL^. 


Obr.  402. 


v  bodě   Lu  c  v  bodě  L 


f2  > 
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Správnost  konstrukce  a  důvod  pro  uvedený  postup  její 
vysvitne  ihned,  označí  me-li  příslušně  body  A,  i,  ia  třeba  1,  2,  3 
a  body  L,,  Ati  a.b  pak  1',  2',  3'. 

380.  Úloha.  Sestrojiti  jest  průsečík  P  dané  přímky  p  s  přímkou, 
která  jest  určena  tím,  Se  spojuje  daný  bod  L  s  nepřístupným  prů- 
sečíkem daných  dvou  přímek  a,  b. 

Éešení  předcházející  úlohy  dává  bezprostředně  rozmanité 
konstrukce  bodu  P. 

1.  —  Obr.  403.  —  Na  základě  řešení  4.  obdržíme  P,  zvo- 
líme-li  trojúhelník  LAB  tak,  aby  jedna  strana  jeho  bodem  L 
procházející  byla  rovnoběžná  s  jp,  na  př.  LA.  Pak  zvolíme  bod 
p .a  za  AtJ  vedeme  AíBt  \\  AB  a  bodem  Bu  v  němž  AABt  seče  6, 
vedeme  rovnoběžku  s  BL\  rovnoběžka  ta  seče  p  v  žádaném 
bodě  P. 


Obr.  403. 


Obr.  404. 


2.  —  Obr.  404.  —  Na  základě  konstrukce  7.  vedeme  bodem 
X  přímku  1  \\p  až  ku  přímce  b  a  přímku  3||2,  je-li  2  spojnicí 
bodů  1.6,  o-i>;  dále  bodem  3.  a  přímku  4||p  a  bodem  4.6 
přímku  5  ||  2.  Přímka  poslední  seče  p  v  hledaném  bodě  P. 

3.  —  Obr.  397.  —  Tak  dává  dále  na  př.  řešení  6.  bezpro- 
středně konstrukci  žádaného  bodu  P;  prve  jsme  přímku  p  volili 
libovolně,    kdežto  nyní  přímka  ta  jest  dána. 

381.  Úloha.  Sestrojiti  máme  přímku  u,  rovnoběžnou  s  danou 
přímkou  q  a  procházející  nepřístupným  průsečíkem  S  daných  dvou 
přímek  a,  b. 

1.  —  Obr.  405.  —  Můžeme  sestrojiti  u\\q  jakožto  osu  po- 
lohy affinní,  jejíž  směr  jest  taktéž  dán  přímkou  q  a  v  níž  přímce  a 
přináleží  přímka  b.  Protneme  na  př.  přímky  a,  b  přímkou  q 
v  bodech   A}  B,  některou  přímkou   k  ní  rovnoběžnou  v  bodech 
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An  Bl.  Naneseme  vhodně  na  q  úsečku  A^B^-=.  AB.  Kdyby 
užití  přímky  q  nebylo  se  zřetelem  ke  grafickému  provedení 
účelné,  nahradíme  ji  jinou  přímkou  s  ní  rovnoběžnou.  Trojúhel- 
níky AA1A<1,  BBtB2  si  přináležejí  polohou  affinní,  proto  se 
přímky  AXA^  B,Ba  sekou  v  bodě  P  na  ose  affinityw,  čímž  tato 
přímka  jest  stanovena. 

2.  —  Obr.  406.  —  Specialisujeme  řešení  6.  v  379.  tím,  že 
vedeme  c  ||c,||3,  při  čemž,  je-li  to  účelné,  nahradíme  jednu 
z  přímek  c,  c,  přímkou  g,  zde  přímku  cx. 


u 


Obr.  405. 


Obr.  406. 


3.  —  Obr.  402.  —  Na  základě  vztahu  8.  v  379.  protneme 
přímky  a,  i,  p  ||  q  libovolnou  přímkou  c  v  bodech  A9  B,  L£ ;  bodem 
L,2  vedeme  rovnoběžku  s  a,  která  protne  b  v  bodě  Lx  a  bodem 
tímto  vedeme  rovnoběžku  ku  přímce,  která  spojuje  body  A,  Ax 
=  b.p\  rovnoběžka  tato  seče  již  c  v  jednom  bodě  L  hledané 
přímky  u  \\p. 

382.  Úloha.  Sestrojiti  jest  průsečík  P  dané  přímky  p  s  přím- 
kou m,  určenou  směrem  a  jedním  bodem  *S,  který  jest  dán  jako  ne- 
přístupný průsečík  dvou  přímek  a  a  b. 

Konstrukce  žádaná  plyne  bezprostředně  z  řešení  úlohy 
předcházející.  Přímka  u  má  býti  rovnoběžná  s  přímkou  q. 

1.  —  Obr.  405.  —  Proťali  jsme  zde  tedy  opět  přímky  a,  b 
přímkou  q  v  bodech  A,  B.  Značí-li  Bq  bod  p  .q,  učinili  jsme 
B„A^  =  BA  a  proťali  jsme  v  -4,  přímku  a  rovnoběžkou  ku  q 
bodem  Bt  =  p .  b  vedenou  ;  tu  AaAí  seče  přímku  p  v  hledaném 
bodě  P. 

2.  —  Obr.  406.  —  Ěešení  2.  předcházející  úlohy  se  opakuje 
s  tím  rozdílem,  že  strana  p  trojúhelníka  apc  nemůže  se  již 
voliti,  ježto  byla  dána. 
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383.  Úloha.  Dva  nepřístupné  body  S,  T  mají  se  spojiti  přím- 
kou w,  je-li  první  dán  jákoíto  průsečík  přímek  a,  a1%  druhý  jako 
průsečík  přímek  6,  &,. 

Obr.  407.  —  Můžeme  sestrojiti  průsečík  P  libovolné  přímky  p 
s  hledanou  přímkou  t*.  Považujme  k  tomu  cíli  na  př.  přímku  u 
zbl  osu  affinní  polohy,  v  níž  přímkám  a,  b  příslušejí  přímky  at,  &, ; 
přímka  r  spojující  body  a. 6,  a,  .^  podává  směr  affinity.  Vedeme 
body  a.p,  b.p  přímky  s,  t  rovnoběžné  s  r,  tu  přímka  px 
spojuje  body  s.  aíf  t.bly  a  bod  P  =  p.p1  jest  žádaným  průse- 
číkem. Abychom  mohli  přímku  u  vésti,  jest  třeba  znáti  ještě 
další  bod  její  Q.  Takový  bod  obdržíme,  vedeme-li  třeba  ještě 
jednu  rovnoběžku  v  ku  přímce  r.    Dále  spojíme  body  r.p,  v.b 


Obr.  407. 


a  body  r.puv.bx\  spojnice  ty  si  v  affinní  poloze  příslušejí  a  proto 
se  protínají  v  bodě  Q  na  přímce  u ;  jest  tudíž  u  =  PQ.  Tím  jest 
také  dáno: 

Stanovení  přímky  w,  která  jest  zcela  nepřístupná  a  určena  jest 
jakožto  spojnice  dvou  bodů  rovněž  nepřístupných,  z  nichž  první  A 
jest  průsečíkem  přímek  a,  a,,  druhý  průsečíkem  přímek  6,  fc,. 

Obr.  408.  —  Nejjednodušší  stanovení  libovolného  bodu 
na  u  bude  tedy  opět  pomocí  polohy  affinní,  pro  niž  u  jest  osou, 
a  přímkám,  která  spojuje  body  a. 6,  a,  .6,  podává  směr.  Vedeme-li 
přímky  «,  p,  stejnosměrné  s  tw,  tu  přímka  c,  která  spojuje  body 
w.a,  p.b,  protíná  přímku  c,,  spojující  body  n.an  í>.6n  na  ose  u 
v  bodě  žádaném. 

384.  Úloha:  Vésti  přímku  u  danou  dvěma  body  A,  JB,  jsou-U 
buMo   body  tyto  isolovány,   nebo  je-li  část  úsečky  AB  nepřístupna. 

Obr.  409.  —  Kolem  A  a  B  lze  tu  opsati  dvě  kružnice 
stejné  tak,  aby  se  v  bodech  //,  L  protínaly.  Opíšeme-li  kolem  H 
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a  L  dvě  stejné  kružnice  tak,  aby  se  v  přístupné  části  roviny 
strojnó  protínaly,  bod  jejich  průsečný  C  náleží  přímce  w.  Rovněž 
tak  můžeme,  jestli  třeba,  stanoviti  druhý  bod  D  přímky  ti, 
ležící  s  C  na  téže  straně  úsečky  AB.  Jest  tu  u  =  CD. 

Na  konstrukci  se  ničeho  nemění,  je-li  jeden  z  bodů.  A,  B 
isolován,  druhý  pak  přístupen. 


A 


3 

t-žk 


\ 


/ 


4K 


\  / 


Obr  408.  Obr.  409. 

Úloha.  Proložiti  jest  přímku  u  dvěma  body  A>  -B,  z  nichž  jeden 
A  jest  isolován,  kdežto  druhý  B  jest  nepřístupen  a  určen  jest  jalo 
průsečík  přímek  a,  b. 

Kolem  A  opíšeme  kružnici,  vytkneme  si  v  přístupné  části 
roviny  strojné  tři  body  1,  2,  3  na  ní  ležící  a  vyhledáme  sym- 
metrálu  h  bodů  1,2  a  symmetrálu  l  bodů  2,  3.  I  můžeme  A 
považovati  za  nepřístupný  průsečík  přímek  A,  Z,  čímž  jsme  úlohu 
převedli  na  383. 

385.  Úloha.  Má  se  sestrojiti  normála  n  k  dané  přímce  c  s  ne- 
přístupného bodu  průsečného  přímek  a,  b. 

Obr.  410.  —  Přímky  a,  6,  c  určují  trojúhelník;  kolmice 
s  bodu  a.c  na  b  a  s  bodu  b.c  na  a  jsou  jeho  výškami  a  pro- 
tínají se  v  bodě  K,  kterým  prochází  výška  třetí  n.  Řešeni  to 
předpokládá,  že  bod  V  jest  přístupen.  Při  konstrukci  lze  přímku  c 
nahraditi  libovolnou  přímkou  s  ní  rovnoběžnou.  Nevede-li  kon- 
strukce ta  k  cíli,  můžeme  použíti  následující. 

Úloha.  Má  se  stanoviti,  byt  i  nepřístupná  pata  P  kolmice  n, 
spuštěné  s  nepřístupného  bodu  a.b  na  přímku  c. 

Obr.  411.  —  Nechť  protíná  c  přímku  a  v  bodě  A,  b  v  bodě  B. 
Protněme  dále  přímky  a,  b  stejnosměrkou  k  c  v  bodech  Aí%  Bt. 
Body  těmi  veďme  kolmice  na  c  a  protneme  první  z  nich  libo- 
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volnou  přímkou  bodem  A  vedenou  v  bodě  A2,  druhou  pak  přímkou 
s  ní  rovnoběžnou  a  bodem  B  vedenou  v  bodě  2ř2.  Tu  protíná. 
B^Az  přímku  c  v  žádaném  bodě  P. 

Správnost    konstrukce    seznáme,    myslíme-li   si   bodem   P' 
kolmici  na  c  a  protneme  ji  v  Px  přímkou  AXBX,  Tehdy  jest 

PAq  :PBa  =  PíAl  :PXBX. 

Mimo  to  jest 

PA*  :  PBq  =  PA  :  PB, 

čímž  obdržíme  úměru 

PXAX  :PXBX  =  PA:PB, 

z  které  plyne,  že  a,  6,  PPxf  se  protínají  v  jednom  bodě. 


Obr.  410. 


Obr.  411. 


Konstrukci  tu  lze  ještě  poněkud  zjednodušiti,  jestliže  místo* 
přímky  bodem  A  libovolně  vedené  klademe  přímku  a  samu; 
tu  jest  A2  =  Ax  a  konstrukce  je  následující. 

Obr.  412.  —  Nejprve  vedeme  AXBX  \\c  jako  prve,  pak  BB2 1|  a 
a  B1BtJÍ±c.  Posledně  vedené  dvě  přímky  se  protínají  v  2?2,  a  přímka 
AxBq  protíná  c  již  v  bodě  P. 

Zde  můžeme  snadno  podati  prostorové  odvození  řešení  pro- 
vedeného. Myslíme  si,  že  AB,  AXBX  jsou  měřítka  polohy  dvou 
rovin  L,  L,,  na  nichž  bodům  -4,  Ax  příslušejí  stejné  koty,  jakož 
i  bodům  Bt  Bx ;  přímka  n  jest  pak  průmětem  průsečnice  těch 
rovin.  Jeden  bod  P  průmětu  toho  obdržíme  jako  společný  průsečík 
obou  rovin  vyznačených  s  rovinou  pomocnou,  kterou  klademe 
v  c  se  promítající  přímkou  spádovou  roviny  L  a  pro  kterou 
jsou  AAX,  BB2  průměty  dvou  přímek  hlavních  (26). 
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386.  Úloha.  Má  se  určiti  nepřístupný  bod  průseČný  S  přímky  t, 
-s  nepřístupnou  normálou  w,  vedenou  k  dané  přímce  c  nepřístupným 
hodem  průsečným  daných  přímek  a,  ř. 

Obr.  413.  —  Jde  tedy  o  to,  aby  se  stanovila  nějaká  přímka  ax, 
která  by  přímku  6,  v  žádaném  bodě  S  protínala. 

Nechť  protínají  se  na  př.  h,  ft,  v  bodě  B ;  protneme  přímky 
ty  některou  přímkou  k  c  normální  v  Bu  resp.  B2,  tu  rovnoběžky 
toody  B,  Bl  ke  vedené  protnou  a  v  bodech  A,  Al,  sl  rovnoběžka 
bodem  B2  k  téže  přímce  nechť  protne  kolmici  s  Ax  k  c  v  bodě  A*. 
Přímka  a,  =  AA2  prochází  již  hledaným  bodem. 


Obr.  412. 


Neboť  mysleme  si  polohu  příbuznou  v  rovině,  určenou 
přímkou  n  jako  osou  a  přímkou  c  jako  směrem  příbuznosti: 
tu  trojúhelníku  BBXB^  přináleží  trojúhelník  AAXA^  a  proto  se 
přímky  a,,  6,  protínají  na  ose  příbuznosti  n. 

Není-li  to  přesnosti  na  závadu,  můžeme  voliti  J3,=ft.c, 
neprochází-li  již  daná  přímka  6,  bodem  b .  c. 

Tím  jsme  si  zjednali  též  konstrukce  pro  úlohu  v  385. 
v  případě,  že  bod  V  též  by  nebyl  přístupen,  nebo  že  by  přímky 
<i,  b  uzavíraly  úhel  příliš  malý. 

387.  Úloha.  Nepřístupná  přímka  u  dána  jest  jakožto  spojnice 
bodů  A'=.a.au  Bz=zb.bx;  libovolným  bodem  P  máme  vésti  k  ni 
přímku  rovnoběžnou  p  nebo  přímku  normální  n. 

Obr.  414.  —  Jednati  se  bude  o  to,  abychom  sestrojili  nej- 
prve vůbec  nějakou  rovnoběžku  m  ku  přímce  dané,  která  by  byla 
přístupna   Mohli  bychom  tu  postupovati  rozmanitými  způsoby. 

Kdybychom  na  př.  k  trojúhelníku,  jehož  strany  jsou  a,  b, 
AB,  sestrojili  trojúhelník  podobně  položený  zcela  přístupný 
pro  bod  a1.b1  jakožto    střed   podobnosti,   tu  by  straně  AB  pří- 
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slušela  strana  k  ní  rovnoběžná  AéB\  Takové  provedení  úlohjr 
dané  bude  ale  zřídka  možno  uskutečniti  již  proto,  že  obecně 
přímky  a,  ^  a  6,  bx  budou  uzavírati  malé  úhly  a  že  by  byly 
body  A',  B*  poměrné  blízko  sebe. 

Provedeme  konstrukci  následující,  kterou  lze  s  dostatečnou 
přesností  graficky  vyjádřiti.  Dejme  tomu,  že  přímky  a,  a,  se 
protínají  v  bodě  O,  kolem  něhož  jsou  všecky  prvky  strojné 
přístupny.  I  nahradíme  nejprve  přímku  ax  přímkou  a2,  bodem  A 
procházející  a  takovou,  že  <  aa*  =  <  bbx.  To  se  stane  tím. 
způsobem,    že  opíšeme  kolem  O   kružnici  £,    která   se  dotýká 


Obr.  414 

přímky  bx  v  bodě  p,  a  jejíž  jeden  bod  průsečný  s  a  jest  *•,  s  b- 
pak  n\  pak  přeneseme  na  k  oblouk  pr  i  co  do  smyslu  do  p,rM 
čímž  obdržíme  přímku  c=.Oví^  k  níž  bude  patrně  přímka 
a2  normální.  Za  příčinou  přesného  vyjádření  otočme  ft,  kolem 
O  o  úhel  uOv  do  polohy  bq.  Opíšeme  tu  libovolnou  kružnici  l 
kolem  O,  která  seče  b  v  bodech  1,  2  a  6,  v  bodech  3,  4;  oto- 
čením uvedeným  přejdou  body  1,  2  do  poloh  l1,  2',  společných 
to  bodu  přímky  a  s  kružnicí  l  Pak  přeneseme  na  l  oblouky 
13,  24  i  co  do  smyslu  do  1'3',  2'4',  i  jest  přímka  b2  spojnicí 
bodů  3',  4'  a  musí  se  dotýkati  kružnice  k  v  bodě  ?, ;  ku  přímce 
té  musí  býti  přímka  c  =  O*,  normální.  Přímka  o,  jest  kolmicí 
si  na  c  spuštěnou ;  patu  její  L  obdržíme  dle  385.  tím,  že  pro- 
tneme přímky  alt  a  v  bodech  «,  p  nějakou  rovnoběžkou  k  c-, 
pak  spojíme  bod,  v  němž  seče  rovnoběžka  s  at  bodem  O  vedená 
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rovnoběžku  s  c  bodem  /?  vedenou  s  bodem  a;  spojnice    protne 
již  c  v  bodě  L,  jímž  přímka  att  ||6a  prochází. 

Obdržíme  takto  dva  trojúhelníky  AOL,  flOp,  podobné,  tak 
že  má  platnost  úměra 

OA:  OB=  OL  :  Opv 

Značíme-li  dále  y  bod  b1.b2  a  spojíme  Osy  přímkou,  až 
protne  aq  v  bodě  d  má  platnost,  ježto  přímka  Oy  jest  ku  přímkám 
«a,  bx  stejně  nakloněna,  také  úměra 

Oy:Od  =  0^  :  OL 

a  jest  tedy 

OA  :  OB  =  Od  :  Oy. 


Naneseme-li  tudíž  na  přímku  a  ve  smyslu  O  A  úsečku  OD  =  OJ, 
na  přímku  b  ve  smyslu  OB  úsečku  00  =  Oy,  jest  přímka  m  =  DG 
rovnoběžná  s  přímkou  u.  Rozumí  se,  že  jsme  mohli  úsečky  ty 
nanésti  též  ve  smyslech  AO  a  BO. 

Body  A,  B,  O,  a2  .bí  =  K  leží  patrně  na  kružnici,  proto 
jest  <  OKA  =  <  OBA.  Zvolíme-li  proto  na  OB  libovolný  bod 
G  a  učiníme  i  smyslem  <  OGD  =  <  OKA,  bude  m  =  GD. 

Kdybychom  položili  body  O,  K  libovolnou  kružnici,  pro- 
ťala by  přímky  6,  a2  v  dalších  bodech,  jejichž  spojnice  by  byla 
opět  rovnoběžná  s  přímkou  u.  Snadno  pak  rozhodneme,  které 
z  konstrukcí  těch  lze  v  daném  případě  použíti. 

Přímka  p  jest  rovnoběžka,  přímka  n  normála  k  m  bodem 
P  vedená. 

388.  Nelze-li  pro  nepříznivou  polohu  útvarů  vyjádřených 
žádanou  grafickou  konstrukci  některé  úlohy  předložené  s  do- 
statečnou přesností  provésti,  jsme  nuceni  útvary  dané  vyjádřiti 
analytick)7,  na  základě  výpočtu  odvoditi  útvar  neb  prvek  hle- 
daný, a  pak  výsledek  vyjádříme  graficky.  Při  výpočtu  počínáme 
si  jako  s  čísly  neúplnými,  a  to  s  takovou  přesností,  aby  výslední 
čísla  byla  správná  ještě  včetně  v  první  mocnině  veličiny  ©, 
snačí-li  o  největší  z  veličin  <*,,  Sq,  «  dříve  uvedených  (372-3). 
Mějme  na  př.  úlohu  předcházející,  kterou  za  účelem  stručného 
označení  vyslovíme  takto : 

Úloha.  Nepřístupná  přímka  u  jest  dána  jakožto  spojnice  bodá 
Rzna.b,  S=c.á;  má  se  k  ní  vésti  bodem  a.c%  který  jest  pří- 
stupen, rovnobiíka  v. 

Obr.  415.  —  Zvolili  jsme  zde  pravoúhlou  soustavu  sou- 
řadnou,   mající  počátek  svůj  O  v  bodě  a.c,  jejíž  osa  x  splývá 


—  559  — 

s  přímkou  a.  Osa  y  nechť  seče  b  v  bodě  Biy  d  \  bodě  Z), ;  pro 
body  ty  klaďme  0Bl  =  m,  ODA  =  n.  Dále  vedli  jsme  bodem  A 
na  přímce  -á  ve  vzdálenosti  OA  =  e  od  počátku  přímku  h\\y, 
protínající  b  v  bodě  J8g,  c  v  bodě  C,  d  v  bodě  Da  a  hledanou 
přímku  v  v  bodě  F;  pro  tyto  body  klaďme  AB2  =  p,  AC=q, 
AD2  =  r,  AV  =  s. 

Pro  body  průsečné,  které  tak  obdržíme,  známe  tedy  sou- 
řadnice. Máme  tedy  dány  body  A  (e  |  o),  Bx  (o  |  m),  Bq  (e  |  p), 
C  (e  |  g),  Z>1  (o  |  n),  Z)2  (e  |  r)  a  hledáme  souřadnici  5  pro  bod 
V{e  |  5). 


o ]Pj»ji*1 


B^t/pil éa&jfwsiL  Mi^d^.  A. 


Obr.  415. 


Obdržíme  tu  rovnice  přímek  : 

a  .  .  .  y 

b  .  .  .  (m  —  p)  x  +  ey  —  tne 

c  .  .  .  qx  —  ey 

.    d  .  .  .   (n  —  r)  a?  +  ey  —  ne 

a  tedy  pro  bod  R  =  a  .  6  souřadnice 


=  o, 
=  o, 


*i  = 


m  —  p 

pro  bod  S  =  c.d  souřadnice 

ne 


y,  =o> 


x2  = 


na 

g  +  w  —  r  '    y*       2  +  w  — 


tak  že  pro  směrnici  —  =  — 


z  něhož  plyne  konečně 


x2       xx 


1      přímky  w    obdržíme   výraz, 


z  _        »g  (*»  ~  ť)      . 

w  (r  —  g)  —  np 

Můžeme  tedy  hodnota  5  s  dostatečnou  přesností  vypočítati 
k\  tedy  bod  V  přímky  v  rovněž  tak  vyjádřiti. 

389.  Úloha.  Rozpůliti  úhel  dvou  přímek  a,  6,  jehoi  vrchol  8 
není  přístupný. 
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Obr.  416.  —  Zvolíme  na  ramenech  a,  6  úhlu  vhodně  dva 
body  A,  resp.  B  tak,  aby  úsečka  AB  ležela  uvnitř  úhlu  toho, 
čímž  obdržíme  trojúhelník  SAB;  přímky  půlící  úhly  tohoto 
trojúhelníka  protínají  se  v  jediném  bodě  Cv  Rozpůlíme  tudíž 
úhly  SAB,  SBA;  průsečík  přímek  půlících  leží  již  na  přímce  m. 
která  půlí  úhel  daný.  Tím  dospíváme  k  následující  konstrukci- 

Spojíme  ramena  a,  b  daného  úhlu  dvěma  úsečkami  AB  ||  AfíB^ 
ležícími  vnitř  úhlu.  Kolem  bodů  -á0,  B0  opíšeme  polokružnice, 
ležící  vně  úhlu,  z  nichž  první  prochází  bodem  A  a  seče  přímku 
A0B0  v  bodě  A2J  rameno  a  pak  ještě  v  bodě  Au  kdežto  druhá 
prochází  bodem  B  a  seče  přímku  A0B0  v  bodě  2?a,  rameno  b 
pak  ještě  v  bodě  J9r  Přímky  AAq,  BB2  protneme  v  bodě  C1T 
přímky  A^A^  B2Bt  v  bodě  C2 ;  tím  jest  stanovena  přímka 
u  =  C\C2,  půlící  daný  úhel. 


~é 


/  1   \   V 


f  /      I       \     \ 


ů^ 


Obr.  416. 


Obr.  417. 


Vidíme,  že  konstrukci  lze  s  dostatečnou  přesností  také 
tenkráte  provésti,  je-li  úhel  db  velmi  malý. 

390.  Úloha.  Spojiti  jest  přímkou  u  daný  bod  A  s  nepřístupným 
bodem  koncovým  C  úsečky  BC,   na  dané  přímce  a  leiíci,  je-li  délka 

úsečky  známa. 

Obr.  417.  —  Veďme  libovolným  směrem  bodem  B  úsečka 
BCX  známé  délky  HL  =  d,  pak  přímku  s  ní  rovnoběžnou 
některým  bodem  B0  na  přímce  AB  ležicím  a  protněme  rovno- 
běžku tu  přímkou  ACX  v  bodě  C0.  Ve  směru  BC  vedeme  bodem  B0 
paprsek,  na  nějž  naneseme  BQC2=  B0C0.  Tím  jest  již  přímka 
u  =  AC^  stanovena. 

391.  Úloha.  Úsečku  AB,  ležící  na  přímce  zcela  nepřístupné^ 
rozděliti  ť  daném  poměru  l. 

Body  A,  B  dány  jsou  jakožto  nepřístupné  průsečíky  a.at. 
b.bx    přímek    a,    a„    resp.  6,   6,.     Sestrojíme    nejprve   nějakou 
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přímku  m  rovnoběžnou  s  AB,  jež  jest  přístupna  (387),  a  pro- 
tneme ji  příslušně  přímkami  a,b  v  bodech  D,  G  přímkami  a„  bx 
v  bodech  DXJ  Qv  Dále  stanovíme  na  přímce  té  body  K  a  Kx 
tak,  aby  {DQK)  —  (J)XG,K^—X\  tu  přímky  A,  ftp  z  nichž 
první  spojuje  body  a. 6,  K",  druhá  body  ax.bx%  Klf  protínají  se 
na  přímce  AB  v  bodě  I/,  pro  nějž  patrně  jest  taktéž  (ABH)  =  L 

892.  Úloha.  Nepřístupná  přímka  u  dána  jest  body  A  =a .  o^ 
B  =  b.bx ;  na  přímce  té  určen  jest  bod  H;  má  se  na  ni  přenésti 
v  určitém  smyslu  daná  délka  EF  —  d  do  HL. 


Obr.  418. 


Obr.  418.  —  Stanovíme  nejprve  přímku  aa  a  pak  přímku 
m\\u  jako  v  úloze  387.  Bod  H  budiž  určen  jakožto  průsečík 
dané  přímky  h  bodem  O  =  a  .b  jdoucí  s  přímkou  u;  přímka  h 
nechť  protne  m  v  bodě  Hx.  Bude  se  nám  v  prvé  řadě  jednati 
o  bod  LXJ  v  němž  přímka  l  spojující  hledaný  bod  L  s  bodem  O 
přímku  u  seče.  Značí me-li  Jf«,  Mp  průsečíky  přímky  m  8  přím- 
kami a  a  b,  má  platnost  úměra  AB:MaMpz=AO  :  Ma0.  Bodem  0 
vedeme  rovnoběžku  k  m  a  protneme  ji  přímkou  a2  v  bodě  P, 
rovnoběžkou  s  aa  bodem  Mu  vedenou  v  bodě  N,  Čímž  jsme 
vedeni  k  úměře  OP:  ON=  AB  :  M*Mp.  Z  této  úměry  plyne,  Že 

J.  Sobotka:  Deekriptivní  geometrie.  36 
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libovolná  úsečka  na  AB  a  průmět  její  z  bodu  O  na  m  jsou 
v  poměru  OP :  ON.  Obdržíme  tedy  bod  Lx  na  základě  úměry 
HL  :HXLX  =  OP :  ON  tím,  že  v  příslušném  smyslu  na  »  na- 
neseme jB1i0  =  d,  protneme  0L0  v  bodě  1  rovnoběžkou  ku  PI+ 
bodem  N  vedenou,  a  tu  rovnoběžka  k  h  bodem  1  vedená  protíná 
m  v  bodě  Lx.  K  úplnému  stanovení  bodů  H,  L  sestrojíme  z  bodu 
K=za2.bx  přímky  A,,  í„  z  nichž  prvá  prochází  bodem  H,  druhá 
bodem  £,  tím,  že  uvažujeme  affinní  polohu,  pro  niž  jest  přímka  ti 
osou  a  v  níž  bodu  0  přísluší  bod  K\  v  této  poloze  budou  přímky 
%19  lx  příslušeti  přímkám  h,  l.  Vedeme  některým  bodem  2  na  a2 
přímku  rovnoběžnou  ku  přímce  OK,  až  protne  a  a  odtud  přímku 
/||  h;  pak  bodem  f.b  rovnoběžku  ku  přímce  OK,  až  protne  6, 
v  bodě  3.  V  poloze  affinní  vytčené  přísluší  přímce  /  přímka  23 
a  proto  jest  hx  ||23.  Rovněž  bodem  f  .1  vedeme  rovnoběžku  ku 
přímce  OK,  až  protne  23  v  bodě  4;  i  jest  lx  =  JT4. 

393.  Úloha.  Grafické  vyjádření  průsečíku  P  dvou  přímek  a,  b, 
které  se  v  úhlu  velmi  malém  protínají. 

Jsouli  grafické  obrazy  a',  bá  přímek  těch  bezprostředně 
dány  nezávisle  na  jiných  útvarech,  tu  by  konstrukce  pomocná, 
za  účelem  přesnějšího  stanovení  jejich  průsečíku  v  omezené 
nákresně  provedená,  nemohla  vésti  k  cíli  se  zřetelem  na  velikost 
okrsků  pro  prvky  strojně  předpokládanou,  o  čemž  se  počtem 
snadno  můžeme  přesvědčiti;  na  př.  kdybychom  pro  konstrukci, 
v  níž  protneme  přímky  a,  b  dvěma  rovnoběžkami  v  bodech  A, 
Au  resp.  2?,  Bu  učinili  AC=zXAB,  AXCX=XA1BX,  spojili 
body  (7,  Cx  a  přirovnali  pak  okrsek  společný  proužkům  C'QX .  a* 
s  okrskem  společným  proužkům  a',  V. 

Jinak  tomu  jest  ovšem  jsou-li  přímky  a,  b  jinými  útvary 
blíže  stanoveny. 

1.  —  Obr.  419.  —  Buďtež  Z,  m  dvě  přímky  rovnoběžné  a  na 
každé  z  nich  dva  body:  na  l  body  A,  Aí%  na  m  body  B,  Bx  ; 
přímky  AB,  AXBX  se  protínají  v  malém  úhlu;  má  se  přesně 
vyjádřiti  graficky  jejich  průsečík  P. 

Vedeme  ku  přímkám  Z,  m  rovnoběžku  l0  v  dostatečné  vzdá- 
lenosti a  sestrojíme  paty  ^01  Axo  kolmic  s  A,  Ax  na  l0  spuště- 
ných; přímky  A0B,  A10BX  protínají  se  v  bodě  P0,  jejž  lze  přesně 
vyjádřiti,  a  hledaný  bod  P  leží  na  kolmici  /  s  P0  na  l  spuštěné, 
čímž  bod  P  lze  jakožto  průsečík  přímky  /  s  jednou  z  přímek 
AB,  AlBl  dostatečně  přesně  vyjádřiti. 
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Správnost  konstrukce  vychází  z  toho,  že  přímky  AB,  A0B, 
jakož  i  přímky  AtBn  AÍ0B1  si  přináležejí  polohou  orthogonálně 
affinní,  jejíž  osou  jest  přímka  m  a  v  níž  bodu  P  přináleží  bod  P0. 

Místo  kolmic  k  l  mohli  jsme  též  vésti  přímky  AA0}  AtAÍO, 
PP0  libovolným  směrem,  ale  rovnoběžně. 

2.  —  Obr.  420.  —  Budiž  S  pevný  bod  a  a,  6  buďtež  dvě 
přímky  jím  vedené,  velice  malý  úhel  uzavírající,  dále  na  přímce  a 
buďtež  dány  body  A,  Aly  na  přímce  6  body  2ř,  Bt ;  stanoviti 
jest  průsečík  P  přímek  AB,  A}Bl7  jestliže  se  v  malém  úhlu 
protínají. 


Obr.  419. 


Bodem  8  vedeme  libovolnou  přímku  a0  a  protneme  ji  v  2?0, 
Bí0  dvěma  přímkami  rovnoběžnými,  procházejícími  body  2?,  Bt ; 
odvodíme  průsečík  P0  přímek  AB0,  AlBt0,  jímž  vedeme  rovno- 
běžku k  BB0.  Rovnoběžku  tu  protneme  přímkou  AB  aneb  AÍBÍ 
v  bodě  žádaném  P. 

Správnost  konstrukce  vyplývá  opět  z  polohy  affinní,  jejíž 
osou  jest  přímka  a  a  v  níž  B,  B0  tvoří  dvojici  sobě  příslušných 
bodů. 

394.  Úloha.  Přímka  p  dána  jest  sdruženými  průměty  A\  A"\ 
B\Bn  dvou  bodů  A,  B;  vyjádřiti  mámě  libovolný  bod  jejiC,  jestliže 
úhel,  její  přímka  uzavírá  s  osou  x}  málo  se  liší  od  úhlu  pravého. 

Obr.  421.  —  Vytkneme-li  na  př.  C"  na  AétB'\  ordinála  jím 
vedená  seče  A'Bá  v  úhlu  velmi  malém;  při  odvození  bodu  O 
můžeme  si  však  zrovna  tak  počínati,  jako  když  jest  p  J_  #•  Vedli 
jsme  bodem  A  přímku  AB^  tak,  aby  rovina  ABBX  byla  rovnoběžná 
s  x;  zvolili  jsme  tedy  bod  Bx  na  přímce  rovnoběžně  ku  a;  bodem 
B  vedené.  Bodem  C  vedeme  pak  přímku  CC}  \\x;  průmětem 
druhým  jest  přímka  C"C'\  ||  B"Bé\,  která  seče  A"B'\  v  bodě 
C"lf  z  něhož  odvodíme  bod  C\  ;  bodem  C\  vedeme  rovnoběžku 
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k  BéB\ ,  která  seče  A'Bé  a  tedy  i  ordinálu  bodu  C  v  žádaném  bodě  C. 
Ostatně  jsme  mohli  bod  C"  z  C"  odvoditi  vůbec  na  základě  relace 
{AéBC)  =  (^"^"C"). 

395.  Úloha.  Rovina  R  dána  jest  libovolným  bodem  A  a  přímkou  p. 
určující  s  osou  x  úhel,  který  se  jen  málo  Uši  od  úhlu  pravého ;  mají 
se  graficky  sestrojiti  stopy  r\,  rn  a  vyjádřiti  sdružené  průměty  libo- 
volného bodu  L  na  p. 

Obr.  422.  —  Můžeme  předpokládati,  že  bod  A  leží  v  prů- 
mětně druhé  (278). 

Sestrojíme  nejprve  stopu  ru ;  přímka  r'n  jest  kolmicí  s  A' 
k  ordinálám    a  seče  p4   v  bodě  ?n;    bod  Pu  jest  na  ordinále 
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Obr.  421. 


Obr.  422. 


bodem  P'n  vedené  a  na  p".  Máme  tedy  spojiti  A"  s  bodem  Pu ; 
bod  ten  jest  však  buďto  vůbec  nepřístupen  aneb  nelze  jej  přesně 
vyjádřiti,  ježto  úhel  PnPn.  jp"  jest  velmi  malý;  proto  žádanou 
spojnici  sestrojíme  konstrukcí  pomocnou.  Vedeme  na  př.  r"  H^n 
bodem  A";  přímka  ta  seče  PnPn  v  bodě  1.  Nay  zvolíme  bod  2; 
pak  vedeme  bodem  P*u  rovnoběžku  k  12  až  ku  přímce  p"  a  odtud 
rovnoběžku  k  24"  až  protne  r'n  v  bodě  osovém  R;  i  jest 
m  =  BA".  Dále  sestrojíme  přímku  totožnosti  t  roviny  R  tím, 
že  vedeme  bodem  3  =r  r"  ,p'  rovnoběžku  k  12,  až  protne  p",  a  odtud 
rovnoběžku  k  24",  která  seče  r"  v  bodě  4;  i  jest  ť/"  —  4R; 
neboť  přímka  ta  spojuje  bod  osový  s  bodem  p*  .p".  Přímka  r' 
jest  tím  též  stanovena  jakožto  spojnice  bodů  4,  A*\  stopou  rj 
jest  rovnoběžka  k  r1  bodem  R  vedená. 
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Je-li  dán  na  př.  průmět  V  bodu  L,  vyjádříme  L"  tím,  že 
vedeme  bodem  V  rovnoběžku  k  x,  až  protne  ťj"  a  odtud  rovno- 
běžku k  tu.  Bod  L"  lze  pak  jakožto  průsečík  rovnoběžky  této 
s  příslušnou  ordinálou  dostatečně  přesně  vyjádřiti. 

Jestliže  bod  A  neleží  v  průmětně  druhé,  jsou  přímky  vy- 
jádřené v  rii,  r'n  a  r",  r'  dvěma  přímkami  hlavními,  z  nichž 
odvodíme  snadno  stopy  roviny  R,  kdežto  ťf  se  nemění. 

396.  O  grafickém  vyjádření  spojnice  p  dvou  bodů  Ay  B, 
jejichž  vzdálenost  jest  poměrně  velmi  malá,  má  platnost  totéž, 
co  jsme  řekli  (393)    o  průsečíku  dvou    sobě   blízkých  přímek. 

Úloha.  Spojiti  máme  přímkou  dva  body  poměrně  velice  blízké 
A%  B,  ležící  na  dané  kruSnici  k. 

Obr.  423.  —  Vedeme  v  kružnici  průměr  2?Z>,  i  jest  žádanou 
přímkou  p  kolmice  v  bodě  A,  ku  přímce  DA  vztyčena. 


Obr.  423. 


Obr.  424. 


Obr.  424.  —  Není-li  však  střed  kružnice  k  dán.  protneme 
kružnici  tu  v  <4n  Bx  stejnými  kružnicemi  kolem  A  &  B  opsanými 
tak,  aby  i  smyslem  oblouk  BBX  rovnal  se  oblouku  AXA;  i  jest 
přímka  p  rovnoběžná  s  přímkou  Ax  Bx  a  lze  ji  dle  toho  s  dosta- 
tečnou přesností  vyjádřiti. 

Rovněž  tak  stanovíme  druhý  průsečík  B  přímky  py  daným 
bodem  A  kružnice  dané  k  vedené,  s  kružnicí  touto,  jestliže  se 
obě  v  úhlu  velmi  malém  protínají  tím,  že  protneme  kružnici 
přímkou  rovnoběžně  s  p  vedenou  v  bodech  Ax,  J3,,  pak  učiníme 
oblouk  J5,JB,  i  smyslem  roven  oblouku  AAX. 

397.  Úloha.  Stanoviti  jest  graficky  průsečíky  A,  B}  jakož  i  cen- 
trálu  c  dvou  kružnic  fcn  Aa,  které  se  v  malém  úhlu  protínají  a  jejichž 
středy  AT2,  K2  leží  poměrně  blízko  sebe. 

Obr,  425.  —  Máme-li  tři  kružnice  7,  II,  III,  vzájemně  se 
protínající,  společné  tětivy  jejich  sekou  se  v  jediném  bodě  P. 
Neboť  jsou-li  3,    3'  body  společné   kružnicím  J,  II,  dále  2,  2" 
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body  společné  kružnicím  J,  III  a  1,  1'  body  společné  kružnicím 
II,  III  a  P  bod  33'. 22',  tu  vzhledem  k  I  jest 

P3.P3'  =  P2.P2'.  (I) 

Spojíme-li  bod  P  s  bodem  1  a  stanovíme-li  bod  M  tak,  2e 
P2 .  P2'  =  PÍ .  PM}  bod  ten  musí  ležeti  na  kružnici  III;  ježto 
však  vzhledem  k  rovnosti  (1)  má  platnost  též  PJ.P3'  =  Pl .  PMn 
bod  M  musí  ležeti  též  na  kružnici  II  a  musí  tudíž  splynouti 
s  bodem  1'  společným  oběma  kružnicím. 


Obr   425. 


Obr.  426. 


Obr.  426.  —  Na  základě  tom  sestrojíme  chordálu  u  =  AB 
kružnic  kly  k2.  Protneme  kružnice  ty  kružnicí  další  i,  tu  se 
společné  tětivy  křivek  k,  kx  a  k,  &2  protnou  v  bodě  P  na  u.  Jde 
jen  o  to,  abychom  křivku  k  zvolili  tak,  aby  ony  společné  tětivy 
se  neprotínaly  v  úhlu  příliš  ostrém  a  dále  aby  též  křivka  * 
neprotínala  kružnice  kt  a  kq  pod  úhlem  příliš  malým.  Toho 
dosáhneme  tím,  že  vedeme  ve  větší  z  nich,  zde  fta,  průměr  HL 
tak,  aby  úhel,  jejž  uzavírá  s  c,  neodchyloval  se  příliš  od  úhlu 
pravého.  Pak  opíšeme  kružnice  A,  l  stejného  poloměru,  dotýkající 
se  kružnice  k2  v  bodech  /laía  protínající  kružnici  k.  Konečně 
sestrojíme  v  H  a  L  tečny  ke  i2,  protneme  první  z  nich  v  bodě  P 
tětivou  společnou  křivkám  A,  A2,  druhou  pak  v  bodě  Q  tětivou 
společnou  křivkám  Z,  &a.  Přímka  u  jest  spojnicí  bodů  P,  Q 
a  seče  k%  v  hledauých  bodech  At  2?,  kdežto  c  jest  kolmice,  k  u 
s  bodu  K2  spuštěná. 

398.  Úloha.  Vyjádřiti  jest  body  průsečné  A,  B  dané  přímky  u 
s  danou  kružnicí  k,  jestliže  se  obě  protínají  v  úhlu  velmi  malém. 
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Obr.  427.  —  Mysleme  si  všecky  možné  kružnice  body  A 
a  B;  středy  kružnic  těch  naplňují  symmetrálu  c  bodů  A,  B; 
tečny  vedené  z  libovolného  bodu  L07  ležícího  na  prodloužení 
úsečky  AB  ke  všem  kružnicím,  mají  stejnou  délku  t,  pro  niž 
má  platnost  vztah  t*  =  L0A .  L0 B,  tak  že  kružnice  Z0  kolem  L0 
opsaná,  jejíž  poloměr  se  rovná  í,  seče  všecky  kružnice  body  -á, 
B  proložené  orthogonálně,  a  naopak  každá  kružnice,  která  l0 
orthogonálně  protíná  a  má  svůj  střed  na  c,  prochází  body  A  a  B. 

Sestrojíme-li  tedy  nejprve  kružnici  Z0,  mající  střed  L0  na 
«*,  aby  protínala  k  orthogonálně,  a  pak  kružnici  Z,  mající  střed 
L  na  c,  aby  protínala  l0  orthogonálně,  bude  l  procházeti  rovněž 
body  Af  B.  Konstrukci  můžeme  na  základě  tom  upraviti,  jak 
následuje. 


A' 
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Zvolíme  na  k  bod  Llt  sestrojíme  v  něm  tečnu  ke  kružnici  k 
středu  K,  totiž  L^^KL^  již  protneme  přímkou  u  v  bodě  L0,  pak 
učiníme  L0L2  =LtL0  a  vedeme  bodem  2>2  rovnoběžku  ku  přímce 
KLr  Rovnoběžku  tu  protneme  kolmicí  cs/Tna«  spuštěnou  v  bodě 
L ;  tu  kružnice  kolem  L  poloměrem  LL2  opsaná  seče  u  v  bodech 
žádaných  A,  B.  Jde  jen  o  to,  aby  kružnice  l  protínala  u  v  úhlu 
dostatečně  velkém;  tu  se  volí  Lx  tak,  aby  bod  L  ležel,  pokud 
to  přesnost  konstrukce  připouští,  blízko  přímky  w. 

399.  Úloha.  Sestrojiti  jest  tečnu  t  ke  kruinici  k  v  daném  bodě 
jejím  A,  není-U  střed  kruínice  znám  nebo  není-li  přístupen. 

1.  —  Obr.  428.  —  Protneme  k  v  bodech  N,  P  kružnicí,  mající 
střed  v  A,  pak  vedeme  t  bodem  A  rovnoběžně  k  NP. 

2.  —  Obr.  429.  —  Kolem  některého  bodu  B  na  k  opíšeme 
kružnici,  jdoucí  bodem  A  a  protínající  k  v  dalším  bodě  C;  potom 
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kolem  A  opíšeme  kružnici,  obsahující  bod  C;  obě  tyto  kružnice 
se  protnou  mimo  C  ještě  v  jednom  bodě  2";  i  jest  tz=i  TA. 

Neboť  přímka  AB  půlí  úhel  obvodový,  jehož  ramena  jsou 
AC  a  tečna  t,  ježto  are  AB  =  are  BC;  poněvadž  bod  T  je  k  bodu 
C  vzhledem  ku  přímce  AB  souměrně  položen,  leží  na  t. 

400.  Úloha.  Vésti  máme  0  daného  bodu  A  tečny  k  dané  krtii- 
nici  *,  neni-li  střed  její  znám  nebo  neníAi  přístupen. 


N. 


ro 


Obr.  429. 


Obr.  430. 


Obr.  430.  —  Bodem  A  vedeme  sečnu,  protínající  k  v  bodech 
By  C,  a  sestrojíme  délku  t  tečen  hledaných  na  základě  relace 
t*  =  AB.AC.  Je-li  AC>AB,  opíšeme  kolem  C  kružnici  c,  jdoucí 
bodem  A,  naneseme  vektor  BD  =  CA  a  opíšeme  kolem  D  kruž- 
nici /  téhož  poloměru  CA.  Je-li  E  bod  společný  kružnicím  c, 
/,  plyne  z  podobných  trojúhelníků  BAE,  EBD,  že  AE=ť,  proto 
kružnice  středu  A  a  poloměru  AE  protíná  danou  kružnici  v  bodech 
dotyku  T,,  T2  hledaných  tečen. 

401.  Úloha.  Nepřístupným  bodem  L  =  a .  b  vésti  máme  tečny 
k  dané  kružnici  k. 

Můžeme  sestrojiti  přímky  my  n,  které  kružnici  k  protínají 
a  bodem  L  procházejí  (379) ;  spojíme-li  body  průsečné,  obdržíme 
čtyři  přímky,  protínající  se  v  nových  dvou  bodech,  jejichž  spoj- 
nice seče  k  v  bodech  dotyku  Tu  T2  hledaných  tečen  (127);  kdyby 
body  ty  nebyly  graficky  přesně  stanoveny,  nebo  kdyby  nebyly 
oba  přístupny,  přibereme  ještě  jednu  přímku  bodem  p  jdoucí, 
která  ve  spojení  s  m  nebo  n  dává  opět  dva  body  přímky  TtT2* 
z  nichž  alespoň  jednoho  použíti  lze.  Seče-li  jedna  nebo  sekou-Ii 


obě  přímky  dané  kružnici  i,  ovšem  jich  ihned  pro  konstrukci 
použijeme,  Čímž  konstrukce  pomocná  jedné  z  přímek  m,  n  neb 
obou  odpadá. 

Obr.  431.  —  V  případě  v  obrazci  zvoleném  přímky  a,  b 
kružnici  k  neprotfnají,  ale  střed  její  K  jest  dán.  Proto  jsme 
spojili  pomoci  konstrukce  (379  7)  bod  K  s  bodem  L  přímkou  nt 
která  seče  k  v  bodech  diametrálně  protilehlých  Nlt  Ntt  a  sestrojili 
jsme  bod  L^  na  »  s  bodem  L  harmonický  k  bodům  Nu  Nt 
tím,  že  jsme  zvolili  na  b  body  1,2  a  spojili  přímkou  bod  N,  1 .  Nt% 
s  bodem  AT,2.Wal;  spojnice  sede  pak  n  v  bodě  L,.  Kolmice 
v  Lt  k  n  vztyčená  stauoví  již  na  k  body  T„  TS1  v  nichž  se 
hledané  tečny  dotýkají  kružnice  k. 


402.  Úloha,  Sestrojiti  máme  délku  r  poloměru  dané  kružnice  k, 
jejíž  střed  neni  přístupen. 

Obr.  432.  —  Opíšeme  kružnici  e  kolem  bodu  A  na  k  ležícího 
a  protneme  ji  kružnici  k  v  bodech  B,  C;  kolem  B  opíšeme  pak 
kružnici  /  stejného  poloměru  s  e.  Značí -li  D  některý  z  průsečíků 
kružnic  e,  /  a  E  průsečík  druhý  přímky  CD  s  k,  jest  r  =  DE. 

Neboť  <  BCD  jest  úhlem  obvodovým  v  e  a  rovná  se  -ň-p ; 

úhel  ten  ale  jest  též  úhlem  obvodovým  v  kružnici  k,  pročež 
příslušná  tětiva  BE  jest  stranou  pravidelného  šestiúhelníka,  dané 
kružnici  k  vepsaného,  a  úsečky  BE,  DE  jsou  vzhledem  k  AE 
souměrné,  poněvadž  <  BEA  =  <  AEC. 

403-  Úloha.  Sestrojiti  máme  kružnici  k,  není-li  střed  K  její 
přístupen. 

Obr.  433.  —  Konstrukci  lze  provésti  pomocí  polohy  podobné 
kružnice  dané  s  libovolnou  kružnici  h,  která  jest  úplně  přístupna. 


—  570  — 

Je-li  na  př.  kružnice  k  dána  třemi  body  Ay  2?,  C,  můžeme 
si  počínati  takto. 

Sestrojíme,  symmetrálu  l  bodů  J,  £a  symmetrálu  tn  bodů 
JB,  C  tím,  že  opíšeme  kolem  -á,  J5  a  G  kružnice  a,  6,  <?  stejných 
poloměrů  tak,  aby  se  a,  6  a  6,  c  protínaly.  Tím  jest  střed  iT=/.« 
stanoven. 


K 

•*■■ 

K 


Obr.  483 

Dále  spojíme  třeba  bod  B  s  bodem  K  (379)  přímkou  n  a  uve- 
deme kružnici  k  v  polohu  podobnou  s  kružnicí  b.  Bodu  B  na 
*  přísluší  průsečný  bod  B0  přímky  n  s  6;  rovnoběžka  s  BA 
bodem  B0  protne  b  v  bodě  A0,  kterýžto  bod  obdržíme  též  v  prů- 
seku kružnice  b  s  rovnoběžkou  k  l,  vedenou  bodem  na  b  k  bodu 
B0  diametrálně  protilehlým,  což  sluší  míti  na  zřeteli  tenkráte, 
když  B0AQ  seče  b  v  malém  úhlu.  Přímky  AA0}  n  sekou  se 
ve  středu  podobnosti  8.  Abychom  stanovili  další  bod  G  na  i. 
vedeme  bodem  8  přímku;  je-li  G0  jeden  její  bod  průsečný  s  ft, 
rovnoběžka  k  A0G0  bodem  A  vedená  protne  8GQ  v  bodě  hle- 
daném G. 

Je-li  kružnice  k  dána  dvěma  body  A,  B  a  poloměrem  r,  ve- 
deme úsečku  AqBq  \\AB,  položíme  body  40,  B0  kružnici  b  polo- 
měru r0,  jehož  délka  jest  dána  úměrou 


r0:rz=  A^B^  :  A B, 

a  sestrojujeme  body  na  kružnici  k  pomocí  její  polohy  podobné  sfc. 
Obdobně  bychom  postupovali  v  podobných  případech. 
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404.  Úloha.  Sestrojiti  máme  prusečné  body  X,  Y  dané  přímky  m 
$  kružnicí  g%  danou  dvěma  body  A,  A\  jejii  střed  O  leží  na  přímce  m, 
jestliie  buďto  symmetrála  h  bodů  A,  A'  uzavírá  s  m  tak  malý  úhel, 
ie  grafické  vyjádřeni  středu  O  neposkytuje  žádoucí  určitosti,  anebo 
-střed  ten  jest  nepřístupen. 

Úloha  ta  jest  totožná  s  následující: 

V  aýinní  poloze  dvou  útvarů  v  rovině,  pro  nii  jest  daná 
osa  m,  a  v  nii  daně  body  A,  A'  tvoří  dvojici  příslušných  si  bodůf 
vyhledati  příslušné  si  pravé  úhly,  jichž  vrcholy  jsou  A}  A\  nenfrli 
průsečík  symmetrály  h  bodů  těch  s  m  přístupen  nebo  nelze-li  ho 
použíti. 

1.  řešení.  —  Obr.  434.  —  Sestrojíme  k  jednomu  z  daných 
bodů,  zde  A,  souměrně  položený  bod  Al  vzhledem  k  m.  Poněvadž 


Obr.  434. 


Obr.  435. 


kružnice  g  procházeti  bude  též  bodem  Au  oblouky  její  AX)  XAX 
budou  se  sobě  rovnati,  a  proto  bude  <  AXA4X  —  <  XA'A. 

Rozpůlíme  tedy  úhel  AXA4A  tím,  že  opíšeme  kolem  A*  dva 
oblouky  kruhové,  jeden  bodem  AX9  druhý  bodem  A  jdoucí. 
Seče-li  první  A' A  v  bodě  1,  druhý  AéAl  v  bodě  2,  tu  přímka, 
která  spojuje  A4  s  bodem  AAX  .  12,  protíná  m  v  žádaném  bodě  X, 
a  kolmice  na  ní  v  A4  vztyčená  seče  ji  v  bodě  Y. 

Obr.  435.  —  Anebo  sestrojíme  bod  Al%  vedeme  jím  rovno- 
běžku k  AA\  kterouž  protneme  kružnicí  kolem  Ax  opsanou 
a  bod  A4  obsahující  v  bodě  L\  i  seče  A4L  přímku  m  opět 
v  bodě  X,  poněvadž  <  AiA'X=  <  A'LAX  =  <  XA4A. 

2.  řešení.  —  Obr.  436.  —  Mysleme  si  proťaty  přímky  XA, 
YA4  v  bodě  1,  přímky  XA4,  YA  v  bodě  2,  dále  přímku  A4 A 
přímkou  m  v  bodě  A01  přímkou  12  v  bodě  Ax.  V  trojúhelníku 
127  jsou   -41,   A42  dvě   výgky   protínající  se  v  bodě  X)  proto 
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jest  XY  výška  jeho  třetí,  tak  že  12  J_  *».  Dále  jest  bod  Ax  s  A% 
harmonický  k  J,  A*  a  body  1,  2,  -4,  -4'  leží  na  kružnici,  mající 
úsečku  12  za  průměr,  tak  že  její  střed  M  jest  průsečíkem 
přímek  *,  12.  Z  toho  plyne  následující  konstrukce. 

Stanovíme  nejprve  bod  Ax  třeba  tak,  že  vedeme  body  Af  A' 
dvě  rovnoběžky,  jejichž  průsečíky  s  přímkou  m  spojíme  pří- 
slušně 8-4',  -4  a  bodem  společným  obou  spojnic  vedeme  přímku 
k  oběma  rovnoběžkám  stejnosměrnou;  přímka  ta  seče  A  A' 
v  bodě  -4,,  s  něhož  spustíme  kolmici  ^4,1  k  m.  Kolmici  tu 
protneme  symmetrálou  h  bodů  A,  A'  v  bodě  M  a  opíšeme 
kružnici  kolem  M,  procházející  body  4,  A\  která  z  přímky  -4,1 


Obr.  436. 


Obr.  437. 


vytíná  body  1,  2.  Tu  již  v  dané  poloze  affinní  jest  A\  jedno 
rameno,  A2  ±  Al  rameno  druhé  pravého  úhlu,  jemuž  přináleží 
opět  pravý  úhel  s  rameny  A*2  a  -4'1  ±  A'% 

405.  Úloha.  Mají  se  sestrojiti  body  průsečné  R,  S  dané  kruž- 
nice k,  0cela  mimo  danou  část  roviny  strojně  ležící  s  danou  přímkou  p. 

Obr.  437.  —  Kružnice  k  budiž  dána  svým  středem  Ky  který 
předpokládáme  za  přístupný,  a  poloměrem  KL,  kde  bod  L  jest 
ovšem  nepřístupen  a  stanoven  jakožto  průsečík  dané  přímky 
a  =  KL  s  přímkou  b  rovněž  danou. 

Opíšeme  kružnici  v  kolem  JT,  která  se  dotýká  přímky  p 
v  bodě  P.  Ke  kružnici  té  myslíme  si  tečnu  t  z  bodu  L  a  se- 
strojíme její  bod  dotyku  T  známým   způsobem  (401).  Sekou- li. 
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jako  zde,  přímky  a,  b  kružnici  v,  spojíme  body  průsečné  no- 
vými dvěma  přímkami,  s  jejichž  bodu  společného  spustíme 
kolmici  na  přímku  a,  která  již  na  v  stanoví  bod  T.  Pak  si  my- 
sleme provedeno  otočení  kolem  K  takové,  aby  bod  T  splynul 
s  P,  čímž  přímka  t  splyne  s  jp  a  bod  L  s  jedním  z  hledaných 
průsečíků. 

To  dává  následující  konstrukci  bodů  R,  S. 

Přeneseme  úhel  TKL  v  obou  možných  smyslech  do  poloh 
PKB  a  PKS  k  PK  souměrných.  Je-li  tedy  A  jeden  z  bodů  a  .  t>, 
stanovíme  na  v  body  Au  Aq  tak,  aby  oblouky  AXP  a  PA2 
se  rovnaly  oblouku  AT;  pak  stanoví  přímka  KAX  na  p  jeden 
z  hledaných  bodů,  jejž  značíme  iř,  přímka  KAq  druhý  bod 
pak  S. 

406.  Úloha.  Kružnice  k  jest  dána  bodem  A  a  nepřístupným 
středem  O,  jakožto  průsečíkem  přímek  AO  a  p;  mají  se  stanoviti 
body  její  Lx,  L2 

i.  na  přímce  u  kolmé  k  AO, 

2.  na  libovolné  přímce, 

1.  —  Obr.  438.  —  Ustanovíme  nejprve  jeden  koncový  bod  P 
průměru  na  p  ležícího  tím,  že  vedeme  ku  p  rovnoběžku,  pro- 
tínající AO  v  bodě  1  a  naneseme  na  ni  12  =  l A  v  příslušném 
smyslu,  aby  totiž  přímka  A2  protínala  přímku  p  v  dané  části 
roviny  strojnó;  bodem  průsečným  jest  již  P.  Budiž  L  bod, 
v  němž  přímka  AO,  a  H  bod,  v  němž  přímka  A2  seče  přímku  w, 
a  M  budiž  bod,  v  němž  kolmice,  v  P  ku  PA  vztyčená,  přímku  u 
protíná  a  která  tedy  směřuje  k  bodu  na  k  vzhledem  k  A 
diametrálně  protilehlému.  Snadno  seznáme,  že  tu  má  platnost 
relace 


LL\  =  LM.LH. 

Neboť  v  kružnici  k  jest  are  LXA  =  are  AL2 ;  proto  přímky 
AP,  PM  půlí  úhly  přímek  PLX}  PL%.  Jsou  tedy  přímky  tyto 
k  oněm  harmonické  a  následkem  toho  jsou  body  L1}  L2  k  bodům 
//,  M  harmonické  a  má  proto  platnost  relace  v  126. 

Proto  opíšeme  nad  LH  jakožto  průměrem  kružnici,  již 
protneme  v  bodě  N  kolmicí  v  M  na  u  vztyčenou,  i  jest 

LLX—LL%=W: 

Konstrukce  by  se  poněkud  zjednodušila,  kdybychom  ji 
mohli   provésti   pomocí   bodu   A1    k   A   souměrně   položeného 
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vzhledem  ku  p.  Neboť  značí-li  B  průsečík  AAX .  u  a  C  průsečík 
přímky  u  s  rovnoběžkou  ku  p  bodem  Ax  vedenou,  jest  opět 

LLX  —  LB.LC 

2.  —  Obr.  439.  —  Spustíme  nejprve  kolmici/*  sO  na  v  tínn 
že  v  trojúhelníku,  jehož  strany  jsou  p,  w,  -40,  spustíme  výsky 
s  vrcholů  AO . u,  p.u,  které  se  protínají  v  bodě  F,  jímž  přímka 
h  též  prochází.  Kolmice  v  A  na  AO  vztyčená  jest  tečnou  kruž- 
nice k  a  seče  u  v  bodě  B,  kolem  něhož  opíšeme  kružnici  b  polo- 
měru BA,    která  tedy  kružnici  k  orthogonálně   protíná,    pročež 


- ^ 


Obr.  438. 


Obr.  439. 


koncové  body  C,  D  průměru  v  kružnici  b  na  u  ležícího  jsou 
harmonicky  položeny  k  bodům  hledaným  Z,,  ia,  a  tedy  i  naopak 
body  hledané  oddělují  body  C,  D  harmonicky  (126).  Proto,  značí-li 
N  bod  u .  A,  má  platnost  vztah  NLX  2  =  NC .  ND  =  NH%,  značíme-li 
H  bod  dotyku  jedné  tečny  z  N  ku  b  položené.  Sestrojíme 
tedy  ještě  kružnici,  mající  NB  za  průměr,  která  již  seče  b  v  bodě 
H,  tak  že  konečně  kružnice  kolem  N  poloměrem  NH  opsaná 
vytíná  z  přímky  u  hledané  body  i,,  L2. 

Jiné  řešení.  —  Obr.  440.  —  Sestrojili  jsme  přímku  h  ±  u 
středem  0  procházející  jakožto  výšku  v  trojúhelníku,  jehož 
strany  jsou  AO,  p  a  rovnoběžka  k  u  bodem  A  vedená  pomocí 
bodu  Fj  v  němž  se  všechny  tři  výšky  jeho  protínají.  Dále  jsme 
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sestrojili  ke  kružnici  h  v  bodě  A  tečnu  AL0  ±  AO,  protínající 
u  v  bodě  L0,  a  nanesli  jsme  LnN=  AL0,  pak  jsme  vedli  bodem 
N  rovnoběžku  ku  přímce  AO.  Rovnoběžka  ta  stanoví  na  přímce 
h  bod  B%  kolem  něhož  opsali  jsme  kružnici  b  o  poloměru  BK 
Body  b.u  jsou  již  body  hledané  Lu  La.  Správnost  konstrukce 
plyne  bezprostředně  z  (398). 

407.  Úloha.  Kružnice  *,  jejií  střed  neni  přístupen,  dána  jest 
třemi  body  As  B,  C\  sestrojiti  máme  v  jednom  z  nich  A  jeji  tečnu  t. 

Obr.  441.  —  Přeneseme  <  BCA  i  co  do  smyslu  tak,  aby 
vrchol  přišel  do  i  a  rameno  CB  přiSlo  na  AB,  i  přijde  druhé 
rameno  do  polohy  t,  jak  to  z  rovnosti  úhlů  obvodových  nad  týmž 
obloukem  spočívajících  ihned  vychází. 


Obr.  440. 


Obr.  441. 


Na  AB  tedy  učiníme  A2  =  GB,  opíšeme  kolem  C  a  A 
oblouky  kruhové  stejných  poloměrů,  z  nichž  jeden  prochází 
bodem  -B,  druhý  bodem  2.  Protíná-li  první  z  nich  CA  v  bodě  1, 
přeneseme  na  druhý  patřičně  are  23  =  are  B\ ;  pak  jest  t  spojnicí 
bodů  i  a  3. 

Úloha.  Kružnice  k  jest  dána  třemi  body  A,  B,  C;  sestrojiti 
máme  její  poloměr  r,  neni-li  střed  její  přístupen. 

Obr.  442.  —  Opsali  jsme  kolem  A  kružnici  e,  která  obsahuje 
bod  C,  a  stanovíme  druhý  průsečík  B%  kružnic  e,  k.  Poněvadž 
oblouky  CA,  ABX  na  Tc  se  sobě  musí  rovnati,  bude  <  ABBX  = 
<  CBA  a  tedy  bude  přímka  BBX  souměrně  s  BC  položena 
vzhledem  k  AB.  Jsou-li  1  a  2  průseky  přímek  CB,  AB 
s  kružnicí  e}  obdržíme  Bt  tím,  že  protneme  e  kružnicí  kolem  2 
poloměrem  21  opsanou;  můžeme  ale  též  bod  2  nahraditi 
libovolným  bodem  na  BA.  Dále  jsme  opsali  kolem  Bx  kružnici/ 
s  e  stejnou  a  spojili  jeden  bod  Z),  společný   oběma  kružnicím, 
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s  bodem  C  přímkou  p,  sestrojili  přímku  l  tak,  aby  i  smyslem 
<pl=  <  CBBl,  pak  jsme  vedli  bodem  jB,  rovnoběžku  ku  přímce 
i,  která  seče  p  v  bodě  E,  ležícím  na  kružnici  *,  i  jest  konečné 
r  i=.DE.  Správnost  konstrukce  plyne  z  402. 

Je-li  kruínice  k  dána  body  A,  C  a  tečnou  t  v  bodě  A,  obdržíme 
2?,  bezprostředně  jako  průsečík  kružnice  e  s  rovnoběžkou  k  tečnt 
t  bodem  C  vedenou. 
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Obr.  442. 


Obr.  443. 


408.  Úloha.  Kruínice  k,  jejíž  střed  K  není  přístupen,  jest  dána 
třemi  body  A,  B,  C;  sestrojiti  máme  její  body  průsečné  $  druhou 
kruinicí  danou  a. 

Obr.  443.  —  Sestrojíme  tětivu  u  společnou  kružnicím  i,  «. 
Za  tím  účelem  položili  jsme  body  ^á,  B  kružnici  e  o  středu  E, 
která  protíná  a  ve  dvou  bodech.  Bod  -R,  v  němž  spojnice  těchto 
bodů  seče  přímku  AB,  náleží  již  přímce  u  (397).  Abychom  druhy 
bod  S  na  přímce  u  sestrojili,  spustili  jsme  kolmici  s  E  na  AB 
a  zvolili  na  ní  bod  J  jakožto  střed  kružnice  /,  bod  C  obsahující. 
Tětiva  společná  kružnicím  a  a  /  protíná  rovnoběžku  k  AB  bodem 
C  vedenou,  společnou  to  tětivu  kružnic  &,  /  v  bodě  8.  Hledané 
společné  body  Ll9  Zra  kružnic  k}  a  jsou  průsečíky  přímky  RS 
s  kružnicí  a. 

409.  Provedení  grafické  konstrukce,  která  se  vztahuje  ke 
kružnici  s  nepřístupným  středem,  jest  někdy  snadno  uskutečniti 
pomocí  průhledného  rovného  lístku  na  základě  věty,   že  obvo- 


i 
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dové  úhly  nad  týmž  obloukem  se  sobě  rovnají.  Tak  bychom 
v  poslední  úloze  na  lístek  sňali  úhel  ABC  a  pak  bychom  lístek 
ten  pohybovali,  aby  ramena  úhlu  tohoto,  na  něm  vyrýsovaného, 
kryla  ustavičně  body  A  a  C\  až  bychom  přišli  k  polohám, 
v  nichž  vrchol  úhlu  kryje  jeden  bod  na  kružnici  a.  Bod  ten 
vyjadřuje  průsečík  kružnic  k,  a,  čímž  obdržíme  vyjádření  bodů 
Lu  L2  s  žádoucí  přesností. 

Poukážeme  v  následujícím  výkladě  k  dalším  úlohám 
některým,  které  lze  takovým  způsobem  provésti. 

410.  Úloha.  Kruinice  k  dána  jest  dvěma  body  A,B  a  přímkou  p> 
procházející  středem  jejím  nepřístupným;  sestrojiti  se  má  koncový 
lod  jeden  P  průměru  na  p  letícího  a  poloměr  kruinice  dané. 


Obr.  444.  Obr.  445. 

Obr.  444.  —  Abychom  dospěli  k  bodu  P,  sestrojíme  bod  At 
k  A  souměrně  položený  vzhledem  ku  přímce  p ;  sejmeme  úhel 
AXAB  na  průhledný  rovný  lístek  do  A'tA'B';  úhel  A\A'Bt 
s  lístkem  přeneseme  posunováním  tak,  aby  rameno  A\AJ  krylo 
bod  Al%  rameno  A'B'  bod  B  a  aby  vrchol  A4  kryl  jeden  bod 
na  p.  A  tu  ten  bod  jest  bodem  hledaným  P. 

Konstrukce  poloměru  r  obsažena  jest  v  úloze  402.,  při 
čemž  můžeme  předpokládati,  že  kružnice  k  dána  jest  body 
A,  P,  Av  Kolem  Pa-d,  opíšeme  kružnice  poloměrů  rovnajících 
se  AP;  bod  jejich  průsečný  D  spojíme  s  A;  dále  kolem  D 
opíšeme  kružnici  téhož  poloměru,  procházející  tedy  bodem  P. 
Kružnice  ta  seče  kružnici,  která  má  svůj  střed  v  bodě  Ax  mimo 
bod  P  ještě  v  bodě  F.  Přímky  AD,  PF  se  protínají  patrně  na 
kružnici  k,  poněvadž 

<  A,PF  =  <  A,AD  =  ^  g. 

o 

J.  Sobotka:  DMkrlptirní  geometrie.  37 
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Jest  tedy  poloměr  žádaný  r  dán  úsečkou,  která  spojuje  bod   D 
s  bodem  E=AD.PF. 

411.  Úloha.  Kružnice  k  dána  jest  středem  mimo  ometenou  rovinu 
strojnou  ležícím  K  —  a.b  a  jedním  bodem  A ;  stanoviti  mánie  jeden 
průsečík  její  P  s  danou  přímkou  p. 

Obr.  445.  —  Odvodíme  bod  Ax  k  A  souměrně  položeny 
vzhledem  ku  přímce  b  a  bod  Bx  taktéž  k  A  souměrně  položeny 
vzhledem  k  a;  sejmeme  na  př.  úhel  AXBXA  ha  průhledný  rovny 
list  do  A\B\A*  a  přeneseme  posunováním  úhel  A\B\Aé  tak.  aby 
rameno  B\A\  krylo  bod  At9  rameno  B\Aé  bod  A  a  aby  vrchol 
kryl  se  s  jedním  bodem  na  p.  I  jest  tento  bod  bodem  žádaným. 

Jinak  by  se  úloha  řešila  tím  způsobem,  že  bychom  sestro- 
jili nejprve  body  Ax,  Bx,  pak  v  jednom  z  nich  A^  tečnu  t  pomocí 
příslušného  úhlu  obvodového  (AtA,  f),  čímž  další  řešení  jest 
převedeno  na  úlohu  406. 2. 

412.  Otáčení  útvaru  rovinného  kolem  nepřístupného  bodu  v  jeho 
rovině. 

Obr.  446.  —  Budiž  dán  střed  otáčení  O  jakožto  průsečík 

nepřístupný  přímek  a  a  g.  Útvar  má  se  otočiti  o  úhel  a.  Vytkli 

jsme  si  úhel  ten  v  LXML  tak,  aby  jedno  rameno  jeho  MLt   bylo 

stejnosměrné  s  a  a  opsali  jsme  kolem  vrcholu  jeho  libovolnou 

kružnici,  protínající  ramena  jeho  v  bodech  Z,,  L  a  prodlouženi 

ramena  LXM  přes  vrchol  v  bodě  Lq,  při  čemž  předpokládáme,  že 

otočení  se  děje  ve  smyslu   vyznačeném  v  obrazci  šípem.     Dále 

jsme  vedli  ještě   průměr  kružnice  kolmý  k  LxLtl  a  proťali  jej 

přímkou  LXL  v  bodě  L3.    Nazveme-li  «  úhel   L^ML  =  2$  —  o, 

(t 
přímky    ZjZ3,    LqL3    uzavírají   s  přímkou  LtL2  úhel  — >  ovšem 

v  různých  smyslech.  Konečně  sestrojíme  rovnoběžku  b  k  LXL^ 
jdoucí  bodem  O  (381) ;  tím  jest  dána  příprava  pro  naši  konstrukci. 

Abychom  otočili  bod  A  o  úhel  o  =  LXML  ve  smyslu  vy- 
značeném, vedeme  bodem  A  rovnoběžku  k  L2L3,  až  protne  a 
v  bodě  Ax ;  odtud  pak  vedeme  rovnoběžku  u  k  LXL3 ;  potom 
vedeme  bodem  A  rovnoběžku  ku  přímce  a,  až  protne  přímku  b 
v  bodě  A^  a  konečně  bodem  Aq  rovnoběžku  v  ku  přímce  ML;  pak 
jest  bod  průsečný  A#  přímek  u%  v  otočenou  polohou  bodu  A. 

Můžeme  konstrukci  provésti  též  tím  způsobem,  že  stano- 
víme přímku  c  rovnoběžnou  s  L2L3  tak,  aby  bodem  O  procházela, 
pak  sestrojíme  přímku  u  jako  prve;  dále  vedeme  bodem  A 
rovnoběžku  ku  přímce   ML0,    když   L0   značí   druhý   průsečík 
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přímky  L2L3  s  kružnicí  pomocnou;  rovnoběžka  tu  protneme 
přímkou  c  v  bodě  A3 ;  konečně  vedeme  bodem  A3  rovnoběžku  8 
k  a,  která  opět  přímku  u  v  žádaném  bodě  Aó  protíná. 

Správnost  obou  konstrukcí  vysvítá  z  toho,  že  čtyřúhel- 
níku,  jehož  vrcholy  jsou  -42,  A,  Axi  O,  jakož  i  čtyřúhelníku, 
jehož  vrcholy  jsou  Ai}  A,  Al,  u.v,  opsati  lze  kružnice,  které 
majíce  body  A^y  A,  Ax  společné,  splývají  v  kružnici  jedinou  w. 
Rovněž  stanoví  body  O,  A^  -A,  A3  takový  čtyřúhelník,   pročež 


/ 


M 


n* 


Obr.  446. 


i  bod  A9  leží  na  w  a  ježto  konečně  Az%  A,  Aiy  u.s  jsou 
vrcholy  čtyřúhelníka  v  kružnici  w  vepsaného,  vyplývá  z  toho,  že 
přímky  w,  v,  s  protínají  se  v  jediném  bodě  A#  na  w  a  že  úhel 
AOAj  se  rovná  úhlům  (AAV  AXA^),  (AAZ,  A3A#),  béřeme-li  je 
v  témž  smyslu,  který  přísluší  úhlu  A0A9  samému,  a  tedy  se 
rovná  úhel  AOAj  úhlu  danému  o.  Mimo  to  však  tětivy  OA,  0A# 
kružnice  w  též  se  sobě  rovnají,  poněvadž  úhly  obvodové  nad 
nimi  v  kružnici  w  spočívající,  mající  bod  Ax  nebo  A3  za  vrchol, 
se  sobě  rovnají. 

Poznáváme,  že  konstrukce  tato  přenáší  se  nezměněně  i  na 
průměty  parallelní  do  libovolné  roviny  útvarů  vytčených,  jak- 
mile jsme  si  sestrojili  průměty  bodů  Z„  L2,  M}  L  a  L0. 

37* 
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0  konstrukcích,  vztahujících  se  ke  křivkám  vyjádřeným  čarami 

a  o  čarách  strojných. 

413-  Uvažujme  nejprv  křivou  čáru  na  nákresně  jakožto 
grafické  vyjádření  křivky  v  rovině  ležící. 

Myslíme-li  si  křivku  vůbec  vytvořenu  zákonitým  idealiso- 
vaným  pohybem  bodu,  tu  pohyb  ten,  dokud  jest  nepřetržitý,  před- 
stavujeme si  tak,  že  ke  každé  poloze  A  bodu  hybného  přináleží 
určitá  poloha  soumezná  Al%  bezprostředně  předcházející,  a  určitá 
poloha  A2  soumezná  bezprostředně  následující,  a  pravíme  v  pří- 
padě takovém,  že  křivka  jest  v  bodě  A  spojitou  na  rozdíl  od 
bodů,  v  nichž  se  pohyb  končí,  v  kterémžto  případě  praví  mey 
že  křivka  má  v  bodech  takových  volné  zakončení,  čili  že  jest 
v  bodech  těch  přetržitá. 

Tečnu  křivky  v  bodě  jejím  A  jsme  definovali  jakožto  mezní 
polohu  sečny  její,  bodem  A  procházející  a  spojující  bod  ten 
s  dalším  bodem  B  křivky,  když  při  pohybu  bodu  B  na  křivce 
bod  ten  se  bodu  A  ustavičně  přibližuje,  při  čemž  úhlu,  který 
sečna  ta  svírá  s  řečenou  polohou  mezní  rovněž  jako  úsečky  AB 
ustavičně  ubývá,  až  při  přechodu  do  mezní  polohy  úhel  ten 
současně  s  úsečkou  AB  stávají  se  nekonečně  malými,  tak  že 
můžeme  říci.  že  tečna  spojuje  dva  soumezné  body  křivky. 

Je-li  křivka  v  bodě  A  spojitou,  můžeme  se  při  vytvořo- 
vání křivky  zákonitým  pohybem  přibližovati  na  křivce  bodu  A 
se  dvou  stran.  Je-li  mezní  poloha  sečny  AB  táž,  ať  již  se  bod 
B  na  křivce  přibližuje  bodu  A  s  jedné  nebo  druhé  strany,  pra- 
víme, že  jest  křivka  v  bodě  A  spojitá  vzhledem  k  tečně;  jsme-li 
však  vedeni  ke  dvěma  různým  tečnám  v  bodě  -á,  uzavírajícím 
spolu  úhel  konečný,  pravíme,  že  křivka  jest  v  bodě  tom  pře- 
tržitá vzhledem  k  své  tečně.  V  obou  případech  nazýváme  A 
bodem  dotyku  příslušné  tečny. 

Kolmice  k  tečně  *,  přináležející  bodu  A  křivky  dané  u9 
vztyčená  v  bodě  dotyku  A,  nazývá  se  normálou  křivky 
v  bodě  A 

414.  —  Obr.  447.  —  Předpokládejme,  že  křivka  u  jest  v  bodě  A 
spojitá  jak  vzhledem  k  bodu  tomu,  tak  i  vzhledem  k  tečně  t  v  bodě- 
tom  a  mysleme  si  svazek  kružnic,  které  se  křivky  u  v  bodě  A 
dotýkají  a  jejichž  středy  leží  tedy  na  normále  n  bodu  A  Vy- 
tkněme si  dále  na  u  bod  B{  libovolně.  Patrně  jest  ve  svazku 
řečeném  též  kružnice  Jc1}  která  bodem  tím  prochází. 
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Volíine-li  bod  Bx  tak,  aby  kružnice  kx  danou  křivku  mezi 
J5,  a  A  již  neprotínala,  leží  tato  část  křivky  buďto  zcela  uvnitř 
aneb  zcela  vně  kružnice  kl7  a  v  bodě  Bx  prostupuje  kx  křivka 
danou. 

Rozeznáváme  tu   dva  případy: 

1.  Prodloužení  křivky  u  od  Bx 
přes  A  leží  v  bezprostřední  blízkosti 
bodu  A  naopak  zcela  vně,  resp. 
vnitř, 

2.  souhlasně  vnitř,   resp.    vně. 

V  případě  prvém   kružnice  k{ 
se    křivky  u   dotýká    a   protíná   ji 
v  bodě  Bx.  Blíží-li  se  bod  Bx    na  u 
bodu   -á,    blíží    se  kx    určité   poloze  0br-  447- 
mezní  k   ve  svazku,   v  níž    bod  Bx 

stává  se  nekonečně  blízkým  A.  Kružnice  k  má  tudíž  v  A  tři 
soumeznó  body  s  křivkou  společné  a  sluje  její  kruínicí  křivosti; 
ona  v  bodě  A  dotýká  se  křivky  u  a  zároveň  ji  protíná,  při  čemž 
křivka  u  v  okolí  bodu  A  na  jedné  straně  bodu  toho  leží  vnitř, 
na  druhé  vně  kružnice  A,  prostupujíc  ji  v  bodě  tom. 

V  případě  druhém  bude,  jestliže  si  myslíme  bod  B1  na  u  do- 
statečně k  A  přiblížen,  obecně  křivka  kx  v  bezprostřední  blízkosti 
bodu  A  protínati  křivku  wpo  obou  stranách  bodu  A  v  bodech  Bu 
resp.  Bq.  Leží-li  totiž,  když  se  Bx  na  u  blíží  bodu  A}  v  okolí  bodu 
A  křivka  u  ustavičně  vnitř  nebo  vně  kružnice  kx  po  obou  stranách, 
lze  v  okolí  tom  vésti  sečnu  s\\t,  která  seče  u  na  jedné  straně 
od  n  v  bodě  C,  na  druhé  straně  v  bodě  C.  Je-li  u  vnitř  A,, 
mysleme  si  oním  z  bodíi  C,  C,  který  má  menší  vzdálenost  od 
*,  kružnici  dotýkající  se  křivky  u  v  bodě  u;  i  bude  bod  O 
ležeti  vně  kružnice  té,  a  bude  tedy  kružnice  ta  u  mezi  body 
Cai  protínati.  Je-li  u  vně  kx  v  okolí  bodu  A,  mysleme  si 
kružnici,  dotýkající  se  křivky  u  v  bodě  A  vedenu  oním  z  bodá 
C,  C,  který  má  větší  vzdálenost  od  »;  i  bude  bod  druhý  le- 
žeti vnitř  kružnice  té  a  tedy  kružnice  ta  bude  u  mezi  ním  a  bodem 
A  rovněž  protínati. 

Pak  měňme  kx  opět  tak,  že  bod  Bt  ustavičně  bodu  A  při- 
bližujeme, čímž  se  bude  zároveň  bod  B%  bodu  A  ustavičně  blí- 
žiti, tak  že  pro  mezní  polohu  k  kružnice  kx  oba  body  Bu  B2 
současně  se  stanou  soumeznými  s  bodem  A.  Kružnice  í\  přejde 
tím  opět  v  kružnici  křivosti  k,  ale  mající   s  u  v  A  čtyři  sou- 
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mezné  body  společné.  Křivka  u  pak  po  obou  stranách   bodu  A 
leží  v  okolí  jeho  současně  buď  vně  nebo  vnitř. 

Zde  obdržíme  touž  mezní  polohu  h  kružnice  &,,  ať  již  se 
blížíme  bodu  inaus  jedné  nebo  druhé  strany,  což  se  obecně 
bude  díti  i  v  případě  předcházejícím. 

Pravíme,  že  křivka  u,  která  jest  v  bodě  daném  A  spojitá 
vzhledem  k  tečně,  jest  v  bodě  tom  též  spojitá  vzhledem  ke 
kružnici  křivosti,  když  přijdeme  k  téže  mezní  poloze  k  kruž- 
nice kíy  ať  již  bod  JEř,  přibližujeme  kis  jedné  neb  drahé  strany 
bodu  A,  jinak  pravíme,  že  křivka  ta  v  bodě  A  jest  přetržitá 
vzhledem  ke  kružnici  křivosti. 

415.  Přihlížejme  tu  výhradně  ke  grafickým  obrazům  takových 
křivek,  které  jsou  spojité  vzhledem  k  bodům,  tečnám  i  kružni- 
cím křivosti.  Spojitost  ta  se  přenáší  též  na  obrazy.  Grafické  vy- 
jádření takových  křivek  spojitých  na  rovné  nákresně  usnadňuje 
se  častým  cvikem,  jímž  se  citlivost  pro  spojitost  čar  tříbí  tak, 
že  postačí  vyjádření  poměrně  malého  počtu  bodů,  zvláště  pak 
bodu  význačných  křivky,  jakož  i  tečen  a  kružnic  křivosti  v  bo- 
dech důležitých,  jmenovitě  tenkráte,  když  lze  prvky  ty  snadno 
sestrojiti,  aby  se  pak  čára  příslušná  s  dostatečnou  přesností 
mohla  narýsovati. 

Sestrojování  tečen  a  kružnic  křivosti  jest  důležité,  poněvadž 
tečna  v  daném  bodě  A  křivky  přiléhá  ke  křivce  v  bodě  tom 
úžeji  nežli  každá  jiná  přímka,  rovněž  kružnice  křivosti  pro 
bod  A  přiléhá  k  ní  úžeji,  nežli  kterákoliv  kružnice,  jež  se  ji 
dotýká  v  A;  proto  proužky,  vyjadřující  v  prvém  případě  tečnu 
a  křivku,  v  případě  druhém  kružnici  křivosti  a  křivku,  mají 
v  bezprostřední  blízkosti  grafického  obrazu,  přináležejícího  bodu 
-4,  jistý  malý,  ale  konečný  prvek  společný,  který  jest  v  prvém 
případě  pro  splynutí  obrazu  přímky  a  křivky,  v  druhém  případě 
kružnice  a  křivky  prvkem  maximálním,  a  jest  zřejmo,  že  v  pří- 
pade druhém  onen  prvek  jest  mnohem  značnější  nežli  v  případě 
prvém.  Zvláštní  důležitost  pro  grafické  vyjádření  mají  ovšem 
ony  body  na  křivce  a  jejich  kružnice  křivosti,  pro  něž  tyto 
obsahují  čtyři  body  soumezné. 

V  částech  křivky,  v  níž  jsou  poloměry  kružnic  zakřivení 
menší  nežli  v  částech  jiných,  sestrojujeme  relativně  větší  počet 
bodů  nežli  v  těchto,  neboť  čím  jest  poloměr  kružnice  zakřivení 
Tc  pro  bod  A  větší,  tím  menší  jest  v  okolí  bodu  A  poměr  vzdá- 
lenosti  bodů  na    k    od    tečny    bodu    toho  k  jeho    vzdálenosti 
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od  A,  tím  větší  bude  tedy  také  prvek  společný  příslušným 
proužkům,  vyjadřajícím  křivku  danou  a  kružnici  v  okolí  pří- 
slušném bodu  á.  Proto  pravíme  také,  že  křivost  křivky  jest 
tím  větší,  čím  menší  jest  poloměr  kružnice  křivosti  a  naopak. 

Podle  toho  tedy  vyjadřujeme  pro  části  křivky,  v  nichž 
křivost  jest  větší,  poměrně  více  bodů  než  pro  části,  v  nichž 
křivost  její  jest  menší. 

Je-li  pro  křivku  takový  počet  bodů  graficky  vyjádřen,  že 
kroužky  body  ty  graficky  vyjadřující  nejsou  dosti  malé  vzhledem 
k  jejich  vzdálenosti,  grafický  obraz  křivky  není  jimi  přesně 
vyjádřen,  ježto  spojitost  křivky  v  jednotlivých  bodech,  která  zá- 
visí na  nekonečně  malých  prvcích,  graficky  nelze  pouhým  vyjá- 
dřením bodů  vystihnouti;  to  má  platnost  tím  více,  že  určení 
řečených  kroužků  závisí  na  konstrukcích,  jimiž  se  okrsky  jejich 
mnohdy  přes  meze  přípustné  zvětšují.  K  tomu  se  musí  při  vy- 
tahování příslušné  čáry  bráti  patřičný  zřetel,  tak  že  se  pro- 
táhne mezi  grafickými  obrazy  vyjádřených  bodů  křivky  tak,  aby 
spojitost  křivky  s  dostatečnou  přesností  byla  vystižena. 

416.  Sestrojování  tečen  a  kružnic  křivosti  lze  odvoditi  ze 
zákona  výtvarného  křivky.  Je-li  však  grafické  vyjádření  konstrukcí 
těch  složité  neb  obtížné,  tak  že  jest  pramenem  velkých  chyb, 
aneb  zákon  výtvarný  křivky  grafickým  obrazem  vyjádřené  není-li 
znám,  a  křivka  ta  jest  svým  grafickým  obrazem  empiricky  dána, 
můžeme  přechod,  jímž  jsme  dospěli  od  sečny  k  tečně  a  od  kruž- 
nice, dotýkající  se  křivky  v  daném  bodě,  ke  kružnici  křivosti 
bodu  toho,  graficky  vyjádřiti  spojitou  čarou,  na  níž  jednotlivé 
tečky  vyjadřují  jednotlivé  polohy  sečen,  pokud  se  týče  kružnic 
dotyčných. 

Nazýváme  pak  vůbec  každou  křivku,  která  vyjadřuje  nějaký 
přechod  útvaru  proměnlivého  k  určité  poloze  mezní,  křivkou 
strojnou  neboli  chyboznačnou,  grafické  její  vyjádření  pak  čarou 
strojnou  čili  chyboznačnou.  Každá  poloha  útvaru  měnlivého  jest 
vyjádřena  určitou  tečkou  na  čáře  té  a  naopak  každou  tečkou, 
příslušná  poloha  jest  stanovena. 

čára  tato  dle  zákona  spojitosti  stanoví  všechny  možné* 
polohy  útvaru  proměnlivého.  Polo2e  mezní  přísluší  pak  rovněž, 
určitá  tečka  na  čáře  té,  kterou  lze  bezprostředně  stanoviti  ze 
souvislosti  teček  jejich  s  jednotlivými  polohami  útvaru  proměn- 
livého. Při  tom  každá  tečka  se  určuje  dvěma  veličinami,  z  nichž 
jednou  jest  dána  poloha  útvaru  měnivého,  kdežto  druhá  uvádí, 
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oč  se  poloha  ta  od  hledané  polohy  mezní  odlišuje,  a  již  můžeme 
označiti  jakožto  chybu,  které  bychom  se  dopustili,  kdybychom 
polohu  tu  považovali  za  mezní. 

Podle  toho  provedeme  řešení  následujících  úloh  pomocí 
čar  strojných. 

417.  Úloha.  Křivka  spojitá  (k)  vyjádřena  jest  svým  grafickým 
obrazem;  má  se  vyjádřiti  tečna  (t)  k  ni  daným  bodem  (A.)  vedená, 
jakož  i  její  bod  dotyku  (T). 

Označme  grafické  vyjádření  dané  křivky,  daného  bodu, 
hledané  tečny  a  jejího  bodu  dotyku  vztažně  písmeny  i,  A,  t,  T. 


Obr.  449. 


1.  řešení.  —  Obr.  448.  —  Čáru  t  lze  sestrojiti  pouhým  při- 
ložením hrany  přímé  pravítka  tak,  aby  procházela  tečkou  A  a 
■dotýkala  se  čáry  A,  a  to  s  touž  přesností,  která  grafickému  vy- 
jádření křivky  vůbec  přísluší.  Při  tom  však  tečka  T  nebude  s  do- 
statečnou přesností  zjištěna.  Proto  vedeme  k  t  blízké  sečny  rovno- 
běžné; postačí,  vedeme-li  dvě  nebo  tři.  Sečny  ty  budou  k  pro- 
tínati po  různých  stranách  hledaného  dotyku  T  v  tečkách  Rr 
£j ;  iž,,,  Sq ;  fi8,  531  z  nichž  vedeme  rovnoběžné  přímé  čáry,  a  to 
tečkami  na  dané  čáře  po  jedné  straně  hledaného  bodu  T  \e- 
žícími  ve  smyslu  jednom  a  po  druhé  straně  ve  smyslu  opačném ; 
na  čáry  ty  pak  naneseme  délky  příslušných  tětiv,  tedy  BÍB\  = 
SVS'X  ==  jBTsT,  .  .,  čímž  obdržíme  tečky  iž'3,  R'„  B',,  S\,  S^,  ff,, 
jimiž  v  tomto  pořadí  vedeme  spojitě  čáru  strojnou  Z,  která  dle 
svého  zákona  výtvarného  protne  t  v  žádaném  místě  dotyku  I.  Při 
tom  volili  jsme  označení  tak,  že  R3S3—{t>R2S2  -it>R1S1  -\t. 
Aby  průsek  čáry  k  s  čarou  l  byl  určitý,  volíme  směr  pro  -Ri-BV  ■  •  ■ 
tak,  aby  se  úhly,  v  nichž  se  k,  l  protínají,  t.  j.  úhly  tečen  v  T 
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k  těmto  čarám,  příliš  neodchylovaly  od  úhlu  pravého,  tedy  tak, 

2 
aby  <  5,  JR,  R\   se  rovnal  asi  -5-  p. 

o 

•  Ale  řešení  to    má   tu   vadu,    že  vzdálenost   teček   JB',,  S\ 

bývá  poměrně  velká. 

2.  řešení.  —  Obr.  449.  —  Vedeme  buď  tečkou  A  nebo  libo- 
volnou tečkou  jinou  na  t  anebo  rovnoběžně  k  t  jako  předešle . 
•sečny,  stanovící  na  k  v  blízkosti  tečny  t  tětivy  RSS3,  R282,  jRi5ly 
pro  něž  stanovíme  středy  T8,  Ta,  T,,  kterými  vedeme  ve  vyzna- 
čeném pořádku  čáru  strojnou  Z,  již  spojitě  prodloužíme  přes  I\, 
až  protne  l;  průsečík  bude  hledanou  tečkou  T,  která  tím  přes- 
něji je  stanovena,  čím  blíže  jest  T,  a  tedy  též  sečna  R1SÍ  tečně 
i ;  ovšem  lze  sečnu  tu  pouze  v  těch  mezích  ku  t  přiblížiti,  dokud 
tečku  Tx  a  tedy  i  průsečíky  RXi  S%  lze  s  dostatečnou  určitostí 
-zjistiti. 

Má -li  tečna  t}  místo  aby  procházela  tečkou  -á,  býti  rovno- 
běžná  k  dané  čáře  přímé }  obdržíme  ji,  když  k  čáře  této  přiložíme 
přímou  hranu  pravítka,  jež  posuneme  rovnoběžně,  až  hranatá  se 
dotkne  čáry  k.  Pro  T  však  dřívější  konstrukce  zůstává  nezměněna. 

Protíná-li  zároveň  tečna  t  v  T  čáru  A,  t.  j.  přechází-li  k 
v  T  z  jedné  strany  tečny  t  na  drahou,  pravíme,  že  nastává  obrat 
čáry  k  v  bodě  T.  Tu  dělí  t  čáru  na  dvě  části;  za  účelem 
konstrukce  myslíme  si  jednu  část  její  kx  kolem  t  otočenu  o  2o 
do  polohy  k\  a  provedeme  konstrukci  tečky  T  vzhledem  k  čáře 
skládající  se  zk\  a  z  druhé  části  k%  čáry  k. 

418.  Úloha.  Křivka  spojitá  (&)  jest  vyjádřena  svým  gra- 
Jickým  obrazem ;  má  se  vyjádřiti  tečna  k  ní  (t)  v  daném  bodě  jejím  (T). 

Obr.  450.  —  Označme  grafické  vyjádření  řečených  útvarův 
opět  se  vztahem  k,  t,  T.  Zvolme  v  nákresně  vhodně  nějakou  čáru 
pomocnou  r  a  veďme  si  tečkou  T  paprsek,  protínající  k  v  tečce 
-á,  blízké  k  T  a  r  v  A\  ;  dále  sestrojme  vektor  A\AX  =  TA  a 
mysleme  si,  že  se  paprsek  ten  otáčí  kolem  T,  při  čemž  A  po- 
pisuje čáru  danou  k  a  A\  čáru  pomocnou  r;  i  bude  Aí  popiso- 
vati čáru  strojnou  i,.  Provádíme-li  otáčení  to  tak,  že  A  se  při- 
bližuje ustavičně  k  T,  blíží  se  též  A\  k  Ax  a  když  obě  tyto 
tečky  splynou  v  tečce  T,,  která  jest  tudíž  čarám  r,  lx  společná, 
patrně  paprsek,  jejž  jsme  otáčeli,  přechází  v  tečnu  hledanou 
t=  TXT. 

Za  r  zvolíme  čáru  jednoduchou,  tedy  buďto  přímou,  kterou 
vedeme  tak,  aby  se  úhel,  jejž  uzavírá  s  hledanou  tečnou,  neod- 
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chyloval  příliš  od  úhlu  pravého,  aneb  kružnici,  již  jsme  v  obrazci 
opsali  kolem  T.  Přímá  čára  TA  seče  kružnici  tu  ve  dvou  tečkách 
A\,  A'2;  učiní me-li  tedy  A\At  =  A\A+  =  TA,    popíše  pří  otá- 
čení čáry  TA  kolem  T  tečka  At  čáru  strojnou  Z,,  te&ka.   A+  čáru 
strojnou  Z2.  Postačí  opět,  zvolíme-li  pro  TA  několik  málo  poloh 
blízkých  t.   Zvolíme  tedy  na  k  dvě  nebo  tři  tečky  Ay   B7   resp.  C 
na  jedné  straně  od  T  a  rovněž  tak  dvě  nebo  tři  tečky  na  straně 
druhé,  jimiž  vedeme  příslušné  polohy  pro  TA.    Tak   obdržíme 
potřebnou  část  pro  llt  resp.  J2.  Tečna  t  obsahuje  pak  též  Tx  =  í2 .  r 

a     JLq    —   ln    •   7". 


Obr.  450. 

Patrně  procházejí  čáry  lí}  l2  též  tečkou  T,  což  seznáme, 
necháme-li  A  splynouti  s  příslušnou  tečkou  společnou  2?,  resp.  C 
čarám  £,  r.  Spojnice  ET,  CT  dotýkají  se  čar  ř,,  resp.  í9,  poněvadž 
pro  ty  to  polohy  paprsku  TA  délky  tětiv  TA^  resp.  TA2,  náležejících 
čarám  strojným,  rovnají  se  nulle.  Jest  tudíž  výhodno,  můžeme-li 
teček  E,  resp.  C,  použíti  jakožto  teček  pomocných  na  i,  abychom 
tak  učinili;  i  postačí  obyčejně,  jestliže  mimoně  po  každé  straně 
tečky  T  zvolíme  ještě  jednu,  nejvýše  dvě  tečky  pomocné. 

419.  Úloha.  Sestrojiti  jest  ke  spojité  křivce  (k)  graficky  vyjá- 
dřené normálu  (n)  s  daného  bodu  (A). 

Obr.  451.  —  Vyjádříme  patu  (N)  hledané  normály.  Opí- 
šeme tu  kolem  grafického  obrazu  A  bodu  (A)  několik  kružnic 
soustředných,  obyčejně  tři,  protínajících  s  žádoucí  určitostí  čáru 
k  v  blízkosti  hledané  paty  N  ve  dvojicích  bodft  AtA%,  BXB„ 
CXC%,  po  obou  stranách  paty  N.  Dále  rozpůlíme  oblouky  kruhové 
AxA<t,  BtB^  CXC%  body  A>  B,  (7,  z  nichž  A  budiž  hledané  patě 
N  nejbližší  a  C  nejvzdálenější,  a  vedeme  spojitě  čáru   strojnou 
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CBA,  již  prodloužíme  přes  Ay  až  protne  k.  Průsečík  jest  hledanou 
patou  N. 

Neboť  myslíme-li  si  v  nějakém  bodě  (P)  dané  křivky  (i) 
tečnu  a  normálu,  každá  kružnice  (A)  kolem  libovolného  bodu 
(A)  na  normále  opsaná  a  bodem  (P)  procházející  dotýká  se  též 
tečny  a  tedy  i  křivky  (k)  v  bodě  (P) ;  křivka  (k)  utíná  na  kruž- 
nicích s  (A)  soustředných  a  protínajících  (k)  v  blízkosti  bodu 
(P)  oblouky,  které  se  tím  více  zmenšují,  čím  více  se  kružnice 
sečná  přibližuje  kružnici  (A),  pro  kterouž  konečně  oblouk  pří- 
slušný vymizí ;  středy  těch  oblouků  stanoví  tudíž  křivku,  která 
též  patou  (P)  prochází. 


;  * 


#- 


Obr.  451. 


Obr.  452. 


Dělí-li  ve  zvláštním  případě  (A)  křivku  (k)  ve  dvě  části, 
z  nichž  jedna  (Aj)  leží  v  blízkosti  žádané  paty  (N)  vně,  kružnice 
(A),  druhá  (k2)  vnitř,  nahradíme  jednu  z  nich,  na  př.  (k2),  obdobně 
zmíněnému  zvláštnímu  případu  v  417.  2  obloukem  (A3)  křivky  jiné, 
který  jest  ku  (&8)  tak  přidružen,  že  spojnice  příslušných  bodů  na 
(ka)  a  (kB)  procházejí  bodem  (A)  a  že  vzdálenosti  bodů  těch  jsou 
kružnicí  (A)  rozpůleny;  při  tom  lze  grafické  vyjádření  A  kružnice 
(A)  pomocí  kružítka  provésti  zkusmo   s  dostatečnou   přesností. 

420.  Úloha.  Má  se  vyjádřiti  kruínice  křivosti  (a)  pro  spojitou 
křivku  (k)y  graficky  vyjádřenou^  v  daném  bodě  jejím  {A). 

Značíme  opět  jako  prve  libovolné  útvary  závorkami,  kdežto 
grafické  vyjádření  jejich  označujeme  týmž  znakem  bez  závorek. 
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Obr.  452.  —  Sestrojíme  nejprv  tečnu  A  ku  k  (418)  a  vedeme 
normálu  n  v  A  kolmo  k  tečně  té.  Zvolíme  na  k  po  obou  stra- 
nách tečky  A  alespoň  po  dvou  tečkách  a  to  ve  směru  od  A.  tečky 
Bl}  B2  na  straně  jedné,  tečky  C^  C2  na  straně  druhé. 

Mysleme   si  dále  kružnice  62,  6lf  c,,  c2,  které  se  v  A  čáry 
k  dotýkají  a  případně  procházejí  tečkami  B2Í  2?,,  C,,    <72:     se- 
strojíme jejich    středy  /?2,  /?,,  yn  y2  ^m>    že    opíšeme    kolem  A 
kružnici,    jejíž    společné   tětivy  s  kružnicemi    stejnými     středu 
i?2,  jB,,  Cp  (^    protneme  normálou   n.    Kružnice   a    leží   v  po- 
sloupnosti kružnic  62,  ř,,  c1}  c2   mezi  ^  a  c1?   když  si  myslíme 
posloupnost  tak  stanovenu,  že  od  B2  délky  ABq  tětivy  společné 
kružnici  a  čáře  k  ubývá,   až  pro  a  délka  ta  mizí  a  pak  zase 
roste,    přejdouc  na   druhou  stranu  od  J..    Střed  A4  kružnice  a 
obdržíme  pomocí  příslušné  čáry  strojné  i,  již  vytvoříme  tím,  že 
ve  vhodném  směru  vedeme  rovnoběžky,   vycházející  z  teček  ft, 
Ai  7n  7«>  a  to  první  dvě  po  jedné  straně  normály  n,  druhé  dvě 
po  straně  druhé ;  na  rovnoběžky  ty  naneseme  úsečky  /?2B'2  =^AB^ 
J^B\=lAM[,  "^7  =  ^,  Í^^AC"    Čára  l  spojuje   body 
B'q,  B\  <?!,  Oq  a  seče  n  v  žádaném  středu  A*. 

Ostatně  lze  v  mnohých  případech  střed  A*  s  dostatečnou 
jistotou  obdržeti  zkusmo,  jestliže  z  kružnic  dotýkajících  se  k 
v  tečce  A  vyhledáme  tu,  která  k  zároveň  seče  v  A,  tedy  v  A 
přechází  s  jedné  strany  čáry  k  na  stranu  druhou.  Kružnice,  do- 
týkající se  A;  v  bodě  A,  poloměru  poněkud  většího,  seče  k  po  jedné 
straně,  kružnice  poloměru  poněkud  menšího  po  straně  druhé 
od  A  v  blízkosti  tečky  této,  v  čemž  právě  spočívá  poměrně 
značná  jistota,  s  níž  lze  a  takto  obdržeti. 

421.  Užití  křivek  strojných  vede  mnohdy  k  bezprostředním 
konstrukcím,  vztahujícím   se  ku   křivkám   přesně  definovaným. 

Kdybychom  na  př.  měli  v  rovině  vésti  z  daného  bodu  A 
vně  dané  kružnice  k  ležícího  k  ní  tečny,  mohli  bychom  stano- 
viti křivku  strojnou  í,  která  jest  místem  středu  tětiv  z  k  vy- 
ťatých sečnami  z  bodu  A  vycházejícími.  Střed  takové  tětivy  jest 
též  patou  kolmice  se  středu  S  kružuice  na  ni  spuštěné.  Proto 
jest  křivka  strojná  kružnicí  opsanou  nad  AS  jakožto  průměrem. 
Jsou  tedy  body  dotyků  hledaných  tečen  průsečíky  kružnice  této 
s  kružnicí  danou,  čímž  jsme  obdrželi  známou  konstrukci  úlohy 
dané. 

Jakožto  další  příklad  vytkneme  si  úlohu: 

Sestrojiti  kruinice  křivosti  pro  vrcholy  dané  ellipsy  (176). 
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Obr.  453.  —  Proveďme  konstrukci  nejprv  pro  vrchol  hlavní  A. 

Podle  konstrukce  v  420.  myslíme  si  tedy  posloupnost  kružnic, 
které  se  ellipsy  v  bodě  A  dotýkají  a  mimo  to  ji  protínají.  Pro 
libovolnou  z  nich  m  protínající  ellipsu  v  bodě  M  od  A  různém 
obdržíme  střed,  jestliže  v  M  vztyčíme  kolmici  k  AM,  až  pro- 
tne osu  hlavní  v  bodě  Mx ;  i  jest  AMt  průměrem  kružnice  m, 
a  tedy  střed  M0  kružnice  té  půlí  AMX.  Vedeme-li  bodem  M0 
přímku  v  určitém  směru,  tedy  na  př.  kolmou  k  hlavní  ose  a 
ellipsy  a  naneseme- li  na  ni  úsečku  M0R  =  AM,  v  jednom  nebo 
druhém  smyslu  možném  podle  toho,  leží-li  M  po  jedné  či 
druhé  straně  osy  a,  tu  pohybuj eme-li  M  po 
ellipse,  bod  R  bude  popisovati  křivku  stroj- 
nou  Z,  a  střed  K  hledané  kružnice  jest  prů- 
sečíkem křivky  l  s  osou  a. 

Z  konstrukce  snadno  seznáme  pro 
křivku  l  souvislost  mezi  poloměrem  AM0=x 
jakožto  úsečkou  a  mezi  M0R  =  y  jakožto 
pořadnicí  libovolného  bodu  B. 

SeČe-li  kolmice  s  bodu  Mk  ose  hlavní 
SA    ellipsy    hlavní     kružnici    vrcholovou 
v  bodě  M'  a  SA  v  bodě  M^  jest,  značí-li  dále  pro  ellipsu  jako- 
vždy  a,  b  délky  poloos  velké  a  malé  a  e  výstřednost 


Obr.  458. 


tedy 


Klademe-li  ještě  AM+  =  d,  jest 


M.M*  =  d{2a  —  6)  -=, 


a 


a  dále 


AM*  =  y*  =  d(2a  -  í)-^  +  d\    AMx.d  =  y%. 


Poslední  dvě  rovnosti  vedou  k  rovnicím 

Z  rovnic  těch  plyne  dosazením  hodnoty  pro  y*  do  výrazu  pro- 
x  rovnice 


b*    .    e 
x  =  —  + 


a 


2a' 


*, 
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kterážto  s  rovnici  předcházející  vyjadřuje  křivka  stroj nou  para- 
metricky. 

Vyjádřili  jsme  takto  poloměr  x  kružnice  m  pomocí  délky  £. 
Když  se  ua  ellipse  M  blíží  A,  tětivy  AM  i  délky  č  ustavičně 
ubývá,   tak  že  současně  obě    úsečky  vymizejí;   jest    tudíž    pn> 

b%  b% 

lim  d  =  0,  lim  x=z  —  Obdržíme  proto  AK-= —  jakožto  po- 
loměr kružnice  hledané  a  obdobně  bychom  touž  cestou  obdr- 
želi pomocí  kružnice  vrcholové   vedlejší  pro  poloměr  kružnice 

a* 
křivosti  ve  vrcholu    vedlejším   hodnotu  -=-• 

Vidíme,  že  za  účelem  žádané  konstrukce  jsme  křivku  stroj  nou 
samu  nemusili  vůbec  sestrojovati. 


0  kružnicích  křivosti  dvou  křivek  affinních  v  bodech  sdružených. 

422.  Odvodili  jsme  právě  kružnice  křivosti  pro  vrcholy 
ellipsy  pomocí  polohy  affinní  její  s  kružnicemi  vrcholovými. 
Můžeme  snadno  obecně  odvoditi  z  kružnice  křivosti  dané  křivkv 
v  některém  bodě  kružnici  křivosti  libovolné  křivky  k  ní  affinní 
v  bodě  příslušném.  Vzhledem  k  (215)  však  můžeme  se  omeziti 
na  křivky  affinně  položené. 

Obr.  454.  —  Buďtež  A,  A*  příslušné  k  sobě  body  dvou  ta- 
kových křivek  A,  k\  dále  budiž  l  modulem  polohy  affinní  mezi 
A,  k',  a  r,  r'  buďtež  poloměry  kružnic  křivosti  pro  tyto  křivky 
v  bodech  -4,  resp.  A*. 

Seče-li  AAl  osu  affinity  v  bodě  AQJ  jest  X  =  (AA'A0).  Dále 
předpokládejme,  že  se  tečny  ku  h  a  h'  v  bodech  -4,  A'  sekou 
v  bodě  P,  který  tedy  leží  na  ose  affinity,  a  klaďme  AP  =  L 
A'P  =  ť,  <  A0PA  =  r,  <  AttPA'  =  x1 ;  patrně  plyne  z  trojúhel- 
níků A0PA\  A0PA  rovnost 

s%n  t        ť 

Mysleme  si  nyní  kružnici  (R)  poloměru  -R,  která  by  se 
křivky  k  dotýkala  v  bodě  A  a  protínala  ji  v  bodě  JB,  bodu  A  velmi 
blízkém.  Bod  B'  k  B  příslušný  leží  na  přímce  BB1,  rovnoběžné 
s  AAé;  mimo  to  přímky  AB,  A'B'  protínají  se  na  ose  affinity 
v  bodě  Px,  a  poněvadž  rovnoběžce  k  APy  bodem  B  vedené, 
přísluší  rovnoběžka  k  A'P}  bodem  B'  vedená,  proto  se  tyto  dvě 
přímky  protínají  též  na  ose  affinity  v  bodě  Pa.  Budiž  pak  1  pru- 
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^ečík  přímky  P9JB  s  normálou  křivky  h  v  bodě  A  a  2'  průsečík 
přímky  I\B'  s  normálou  křivky  h1  v  bode  A4.  Označme  ještě 
&  poloměr  kružnice  (/?'),  která  se  dotýká  křivky  há  v  bodě  A*  a 
prochází  bodem  B4.  Jest  tudíž 

.8 


222  = 


4# 


2Ji'  = 


^4'# 


A\  A'2' 

R  _~AB*    M' 
K~AíB'%'  AI  ' 


Obr.  454. 


Dále  jest 


AB  _AP,      A'2'  _P2-\  A'P  _ 
~AB'  ~  A7P1 '     Aí  ~  P2  -\~AP  _ 
tak  že  obdržíme  se  zřetelem  na  (1) 

t 


stn  t 


/ 


sm  % 


■> 


ť 


Blíží-li  se  B  na  k  ustavičně  bodu  A,  blíží  se  též  B'  na  A' 
ustavičně  bodu  A';  při  tom  kružnice  (R)  blíží  se  kružnici  kři- 
vosti křivky  k  v  bodě  A  a  kružnice  (B')  kružnici  křivosti  křivky  V 

B  r 

v  bodě  A' ;  pro  polohu  mezní  přejde  poměr   -„;  v  poměr  — r    a 

tak  že  obdržíme  jednoduchou  relaci 


poměr 


ABX 

=  v  poměr  -j 


čili 


lil— ii 


-         í3' 


(2) 


i 
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Nelze-li  pro  konstrukci  délek  t\  t  přímo  použíti,  na  př.  pro 
body  A=  A'  na  ose  affinity,  nahradíme  (2)  vzhledem  k  (1) 
rovnicí 

r  sin3  x  =  X%  r4  sin9  %*.  (2'> 

42S.  Zvláštní  případy. 

1.  Jestliže  tečny  křivek  t,  k*  v  bodech  A,  A4  splývají,  tak 

že  křivky  mají  v  bodech  těch   společnou  tečnu   ve  směru  affi- 

ť        1  r 

nity,   jest— =  y-  a  tedy  r'z=z^ 


Obr.  465. 


2.  J80U-U  tečny  k  řečeným  křivkám  v  bodech  -á,  A'  rovno- 

ť 

běžné  s  osou  affinity,  poměr  —  přechází  v  1  a  r*  =  Ir. 

3.  Jestliže  konečně  směr  affinity  splývá  se  směrem  osy  affinity. 


r' 


ť9 


jest   — =  tš"?  a   mají- li  zvláště    křivky    £,  ké   v  bodech    A%  A' 

společnou  tečnu  rovnoběžnou  s  osou  affinity,  jest  r'  =  r. 

Vztahy  ty  můžeme  obdobně  jako  (2)  též  přímo  odvoditi. 

4.   —   Obr.   455.    —  Jsou-li  i,   V  v  poloze   orthogonálně 
affinní,  můžeme  klásti 

AA0  =  A^Ptgr,    AA9  =  AJPtgit. 
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Jest  tedy 


tg* 


Vložíme-li  tu  hodnotu  do  (2')  v  422,  obdržíme  rovnici 

r  sin3  x  tg2  t'  =  r'  sin3  ť  tg2  t, 


čili 


r4  sin  v'  cos*  %'  —  r  sin  %  cos*  t.  (3) 

Na  základě  relace  té  můžeme  sestrojiti  poloměr  r'  =  A'K2, 
jestli  dán  poloměr  r  =  AK^,  jak  následuje. 


Obr.  456. 


Spustíme  kolmici  s  Kx  na  AA'  a  s  paty  její  Lx  kolmici 
na  normálu  AK1  křivky  k  v  bodě  A;  pata  této  kolmice  budiž 
Nx.  Patrně  jest  A^  —  r  cos2*  a  tedy  ^  H  AA4  =  r  cos*t  sin  r. 
Dále  vedeme  bodem  Nx  rovnoběžku  s  AA\  až  protne  normálu 
bodu  A*  ku  křivce  k*  v  bodě  A72,  v  kterémžto  bodě  vztyčíme 
kA4N2  kolmici,  protínající  AA4  v  bodě  L2.  Kolmice  v  L2  k'AA4 
šeře  již  A'N2  v  koncovém  bodě  K2  hledaného  poloměru;  neboť 
jest  tu  obdobně  N2  H  AA'=  AlK2  cos*  r4  sinť  a  tedy  r'=4'jr2. 

424.  —  Obr.  456.  —  V  obecném  případě  příslušná  kon- 
strukce jest  poněkud  složitější.  Budiž  na  normálou  ku  A;  v  bodě 
A,  n2  normálou  ku  *'  v  bodě  A',  a  označme  <p|9  <p2  úhly,  které 
jip  n2   uzavírají    s  AA4  v  jednom  neb  druhém  možném  smyslu. 

J.  Sobotka:  Deikrtpttyní  geometrie.  38 
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Z  rovnice  (2)  v  422.  plyne  se  zřetelem  na  (1) 

r'       ť*     sin  x 


(4) 


r        t*      sin  ť 

Pomocí  věty  sinusové  obdržíme  z  trojúhelníka  APA*  úměru 

V  i  ť=z  cos  qp,  :  cos  qpa, 

tak  že  můžeme  (4)  nahraditi  rovnicí 

r'  cos*  <jra  sin  t'  =  r  cos*  qra  sin  r,  (5)     j 

obdobnou  rovnici  (3)  v  423.  a  vedoucí  k  jednoduché  konstrukci 
středu  K%>  dán-li  jest  střed  Kr 

Jestliže  sestrojíme  vektory  ANX  =  AKX  .  cos*  qrlf  A4N^  = 
A4Ki  •  cos*  qp2,   AéU=AN1    a  dosadíme   hodnoty  jejich    do   (5). 

dojdeme  rovnice 

A* Nu  .  sin  ť  —  AéU  .  sin  r. 

Je-li  X  >  0,  úhly  PAKX,  PA'K2  rovnají  se  i  co  do  smyslu, 
je-li  ÍL  <  0,  jsou  smyslů  opačných  ;  následkem  toho  leží  body 
•#21  U  P°  ^že  straně  kolmice  h  s  A4  na  osu  affinity  spuštěné, 
a  ježto  z  poslední  rovnice  vychází,  že  U  H  h  =  iV2  H  A.  proto 
jest  ř/Jřa  ||  A.  Tím  jsme  vedeni  k  následující  konstrukci  bodu  Kt. 

S  K1  spustíme  kolmici  na  AA\  s  její  paty  Lx  kolmici  na 
nlt  protínající  n,  v  bodě  ^ ;  učiníme  pak  A'U  =  -á^T,  a  vedeme 
kolmici  s  í/  k  ose  affinity.  Seče-li  kolmice  ta  n2  v  bodě  N9  a 
sefie-li  kolmice  v  ď2  kti„  vztyčená  přímku  A  A*  v  bodě  Za,  pak 
protne  kolmice    v  L%    k  J.A'   normálu   h2    v  žádaném  bodě  A'2. 

426.  Obr.  457.  —  Z  relace  (2)  v  422  odvodíme  si  dalsi 
jednoduchou  souvislost  poloměrů  r",  r'  dvou  křivek  affínne 
položených  k",  k'  pro  jejich  body  sobě  příslušné  A",  A4  taky 
abychom  jí  mohli  ke  konstrukci  výhodně  použíti. 

Nechť  osa  affinity  w'/"  seče  spojnici  A" A4  v  bodě  Aoy  pro 
cházejíc  bodem    TI"  společným  tečnám   t",  t\  dále   nechf  značí 
K19  KtJ  příslušné  středy  křivosti  křivek  uvažovaných  pro  body 
A'\  resp.  A\  a  xn  ra  nechť  jsou  úhly  AQTšftAt\  A0T/'ŠA'. 

Spusťme  v  TI'1  kolmice  ke  KXT\",  K%TI",  označme  A,, 
resp.  Aq  jejich  průsečíky  s  přímkami  Kx Até,  KqA*  a  jako  dříve 
klaďme  zase  A"  TI"  =  ť\  A' TI"  =  ť. 

Jest  tedy 


r'        A"A0    \ť)  K  ' 
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Z  konstrukce,  již  jsme  právě  provedli,  vycházi 


r"  = 


t"» 


A"A, 


A'A 


t 


Dosadíme-li  hodnoty  tyto  do  (1),  obdržíme  rovnici 

a77!,  ' 

Ježto  však 


•  — —  • 
i 


A"A0    i 


A'At 


ť  sin  r« 


A"At        t"  sin  *t 
proto  poskytuje  rovnice  ta  relaci 

A'A2  sinrq 


A"Al 


smtt 


(2) 


(3) 


W 


Obr.  457. 

Při  tom  směřují  úsečky  A"Al,  A'A%  k  ose  uV"  z  téže 
strany  nebo  z  různých  stran  podle  toho,  je-li  charakteristika 
affinní  polohy  kladná  nebo  záporná  (424).  Následkem  toho  rov- 
noběžka p"  ku  ť'  bodem  Al  vedená  seče  rovnoběžku  p1  ku  ť 
bodem  A%  vedenou  na  ose  affinity  u'l"  a  p",  p4  jsou  dvě  přímky 
v  affinní  poloze  k  sobě  příslušné. 

Tím  nabýváme  nové  konstrukce  poloměru  r",  dán-li  jest 
poloměr  r'  aneb  naopak. 

Dán-li  jest  na  př.  poloměr  r'  —  A'K%,  odvodíme  bod  A% 
jímž  vedeme  rovnoběžku  p*  s  tečnou  ť  až  k  ose  affinity,  odtud 
pak  vedeme  rovnoběžku  p"  s  tečnou  ť\  která  stanoví  bod  Ax 

38* 
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na  normále  bodu  ^4";  načež  kolmice  k  AXT\"  v  bodě   2*f"  vzty- 
čená seče  AXA"  v  bodě  K„  a  r"  =  A"KX. 

426.  Naopak  mažeme  řešiti  úlohu: 

Sestrojiti  osu  affinní  polohy,  pro  nié  jsou  dány  příslušné  sof* 
}>ody  A"}  A'  jakož  i  přináležející  jim  středy  křivosti  Kx%  K2  áv<<> 
křivek  sdružených  k\  k"%  které  hody  A",  resp.  A'  procházejí. 

1.  —  Obr.  457. —  Z  daných  bodů  JT,,  K%  sestrojíme  body  J,J;: 
tečny  sdružené  t",  ť  v  bodech  A'\  A*  ke  křivkám  &",  k'  ^ 
protínají  v  jednom  bodě  TV",  přímky  jp"||f",  p'\\t\  z  nichž 
první  prochází  bodem  An  druhá  bodem  A2,  se  protínají  v  drahém 
bodě  osy  hledané  t*7". 

Když  v  425.  do  levé  strany  rov- 
nice (4)  klademe  hodnoty  z  [2) 
plynoucí,  obdržíme 


(tV  r"  _  sin  t2 
\ť'J  V  ~  sim1 


(óf 


2.  —  Obr.  458.  —  Zvolme  nyní 
na  ť  libovolný  bod  B"  a  na  ť  bod 
jemu  přidružený  Z?',  pak  jest 

A'B'  _ť_ 

~  ť' 


A"B 


a  tedy 


(A'B'\*  r^  _  sjnr^ 
\AmB")  '  r*  ~sinr1 


(iii 


Dále  protneme  přímku  KtA" 
v  bodě  Bx  kolmicí  ku  KtBéá  v  B"  vztyčenou  a  přímku  K^A* 
v  bodě_  B2  kolmicí  ku  K^B'  v  B*  vztyčenou,  tak  že  J^i*7'**— 
r".A"B1?  A'B'*  —  ré . A'B^  Použijeme-li  těchto  vztahů,  vede  (ti) 
k  rovnosti 

A*B2  sin  ra 

A"B]~  šin7tm  <7í 

Rovnice  (7)  praví : 

Sestrojíme-li  body  B2,  Bu  pak  rovnoběžka  ku  ť  bodem 
B<t  vedená  se  protíná  s  rovnoběžkou  ku  ť  bodem  Bx  vedenou 
na  ose  affinity  u7". 

Odvoďme  dále  na  ť'  bod  GT",  na  ť  bod  přidružený  O  tak 
aby   A"C"  =  B"A"   a  tedy   A'V  =  B'A<;    s  bodu    C"    spusťme 
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kolmici  ke  spojnici  B"KX  až  protne  AUKX  v  bodě  Lt,  s  bodu  O 
pak  kolmici  ke  spojnici  B'K2}  až  protne  A'Kq  v  bodě  Ltt. 

Z  podobných  trojúhelníků   A"B"KU  A"LXC"  plyne  úměra 
J3"A"  :  A"KX  =  Z,,  4"  :  A"C",  tak  že  jest 


A"Lt  =  £j£_ 


Obdobně  jest 


~R'  Aá 
^l'X0  =  -*  * 


Vyloučíme-li  pomocí  vztahů  těchto  délky  AéB\  AUB"  z  rov- 
nice (6),  obdržíme  relaci 


A'Ltl  sin  t2 


(8) 


Ai%Lx       sin  r, 

Na  základě  rovnice  (8)  můžeme  na  př.  sestrojiti  poloměr 
r1,  dán-li  jest  poloměr  r",  jak  následuje. 

Na  í"  naneseme  B,,At  =  j4"<7"  =  r"  a  odvodíme  z  bodů 
5",  C"  body  £',  G".  V  případě  tomto  splyne  Lx  s  bodem  JEj.  Ve- 
deme tedy  bodem  2T,  přímku  1>"||*",  až  protne  osu  affinity, 
odtud  pak  vedeme  pé\\ť.  Přímka  p*  seče  normálu  křivky  kf  pro 
bod  A*  v  bodě  L2 ;  spustíme  tedy  na  spojnici  bodu  toho  s  bodem 
O  kolmici  s  bodu  B*.  Kolmice  ta  protne  A'L^  již  v  bodě  JTa 
a  r1  =  4'JT,. 

Naopak  jsou-li  pro  affinní  polohu  poloměry  r",  r1  a  tedy  body 
Kl9  K2  dány,  sestrojíme  osu  affinity  u'ln,  když  vedeme  na  př. 
bodem  Kt  přímku  p"\\ť\  přeneseme  A"KX  do  A"B"  na  ť, 
z  bodu  B"  odvodíme  B1  a  učiníme  pak  A'Cé  —  B'A\  načež  bodem, 
v  němž  kolmice  ku  B'Kq  s  bodu  C"  spuštěná  seče  přímku  A'K2, 
vedeme  j?'|l*'-  Hledaná  osa  w'/"  spojuje  bod  p' .p"  s  bodem  ť.t". 

427.  Odvozené  tečny  t  pro  křivku  k  v  libovolném  jejím  bodě 
obyčejném  A  jakožto  mezní  polohy  jisté  přímky,  jak  bylo  dříve 
provedeno  (413),  platí  vůbec,  tedy  i  když  i  jest  křivkou  prosto- 
rovou. Každou  rovinu  T,  přímkou  t  položenou,  nazýváme  pak 
rovinou  tečnou  křivky  v  bodě  A\  ona  obsahuje  bod  A  křivky  a  bod 
k  němu  soumezuý  A+  ležící  na  tečně  t.  Rovina  T  bude  křivku 
k  obecně  ještě  v  dalších  od  A  různých  bodech  protínati.  Vytkne- 
me-li  si  na  k  bod  B  v  blízkosti  bodu  A,  bude  rovina  T  =  tB 
taktéž  rovinou  tečnou.  Otáčíme-li  nyní  rovinu  tu  kolem  t  tak, 
aby  bod  B  se  ustavičně  bodu  A  přibližoval,  dojdeme  obdobným 
postupem  jako  v  414.  k  určité  mezní  poloze  roviny  T,  pro  niž  bod 
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B  splyne  s  -4,  tak  že  rovina  ta  v  bodě  A  křivky  k  se  dotýká 
a  zároveň  ji  protíná,  majíc  tři  soumezné  body  s  ní  společné. 
Je-li  A  bodem  obyčejným  na  křivce,  dojdeme  uvedeným  postupem 
k  téže  mezní  poloze  T,  ať  již  se  bod  D  blíží  bodu  Á  s  jedné 
nebo  druhé  strany  jeho  na  k.  Mezní  polohu  tu  nazýváme  rovinou 
oskulační  křivky  v  bodě  A. 

Dále  položme  v  každé  rovině  tečné  T  =  tB  kružnici  l  do- 
týkající se  přímky  t  a  tedy  i  křivky  k  v  bodě  A  tak,  aby  pro- 
cházela bodem  B.  Tu  když  T  se  stane  rovinou  oskulační,  přejde 
l  v  kružnici,  která  se  v  obyčejném  bodě  A  křivky  k  dotýká  a  zá- 
roveň ji  v  bodě  tom  seče,  majíc  tři  soumezné  body  s  ní  společné 
(414).  Kružnici  tuto  nazýváme  kružnicí  oskulační,  čili  kružnicí 
křivosti  a  poloměr  její  poloměrem  křivosti  křivky  k  v  bodě  A. 

O  křivkách  ft,  ilf  které  mají  pro  společný  bod  A  též  spo- 
lečnou kružnici  křivosti  l,  ležící  tedy  ve  společné  rovině  osku- 
Jační  křivek  těch  v  bodě  A,  pravíme,  že  se  v  bodě  tom  oskulují. 

Položme  křivkami  k,  kt  plochy  válcové  V,  Va,  jejichž 
přímky  povrchové  mají  týž  směr,  různý  od  směru  společné  tečny 
t.  Patrně  mají  obě  plochy  společnou  rovinu  tečnou  A,  která  se 
jich  dotýká  podél  společné  přímky  povrchové  a  procházející 
bodem  A,  tak  že  má  A  s  oběma  plochami  dvě  soumezné  přímky 
a,  a*  společné. 

Je-li  B1  bod  na  7^  k  prve  vytčenému  bodu  B  na  k  příslušný, 
tedy  bod  v  T,  k  němuž  dospějeme,  když  na  A,  od  A  postupu- 
jeme ve  smyslu  příslušném  smyslu  pohybu,  jímž  dospíváme 
z  bodu  A  ku  B  na  křivce  A,  tu  ježto  mají  body  jB,  Bx  společnou 
mezní  polohu,  splývajíce  v  ní  současně  s  -4,  mají  ji  též  přímky 
6,  ft,  jimi  rovnoběžně  k  a  vedené,  tak  že  V,  Vt  mají  v  a  rovněž 
tři  soumezné  přímky  povrchové  společné.  Protneme-li  nyní 
plochy  ty  libovolnou  rovinou  P,  která  není  k  a  rovnoběžná, 
seznáme  podobným  přechodem,  že  i  křivky  prusečné  &',  k\  budou 
se  v  bodě  a.P  oskulovati,  t  j.  budou  míti  v  bodě  tom  společ- 
nou kružnici  křivosti. 

428.  Souvislost  poloměru  křivosti  r  dané  křivky  k  v  libovolném 
jejím  bode  obyčejném  A  a  poloměru  křivosti  rx  jejího  průmětu 
parallélního  k*  do  libovolné  roviny  pro  bod  A\ 

Předpokládáme,  že  směr  promítání  jest  různý  od  směru 
tečny  t  křivky  dané  v  bodě  A. 

Uhel,  který  uzavírá  tečna  t  s  průmětnou,  označme  r  a  úhel, 
který  s  ní  uzavírá  rovina  oskulační,  označme  «. 


—  599  - 

Mysleme  si  křivku  k  nahrazenu  nějakou  křivkou  rovinnou 
I,  která  ji  v  bodě  A  oskuluje  a  jest  tudíž  v  rovině  oskulační 
T  křivky  k  pro  bod  A  obsažena;  pak  poloměr  křivosti  křivky 
l  jest  též  r  a  poloměr  průmětu  V  jest  rx. 

1.  Budiž  V  průmětem  orthogonálním  do  roviny  Pí.  Sklopme 
l  na  př.  kladně  do  (l).  Křivky  l\  (l)  leží  orthogonálně  affinně  ; 
osou  affinity  jest  stopa  h  roviny  T  a  modul  affinity  jest  |cosa|. 
Dle  (2)  v  422.  jest 


8 

COS  a. 


Jest  tedy 

rx  co$(t-=.r  cos*  z.  (1) 

2.  Při  promítání  kosoúhlém  jest,  značí -li  t  též  libovolnou 
úsečku  na  tečně  t,  ť  její  průmět  a  A  některou  rovinu  rovno- 
běžnou se  stopou  h  a  obsahující  směr  promítání  (134), 

r        /  t  V  sin  TA 


r    _(J_Y  si 
\—[ť)msii 


3.  Poslednímu  výsledku  můžeme  dáti  poněkud  jinou  formu. 

Mějme  totiž  na  dané  ploše  válcové  dvě  křivky  i,,  4a  a 
tažme  se  po  souvislosti  jejich  poloměrů  křivosti  r17  resp.  ra 
v  bodech  A„  A2%  v  nichž  křivky  ty  jsou  proťaty  libovolnou 
přímkou  povrchovou  a. 

Nechť  se  sekou  tečny  ť,,  t2  křivek  těch  příslušné  bodům 
Al%  resp.  A%  v  bodě  T  a  roviny  oskulační  jejich  T,,  resp.  Ta  pro 
tytéž  body  nechť  se  sekou  v  přímce  t. 

Rovnice  (2)  nabude  tu  tvaru 


'i  _/r^i\8   «nT,A 


\TAĚ)m  H 


r2       \TAJ    si«T2A 


(3) 


při  čemž  značí  A  rovinu  přímkou  t  rovnoběžně  k  přímce  AXA% 
položenou. 

Promítněme  trojúhelník  TAlAq  orthogonálně  do  roviny  N 
kolmé  k  přímce   t  a  budiž    TAtlAi<k  průmět  jeho. 

ZnaSíme-lia',,**'*  úhly  v  trojúhelníku  TA\A\  při  vrcholí ch 
A\,  resp.  -á'a,  jest  patrně 

<  T,  A  =  <  ťxď  =s  «',  a  <  TQA  =  <  ť2a'  =  «'9, 

a  značíme-li  *,,  t2  odchylky  tečen  í,f  resp.  ř2  od  roviny  N,  jest 
A\T  —  AXT cos  Tj,  A\T  =  A2T  cos  r2    Dosadime-li  hodnoty  tyto 

do  poslední  rovnice,  tu  kladouce  ještě  za  -~;  hodnotu  —. —  * 
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z  trojúhelníka  TA\A\  plynoucí,  obdržíme  relaci 

rx  cos3  r,  sin2  a\  =  ra  cos'  r2  sin2  «'2.  (4) 

V  rovnici  této  značí  patrně  «'lf  «'2  též  orthogonální  průměty 
úhlů  «!  =  t^a,  (t2  =  tf2a  do  N. 

Ostatně  mohli  jsme  též  souditi  následovně. 

Křivky  £,,  k2  můžeme  opět  nahraditi  křivkami  Z,,  ř2,  v  nichž 
roviny  oskulační  T,,  T2  daný  válec  protínají.  Sklopme  nyní 
rovinu  T2  do  roviny  T,,  čímž  přejde  l2  do  polohy  (Z2).  Křivka 
(J2)  jest  zároveň  kosoúhlým  průmětem  křivky  J2  do  Tn  pro  nějž 
směr  promítání  jest  kolmý  k  rovině  S17  která  jest  jednou 
symmetrálou  rovin  T,,  T2.  Seče-li  symmetrála  druhá  S«  rovin 
těch  přímku  a  v  bodě  A„  pak  paprsek  promítající  bodu  A*  pro 


Obr.  459. 


Obr.  460. 


vytčený  průmět  kosoúhlý  leží  v  S2  a  proto  leží  bod  AQ,  do  něhož 
se  A+  promítá,  na  ose  t  affinní  polohy  mezi  lx  a  (Z2);  pro  modul 
polohy  této  obdržíme,  přihlížíme- li  opět  k  průmětu  vytčenému 
do  N  a  k  tomu,  že  TA\  půlí  jeden  úhel  úplný  přímek  ť1?  ť%7 
postupně  hodnoty 

-AiAsL — (A    A   A\  —  (A'   A*  Aé  \  —  ÍJL  —  *m  ^a^ 

{A2)Aq-^a2a*)-^iA2A*)—  t^—sinT^ 
čímž  docházíme  se  zřetelem  k  tomu,  že 

J\  _  í  TA,  \\  (A2)A^ 

opět  ku  vzorci  (3). 

429.  Ukážeme  dále  užití  odvozených  vztahů  na  ellipsu. 
Obr.  459.  —  Buďtež  t  a  n   tečna  a  normála  dané    ellipsy 
e  středu  S  v  bodě  jejím  7\  dále  A«,  Np  průsečíky  normály  n  a  jP«, 


_  /  TA,  V  (4, 

-  \nAa))  ax 


J 
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Tfi  průsečíky  tečny  t  s  osou  hlavní,  resp.  vedlejší.  Ellipsu  po- 
važujeme za  křivku  affinně  položenou  s  kružnicí  vrcholovou 
hlavní  e\  v  níž  nechť  přísluší  bodu  T  bod  2*. 

Přeneseme-li  konstrukci  423.  4.  na  případ  tento,  obdržíme 
střed  K  kružnice  křivosti  pro  ellipsu  v  bodě  T  tím,  že  s  bodu 
T0,  v  němž  TT  seče  osu  velkou,  spustíme  kolmici  k  ST  a  její 
patou  2V,  vedeme  rovnoběžku  k  ose  vedlejší,  až  protne  n  v  bodě 
iV2.  Potom  protneme  TT  kolmicí,  v  2V2  k  n  vztyčenou,  v  bodě 
Z2,  jímž  vedeme  konečně  rovnoběžku  k  ose  hlavní,  která  seče 
n  v  žádaném  bodě  K.  V  affinní  poloze  mezi  e  a  e*  přísluší  bodu 
A\  bod  1,  v.němžST  seče  přímku  Nt  N2.  Vedeme-li  ještě  bodem 
1  rovnoběžku  k  w,  až  protne  osu  hlavní  v  bodě  2,  obdržíme 
AjT012  shodný  s  aL2N2K;  neboť  v  uvedené  poloze  affinní 
úsečky  T0NX  a  T0l  sobě  příslušejí,  takže  jest  T0l  ||  t.  Následkem 
toho  obdržíme  po  sobě  rovnosti  poměrů  dělících 

{NaNpK)  =  (NaS2)  =  (TSl)  =  (T„ST0)  =  (TaTfiT). 


^>.e' 
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Obr.  462. 


Jsme  takto  vedeni  k  větě  : 

Střed  křivosti  dělí  úsečku  normály  omezenou  osou  velkou  a 
malou  v  témze  poměru^  v  kterém  pata  normály  dělí  tisečku  na  tečně 
rovněž  tak  omezenou. 

Z  věty  této  vycházejí  bezprostředně  následující  konstrukce 
bodu  2f,  je-li  dána  poloha  os  ellipsy. 

Obr.  460.  —  V  Na  vztyčíme  kolmici  k  normále,  až  protne 
ST  v  bodě  P,  a  odtud  vedeme  rovnoběžku  s  osou  vedlejší,  která 
již  seče  normálu  v  bodě  K.  Yždyť  protíná-H  přímka  NaP  přímku 
STp  v  bodě  Q,  má  platnost  (NaQP)  =  (TaTpT)  a  taktéž  (NaQF)  = 

Obr.  461.  —  Nebo  protneme  TaNp  rovnoběžkou  k  ose 
vedlejší,  bodem  T  vedenou,  a  bodem  průsečným  vedeme  rovno- 
běžku k  ose  hlavní;  rovnoběžka  ta  seče  n  též  v  bodě  K.  Mohli 
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jsme  též  naopak  bodem  T  vésti  rovnoběžku  k  ose  hlavní  a  od 
jejího  průsečíku  s  TpNa  rovnoběžku  kose  vedlejší;  rovnoběžka 
ta  protne  n  rovněž  v  bodě  K. 

430.  Úloha.  Ellipsa  dána  jest  dvěma  poloměry  sdruženými 
ax  =  8 A,  &x  =  SB ;  má  se  sestrojiti  kružnice  křivosti  v  bode  kon- 
covém jednoho  z  nich. 

Obr.  462.  —  Abychom  sestrojili  poloměr  r  a-  střed  K 
kružnice  žádané,  třeba  pro  bod  A,  mysleme  si  ellipsu  danou  e 
jakožto  křivku,  odvozenou  affinní  polohou  z  kružnice  e'  sou- 
středné poloměru  SB,  ležícího  na  ose  affinity.  Je-li  SA'  poloměr 
její  kolmý  k  SB   a  seče-li  A1  A   přímku  SB  v  bodě    Aoy    plyne 

z  423. 2. 

r  =  (A'AA0)  .  bx. 


A—L 


Obr.  463. 


Obr.  464. 


Seče-li  normála  n  bodu  A  přímku  SB  v  bodě  P,  jest 

(A'AA0)  =  8 A'  :  TA, 

tak  že,  klademe-li  PA  =  v,  obdržíme  výraz 

v 


O) 


který  můžeme  takto  sestrojiti: 

Obr.  463.  —  Učiníme  AC  =  DA  =  S/i;  ke  spojnici  jednoho 
z  bodů  C,  D  s  bodem  P  spustíme  s  bodu  druhého  kolmici, 
která  seče  n  v  hledaném  bodě  K,  jak  z  podobných  trojúhelníků 
ihned  plyne. 

Kdybychom  na  př.  vedli  CK  J_  ^-P,  jest 

A  £iiC  oj  A  2MP 
a  tedy  r  :  ftx  =  bx  :  v. 
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431.  K  účelu  další  konstrukce,  k  níž  chceme  ještě  přihlí- 
žeti, odvoďme  si  následující  jednoduchou  vlastnost  ellipsy,  jíž 
pak  použijeme. 

Obr.  464.  —  Vyjděme  nejprv  od  libovolného  trojúhelníka 
FXF2A,  rozpolme  úhel  jeho  při  vrcholu  A  přímkou  ANa  a  stranu 
k  němu  protilehlou  bodem  S.  Body  F^  S  vedeme  kolmice  k  ANa, 
které  nechť  protnou  AFX  v  bodech  F\  R.  Patrně  jest  1<\R  =  RF' 

a  tedy  AŘ  =^-  (JFÍ  +  Zř£) 

Buďtež  nyní  F^  JF2  ohniska ellipsy,  procházející  bodem  A; 
i  jest  ANa  normálou  její  v  bodě  -á;  budiž  Np  průsečík  její 
s  osou  vedlejší.  Poněvadž  přímky  FxNp<  F2Np  leží  souměrně 
vzhledem  k  malé  oso  SNp,  jest  NpFx  =  NpF%,  a  poněvadž  přímky 
F'Nfa  FqNp  leží  souměrně  vzhledem  k  normále  ANp,  jest  též 
NpÉ"  =  NpFzi  proto  jest  trojúhelník  F^NpF'  rovnoramenný,  tak 
že  R  jest  patou  kolmice  s  Np  na  pru  vodič  FtA.  Máme  tudíž 
výsledek : 

Pro  libovolný  bod  ellipsy  délka  normály,  obsaSená  mezi  ním 
a  malou  osou,  má  za  průmět  na  jeden  neb  druhý  průvodič  bodu  toho 
úsečku  rovnající  se  délce  velké  poloosy. 

Při  známém  označení  a  se  zřetelem  na  (166.  7.)  platí  vztah 
n2  =  -T-  •  bx ;  dále  pak,  značí-li  cp  úhel  normály  ANa  s  prů vodiči 
AF^  AF2,  jest  n2  cos  g>  =  a,  tak  že 

a   i 
a  =  wa  cos  qp  =  -j-  o1  cos  g ; 

tedy  &!  cos  cp  =  b%  Naneseme-li  proto  na  normálu  v  A  k  ellipse 
délku  poloměru  k  SA  sdruženého,  průměty  délky  té  na  průvo- 
<liče  bodu  A  jsou  rovny  malé  poloose  ellipsy. 

432.  Proveďme  nyní  úlohu: 

Sestrojiti  střed  křivosti  K  pro  daný  bod  A  ellipsy,  známe-li 
její  ohniska  F^,  F2. 

Obr.  465.  —  Přidržme  se  označení,  jehož  jsme  právě  užívali. 
Kdybychom  znali  délku  6,  poloměru  k  SA  sdruženého  a  ozna- 
čili P  patu  kolmice  s  bodu  S  na  normálu  ANa,  dále  F'l9  S\  F2 
paty  kolmic  s  bodů_P^,  S,  F2  na  tečnu  ellipsy  v  bodě  A  a 
konečně  kladli  opět  KA  =  r,  obdrželi  bychom  nejprv  dle  430. 

r-  b* 

T  —   —     • 

PA 
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Ježto  FA  =  SS'  =  -y  (F^',  +  F^F\\  při  čemž 


F, h\  =  FXA  cos  (r,  F2F\  =  F2A  .  cos  y  zl  FXA  +  F2A 
obdržíme  pro  r  výraz 


čili  dle  166.  7. 


a  cos  7 


n,w2 


a  cos  qp 


2«, 


(1) 


— \F, 


\ 


Obr.  466. 


Dle  věty  v  431.  jest 


»2  = 


a 


tak  že  obdržíme  konečně 


COS  IJ! 

n, 

cos2qp 


(«> 


To  dává  následující  konstrukci. 

Obr.  466.  —  Vedeme  kolmici  k  normále  bodem,  v  němž 
tato  seče  osu  hlavní,  až  k  průvodiči  AFt  nebo  AF^  odtud  kol- 
mici k  průvodiči  zvolenému,  která  již  seče  normálu  v  bodě 
hledaném  K. 

Vyloučíme-li  nx  z  relace  (2),  kladouce    nejprve   za  ně  hod- 
notu — 5-  «2  (166.  6.)  a  pak  za  n2  hodnotu 1  obdržíme 


a 


cos  qp 


Q 


cos3  (f> 


značí-li   q    poloměr    kružnice    křivosti    ve    vrcholích    hlavních, 
pro  nez  jest  o  =  — 


a 
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Z  toho  plyne  vzhledem  ka  (2),  že  průmět  úsečky  n,  na 
průvodič  paty  A  příslušné  normály  rovná  se  poloměru  křivosti 
pro  vrchol  hlavní. 

433.  Souvislosti  poloměrů  křivosti  ve  sdružených  bodech 
dvou  křivek  affinních  použijeme  konečně  k  řešení  úloh  následu- 
jících. 

Úloha.  Pro  křivku  k  vyjádřenou  sdruženými  průměty  k\  k4t 
jest  dán  jeden  bod  A,  rovina  oskulační  T  jemu  příslušná  a  střed 
křivosti  Kx  průmětu  k"  v  bodě  A" ;  sestrojiti  střed  křivosti  2T2  pro 
průmět  k*  přináležející  bodu  A*. 

Poněvadž  křivky  V,  Z",  do  nichž  se  libovolná  křivka  rovinná  l 
křivku  danou  v  bodě  A  oskulující  promítá,  leží  affinně,  se- 
strojíme buďto  přímku  w,  v  níž  rovina  T  protíná  rovinu  totož- 
nosti jakožto  osu  affinity  a  odvodíme  K^  z  bodu  2T,  dle  kon- 
strukce 426.  1.  (obr.  457.),  anebo  užijeme  bezprostředuě  kon- 
strukce 426.  "2.  (obr.  458.)  tím,  že  vedeme  třeba  bodem  Kt 
přímku  p"\\ť\  již  považujeme  za  průmět  druhý  přímky  p 
v  rovině  T  ležící  a  odvodíme  k  němu  příslušný  průmět  první  p'\ 
pak  na  spojnici  bodu,  v  němž  p*  seče  normálu  ke  k*  v  A*  s  jedním 
z  bodů  B\  O  spustíme  kolmici  s  bodu  druhého,  která  normálu 
tu  seče  v  žádaném  bodě  K%. 

434.  Úloha.  Dány  jsou  pro  sdružené  průměty  k'\  k4  křivky  k 
průměty  A*\  Aé  jednoho  bodu  A  a  příslušné  jim  středy  křivosti  Kx , 
resp.  2T2 ;  sestrojiti  rovinu  oskulační  T  a  poloměr  křivosti  r  křivky  k 
pro  bod  A. 

Sestrojíme  dle  jedné  z  právě  uvedených  konstrukcí  přímky 
p",p';  výhodně  dle  konstrukce  poslední.  Považujeme  pak  p"}  pé 
za  sdružené  průměty  přímky  p.  Rovina  T  jest  již  stanovena; 
neboť  jest  to  patrně  rovina  spojující  přímky  t  &  p. 

Abychom  sestrojili  poloměr  r,  vedeme  v  rovině  T  přímku 
hlavní  druhou  A,  jejíž  průmět  souhlasný  prochází  bodem  2T1? 
a  mysleme  si  křivku  k"  v  bodě  A"  nahrazenu  kružnicí  Z",  pro- 
cházející tedy  bodem  tímto  a  mající  bod  Ky  za  střed.  Pak  jest 
hledaný  poloměr  r  poloměrem  křivosti  pro  bod  A  ellipsy  Z,  v  níž 
rovina  T  seče  válec  rotační  kružnicí  Z"  položený. 

Otočíme  T  kolem  h  do  polohy  rovnoběžné  s  průmětnou 
drahou  a  vyjádříme  průměty  druhé  A11,  B11  pro  otočenou 
polohu  bodů  A,  B.  Tím  jest  ellipsa  Z11  dána  poloměrem  KXA11 
a  jeho  poloměrem  sdruženým  rovnajícím  se  vektoru  AllBu; 
můžeme  tudíž  na  základě  známých  konstrukcí  sestrojiti  její  střed 
křivosti  Ku  pro  bod  A11  (430.),  a  r  =  AlIKu. 
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Ostatně  konstrukce,  jíž  jaine  zde  použili,  vyplývá  také 
z  konstrukce  pro  střed  křivosti  ellipsy  dané  dvěma  sdruženými 
průměry  v  koncovém  bodě  jednoho  z  nich.  Můžeme  totiž  křivku  i 
nahraditi  ellipsou  i,  která  ji  v  bodě  A  oskuluje  a  tedy  jest 
v  rovině  T  obsažena  Pro  ellipsu  tu  můžeme  ještě  střed  S  libo- 
volně v  T  voliti.  Vedeme-li  jím  pak  přímku  q  rovnoběžně  k  t 
a  označíme  v  vzdálenost  přímek  těchto,  jest,  když  v  ellipse  l 
značí  úsečka  m  =  BA  na  t  ležící  délku  poloměru  k  SA  sdruže- 

ného,  r  =  — >  a  tedy  m*  =  vr.   Obdobné  vzorce  platí  vzhledem 

k  průmětům  ro',  m"  vzdálenostem  t>a,  vx  přímek  t",  q'\  resp. 
t\  q'  a  poloměrům  r,  =  A'Kq}  r2  =  A"KX)  tedy  w'2  =  vtrl% 
mét%  =  t>artt,  z  čehož  správnost  řečené  konstrukce  znovu  vychází. 

Když   ve  zvláštním   případě  jest  t  ±  x,  pak  úloha    právě 
uvažovaná  není  více  určitá. 

Volíme-li  v  případě  tom  V*  za  kružnici,  mající  tedy  střed 
JST,  a  poloměr  KXA",  jest  tu  m"  =  ra  =  t?  =  vn  tak  že  m'%  =  rxr^. 
Naneseme-li  tedy  na  ť/"  úsečku  AiĚB"  =  ra a,  v  jednom  neb 
druhém  možném  smyslu  úsečku  A'Bé  délky  Vrir«»  považujíce  A'BiT 
AUBU  za  zdražené  průměty  úsečky  AB,  pak  lze  v  každé  rovině 
přímkou  AB  položené  sestrojiti  křivky  k  tak,  aby  se  v  bodě*  A 
dotýkaly  přímky  AB  a  aby  průměty  jejich  měly  pro  A'\  resp.  A* 
body  Kí9  resp.  K2  za  středy  křivosti. 

436.  Má-li  tečna  t  obecnou  polohu  vzhledem  k  rovinám  prů- 
mětným a  vzhledem  k  x,  můžeme  z  konstrukce  snadno  vyjádřiti 
rovnicí  souvislost  poloměru  rn  r2  s  polohou  roviny  T  k  prů- 
mětnám. 

Podržíme-li  označení  dřívější,  plyne  z  425.  (1) 


r1__(ť\*    A^A, 


A  A 
Ježto  ale  modul   affinity    .     °   pro   sdružené    průměty   první  a 

A  Atí 

druhý   r  >vná   se   též    poměru   průmětů    pro    libovolnou    plochu 

cos  o 
v  rovině  T  a  poměr  ten  rovná  se  — - — -,  značíme-li   qX}    q%    od- 

CO&    Qa 

chylky   roviny  T  od  průměten   první  a  druhé,  proto    obdržíme, 
když  klademe   ještě 

I  <  A' A",  ť  |  =  g.,,     (<  A"A\  t"  |  =  <p2, 


—  607  — 


z  rovnice  poslední  relaci 

r 


i 


sin3  <jp2     cosQq 

sin3^    cosqi 


čili,  když  k  smyslům  poloměrů  rn  r2  nebereme  zřetele, 

r,  sin3  qp,  coíí  (>,  =  r2  sm8  qp2  cos  p2. 

Značí-li  tedy  r„  *>2  absolutní  hodnoty  pro  úhly  normál 
^'#2,  A"KX  s  přímkou  ^ťi4",  jest 

r,  cos8  y,  cos  (>j  =  r2  cos8  r2  cos  qv 

Spustíme-li,  zachovávajíce  předcházejícího  označení,  s  Kq 
kolmici  na  A'A"7  s  paty  její  kolmici  na  A*K%  a  opět  s  paty  této 
kolmici  na  ordinálu  A'A'\  již  protne  v  bodě  /72,  obdobně  pak 
s  Kx  kolmici  na  A'A'\  s  paty  její  kolmici  na  AuKt  a  opět  s  paty 
této  kolmici  na  ordinálu  A'A%\  již  protne  v  bodě  £TM  jest 

A,  =  A'Hq  =  r,  cosz  *,,  h2  =  ^á"/^  =  r2  cos3  v2, 

a  tedy  se  zřetelem  k  poslední  rovnici 

hx  :  A2  =  cos  p2  :  cos  (>, . 

Když  učiníme  vektor  A"R"  roven  vektoru  A'Hq  a  vektor  J/B' 
roven  vektoru  A"^  anebo  i4"S"  =  H2A\  A'S'  =  fí,  4",  plyne 
z  toho,  že  jsou  lí'\  JS'  sdružené  průměty  bodu  R  a  tedy  S",  S' 
sdružené   průměty  bodu   S  v  rovině    oskulační  T   obsaženého. 

Neboť  a  tedy  i  -r*-  jest  modulem  affinní  polohy  mezi 

cos  q2  K 

V  a  Z".  Snadno  se  přesvědčíme,  že  i  znaménko  modulu  jest  správné. 

Když  ale  na  témže  paprsku  affiuity  příslušejí  body  A'\  R" 

A'Rá 
bodům  A\  R'7  jest  též  poměr    AiiTM  roven  modulu  polohy  affinní, 

A.  M 

tak  že   v  našem  případě  skutečně  R\  R"  a  tudíž  i  S\  S"  jsou 
dva  body  k  sobě  v  poloze  affinní  přináležející. 

0  rektifikaci  a  dělení  oblouků. 

436.  K  našim  účelům  není  třeba  prováděti  přesnou  definici 
pro  délku  oblouku  křivky  vůbec;  nám  jde  pouze  o  oblouky  tako- 
vých křivek  spojitých,  jež  lze  graficky  vyjádřiti,  a  to  také  jen 
v  mezích,  pokud  jejich  vyjádření  jest  možno. 

Takové  křivky  lze  v  průběhu  jejich  rozděliti  v  oblouky 
AB,  BC, . . .,  z  nichž  libovolný  oblouk  AB  jest  v  celém  svém  roz- 


I 
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sáhu  na  jednu  stranu  vypuklý.   Zvolme  si  na  takovém  oblouku 
libovolný  počet  bodů  A,  L,  Lt,  .  .  .  B  a  spojme  každé  dva  po  sobe      , 
jdoucí    úsečkou.     Tím   vzniká    křivka   lomená   o    stranách    AL      I 
LL,,...,  jejíž  délkou  uazýváme  prostý  součet  délek  jejích  stran. 
Měníme-li  křivku  lomenou  tak,   že  délky  jejích   stran  se  usta- 
vičně zmenšují,  tak  že  každá  má  za  mez  nullu  a  že  počet  strac 
zároveň  roste  do  nekonečna,  délka  křivky  lomené  nabývá  určité 
hodnoty  mezní,  již  nazýváme  délkou  oblouku  ABy  při  čemž  pře- 
chod k  této  hodnotě  mezní   lze  odvoditi   ze  zákona    vvtvarnéhu 
křivky. 

Sestrojení  úsečky,  rovnající  se  délce  oblouku  AB,  nazýváme 
jeho  rektifikací. 

Předpokládáme,  že  oblouk  AB  jest  spojitý  vzhledem  k  tečnám 
jeho  bodů,  tak  že  v  každém  bodě  4,  L,  L1}  .  .  .  máme  určitou 
jedinou  tečnu  křivky.  Nechť  se  po  sobě  jdoucí  tečny  ty  protí- 
nají příslušně  v  bodech  A\  L\  Z/,,  . . .  Takto  vznikne  křivka  lo- 
mená AAiUL\  ...  o  stranách  A  A1,  A'L\  UL\%  . . .,  jejichž  prostý 
součet  podává  opět  délku  křivky  této.  Zvětšujeme-li  jako 
prve  počet  stran  křivky  této  do  nekonečna,  tak  že  délka  každé 
má  za  mez  nullu,  tu  nabývá  délka  křivky  lomené  téže  hodnoty 
mezní  jako  délka  křivky  lomené  ALLX  . . .,  o  níž  jsme  dříve 
uvažovali,  a  přechází  tudíž  v  mezi  v  délku  oblouku  AB.  Nehoť 
značí-li  s  délku  oblouku  ABy  jest,  béřeme-li  všecky  úsečky  prostě, 

AL  +  LLX  +  ...<.  s  <  AA'  +  A'L'  +  . . ., 

což  můžeme  krátce  psáti 

ZLLX  <  s  <.  2L'L\  aneb  2LL,  <  s  <  2  (LU  +  ULX). 

Při  bodech  dotyků  stran  druhé  křivky  lomené  jakožto 
vrcholech  vznikají  úhly,  jež  strany  ty  uzavírají  s  příslušnými 
stranami  prvé  křivky  lomené.  Je-li  l  největším  ze  všech  takto 
možných  úhlů,  jest  patrně 

(LU  +  UL{)  cos  k  ^  LLt 
a  tedy 

cos  l  2  (LU  +  ULX)  ^  2JLL1  <s<2  (LU  +  LL^. 

Poněvadž  při  přechodu  k  mezím  se  úhel  X  blíží  ustavičně 
nulle,  vidíme,  že  první  a  poslední  a  tedy  také  druhý  a  poslední 
člen  v  naší  řadě  nerovností  mají  touž  mezní  hodnotu  s. 

Druhý  způsob  vede  k  sestrojení  délky  oblouku  AB  tím, 
že  kotálíme  jej  volně  po  dané  přímce  od  bodu  A  až  k  bodu  B. 

437.  Je-li  křivka  (Je)  dána  approximativně  svým  grafickým 
obrazem  k  a  máme-li  vyjádřiti  délku  oblouku  (AB)  na  ní,  mů- 
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žeme  vyjádření  to  provésti  toliko  přibližně  tím,  že  do  oblouku 
AB  naneseme  počínaje  od  A  souvisle  malé  tětivy  stejných  délek 
d  až  k  B  aneb  k  tečce  C  tak  položené,  že  CB  <  ďy  pak  nane- 
seme délku  d  souvisle  na  přímou  čáru  tolikrát,  kolikrát  jsme 
ji  vnesli  do  oblouku,  a  připojíme  ještě  délku  CB. 

Tím  jsme  nahradili  oblouk  čarou  lomenou,  jejíž  délka  jest 
tedy  menší  nežli  žádaná  délka  oblouku,  jíž  se  theoreticky  tím 
více  přiblížíme,  čím  menší  zvolíme  d;  ale  prakticky  nemůže 
délka  d  klesnouti  pod  určitou  hodnotu,  protože  když  délky  d 
ubývá,  rostou  zároveň  chyby  při  přenášení  se  objevující;  uvésti 
oboje  v  souhlas  tak,  aby  rozdíl  mezi  skutečnou  délkou  oblouku 
dané  čáry  a  mezi  grafickým  vyjádřením  jeho  délky  vzpřímené  byl 
pokud  lze  nejmenší,  vyžaduje  pro  každý  jednotlivý  případ  zvlášt- 
ního zkoumání. 

Použíti  čáry  lomené,  oblouku  AB  opsané,  místo  čáry  ve- 
psané v  obecném  případě  nedoporučuje  se  již  pro  chyby, 
jež  vznikají  při  konstrukci  tečen  k  oblouku  tomu.  Ale  někdy 
vede  k  uspokojivému  výsledku,  použijeme-li  čáry  lomené  ve- 
psané i  opsané,  a  to  obou  v  souvislosti  prve  uvažované  (436), 
když  totiž  tvar  křivky  připouští  pro  tětivy  d  poměrně  značnou 
délku  a  když  vyjádření  příslušných  tečen  křivky  nevede  k  ne- 
přípustným chybám. 

Uzavírají-li  tečny  oblouku  v  A  a  B  spolu  malý  úhel  a 
je-li  M  průsečík  jejich,  můžeme  bráti  za  délku  oblouku  AB  při- 
bližně délku 

s  =  4"  (AM  +  MB  +  2AB), 

o 

která  se  dle  předcházející  úvahy  tím  více  blíží  pravé  délce 
oblouku  AB,  čím  více  přibližuje  se  na  křivce  bod  J3  k  bodu  A, 
a  která  pro  oblouk  kruhový  přechází  v 

5  =  4"  UM  -f-  AB) 
o 

a  dává  při  malých  obloucích  pro  první  přiblížení  dosti  dobré 
hodnoty;  právě  proto  ji  bereme  za  délku  přibližnou  pro  oblouky 

uvažovaných  křivek  vůbec. 

2 
Pro  oblouk  příslušný  k  středovému  úhlu,  rovnajícímu  se  -^o, 

je8t  2  /i     .      1  \ 

J.  Sobotka:  Detkriptivní  geometrie.  **• 
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značí-li  r  poloměr  kružnice,  na  niž  oblouk  AB  leží,  kdežto  pravá 
délka  oblouku  jest  -5- 

Dosadí me-li  hodnotu  za  n,  obdržíme 
.reAB-,  =  Z— |-(l +^)r  =  -0004369...  r= -^  r. 

Abychom  větší  oblouk  AB  křivky  dané  rektifikovali,  rozdě- 
líme jej  vhodně  body  2?,,  fía, . . .  Bn  v  oblouky  menší,  sestrojíme  ke 
křivce  v  bodech  A%  Bí7  . . ,  2?n,  B  tečny  a  protneme  každou  z  nich 
s  tečnou  bezprostředně  předcházející  v  bodech  M,  MX1  Jtfa...Jřn, 
čímž  jest  oblouk  AB  opsán  lomené  křivce  ABX . . .  J3,  jejíž  délku 
označíme  v,  a  vepsán  v  lomenou  křivku  AMM1...MWkB7  jejíž 
délku  označíme  w;  pak  béřeme  za  přibližnou  délku  oblouku  AB 
délku  úsečky 


čili 


j  =  i-  (11  +  2*), 


2   /  % 

*  =  » g-  (u  —  0), 


kterýžto  výraz  lze  pohodlně  sestrojiti. 

Naneseme  totiž  na  danou  přímku  od  téhož  bodu  počáteč- 
ního A  v  témž  smyslu  AC  =  t*,  4B  =  íj,  rozdělíme  BC  ve  tři 
stejné  díly,  a  je-li  Z)  první  dělící  bod  ve  vytčeném  smyslu,  jest 
s  =  AD. 

438.  Abychom  vyjádřili  graficky  nějakou  úsečku,  jejíž  délka 
jest  dána  číslem,  mftžeme  místo  čísla  toho  bráti  číslo  racionální 
takové,  aby  rozdíl  obou  čísel  nepřevyšoval  velikosti  okrsku,  jímž 
vyjádření  bodu  jest  přípustno.  Z  toho  jest  patrno,  že  při  gra- 
fických konstrukcích  můžeme  se  omeziti  na  pouhé  vyjadřování 
čísel  racionálních.  Avšak  geometrické  vyjádření  některých  čísel 
irracionálních  jest  velice  jednoduché,  tak  že  grafické  vyjádření 
jejich  může  se  díti  se  žádoucí  přesnosti.  Můžeme  tedy  dané 
číslo  irracionální  nahraditi  za  účelem  grafického  vyjádření 
jiným  číslem  takovým,  ovšem  té  vlastnosti,  že  rozdíl  obou  ne- 
převyšuje rozměru  dovoleného  okrsku. 

Abychom  graficky  vyjádřili  obvod  v  kružnice,  dán-li  jest 
průměr  její  d,  abychom  tedy  sestrojili  výraz  0  =  ard,  můžeme 
v  prvním  přiblížení  klásti  za»  =  3-141  592  653  . . .  hodnotu  3f, 
pak  sestrojíme  vx  =  3}  .  d  způsobem  známým. 
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Klademe-li  v  —  vx  =  á,  jest  zde  především 

E  Q  10«)  —  E{Z\.  10«)  _   31415  -  31428  _       _„,. 
10*  —  IÓ*  —  -  0  UUld, 

tedy 

^£=  — 0-0013  d, 

tak  že  chyba,  jíž  se  dopouštíme,  berouce  t>,  místo  »,  obnáší  v  pří- 

2  4 

pádě,   že  d  <  100  mm,   méně   než  -r-r-  mm    Čili  -^-  z  jedné  de- 

setiny  raillimetru,  výsledek,  s  nímž  se  lze  obyčejně  pro  případ 

takový  spokojiti. 

.   Jeli  třeba  přesnějšího  přiblížení,  klademe  za  n  hodnotu 

355 
-775-'  kterou  si  snadně  můžeme  zapamatovati  jakožto  zvratnou 

hodnotu  čísla  113  :  355. 

Vyjádříine-li  přibližnou  tuto  hodnotu  řetězovým  zlomkem, 
obdržíme 

7+w 

Jest  tedy  i?,  =  ad. 

Konstrukce  tohoto  výrazu  spočívá  v  tom,  že  naneseme  na 
přímku  koncovým  bodem  A  průměru  AB  =  d  pod  vhodným 
úhlem  k  němu  vedenou  od  bodu  A  úsečku,;,  již  zvolíme  za  jednotku, 
I6kráte  po  sobě,  čímž  obdržíme  bod  C  a  v  témž  smyslu  úsečku 
AD  =  7 .  AC  +  j,  pak  vedeme  bodem  C  rovnoběžku  ku  přímce 
BD.  která  nechť  protne  AB  v  bodě  E.  Tu  jest 

AE_AC  _        1       _       1 _J_ 

d    —AD  —  ADiAC—.,     j    ~  7+^r 

1+AC  16 

a  tudíž 

ví=Zd  +  AE. 
Zde  jest 

E("ml{íř\-E(a  1Q8)=3-141  592  65-3-141  592  92=—  0'00000027, 
108 

tak  že  nyní  jest 

A  =  —  0-000  000  27. 

Theoretická  chyba,  jíž  se  tu  dopouštíme,  berouce  hodnotu 

3 
vx  za  ť,  jest  menší  nežli  -^f>  tedy  při  délce  průměru,  rovnající 

se  1  kilometru,  chyba  ta  obnáší  méně  než  --5-  mm. 

39* 
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439.  Známá  hodnota  přibližná  «  pro  *,  již  lze  g-eometrieV  . 
vyjádřiti  a  jíž  se  často  pro  přibližnou  rektifikaci  kružnice  užn± 
jest  dána  výrazem 


a2  =  4  +  (3  ~  JLY*  =  y  —  2  \JE  =  9'86923171 


•» 


tak  že 


a  tedy 


«  =  3-141533 . . ., 


Jx  <0-l4d. 


Obr.  467. 


Příslušná  úsečka  v^  =  ad  sestrojí  se  takto : 

Obr.  467.  —  Vytkneme  si  v  kružnici  dané  h  poloměru  r 
prňnrér  ř/T,  sestrojíme  poloměr  k  němu  normální  SAy  dále  bod 
B  v  kvadrantu  -AT  kružnice  tak,  aby  tětiva  AB  rovnala  se  polo- 
měru kružnice  dané,  protneme  pak  SB  v  bodě  C  tečnou  ke  kružnici, 
dotýkající  se  jí  v  T,  a  přeneseme  na  tečnu  tu  od  C  přes  bod  T 

úsečku  CD  =  3r,  čímž  obdržíme   úsečku    UD=:~=zar,    podá- 
vající přibližnou  délku  pro  poloviční  obvod  kružnice. 
Neboť  z  aSTC  plyne 

CT  =  -^  a  tedy    UD2  =  4r2  +  (3  —  -L \  r*  =  «Va. 

440.  Pro  geometrické  vyjádření  zajímavou  hodnotu  při- 
bližnou «  pro  n  obdržíme,  jestliže  v  n*  ==  9*8696044 . . .  zanedbáme 
všecka  desetinná  místa  od  pátého  počínaje,  kladouce  tedy 

«*  =  9-8696. 
Tu  jest 

«  =  0*26  \Zl46  =  3-141591953  . . ., 
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tak  že 

j  =  0-0000007  d, 

což  dává  theoretickou  chybu,  která  ani  ještě  při  kružnici,  jejíž 
průměr  by  se  rovnal  1  kilometru,  nedosáhla  by  velikosti  1  mm. 
Konstrukci   úsečky   vx  =  ad   lze  jednoduchou   a   poměrně 
krátkou  cestou  provésti  na  základě  tom,  že 


0-26VU6  =  4--4l-V5a+Ha. 
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Hj- 


Obr.  468. 


Obr.  468.  —  Vedli  jsme  v  kružnici  dané  ft,  poloměru  r,  průměr 
ř7T,  v  jehož  jednom  bodě  koncovém  V  sestrojili  jsme  tečnu  u 
ke  kružnici,  na  niž  jsme  nanesli  od  B  poloměr  r  v  jednom 
smyslu  třikrát,  v  druhém  smyslu  dvakráte,  tedy  učinili  jsme 
171  =  12  =  23  =  V  V  =  2'1'  =  r,  body  1  a  3  vedli  jsme  rovno- 
běžky 14,  3fl  k  ř/T,  z  nichž  první  jest  tečnou  kružnice,  a  na 
druhou  jsme  ve  smyslu  UT  nanesli  ještě  34  =  r.  Dále  vedeme 
bodem  T  k  přímce  2'4  rovnoběžku,  protínající  přímku  \A  v  bodě 
<4,  přímku  3£  v  bodě  B.  Konečně  přeneseme  na  tečnu  u  úsečku 
3C=  \A  a  vedeme  bodem  B  rovnoběžku  ku  C4.  Protíná-li  ta 
rovnoběžka  u  v  bodě  Z),  jest  BD  =  t?,.  Ostatně  mohli  jsme  BD 
obdržeti,  bod  C  ani  nesestroj  ujíce,  jakožto  kolmici  8  B  na  A2 
aneb  na  AU. 

Správnost  konstrukce  vysvítá  z  toho,  že,  myslíme-li  si  patu 
kolmice    s    T  na    \A   označenou  A0f  z  trojúhelníků  podobných 


TAA„  2'34  plyne  A0A  = 


a  proto  \A  =  —  r. 
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Je-li  B0  pata  kolmice   s  T  na  35,  jest  B0B  =  3  .  A+A=z 

3  13 

—  r  a  tedy  32?  =  —  r. 

Z  trojúhelníka  (734  plyne 


a  z  trojúhelníků  podobných  i?Z)3,  4C3  plyne  pak  úměra 

DB  :  C4  =  SB  :  34, 
z  níž  obdržíme  skutečně 

Uvažovali  jsme  v  každém  jednotlivém  případě  approximaci 
geometrickou  pro  n\  tím  ale  není  dána  míra  pro  přesnost  gra- 
fickou, kterou  bychom  musili  v  každém  konkrétním  případe 
zvláště  zkoumati  na  základě  řady  pokusných  výkonů,  berouce 
ovšem  v  úvahu  též  chyby,  závislé  na  větší  neb  menší  nedoko- 
nalosti přístrojů  a  nákresny  pro  grafické  operace  daných.  Při 
obyčejných  výkonech  na  kreslicím  papíru,  při  používání  dobrého 
kružítka  hrotového,  bude  asi  první  a  nejstarší  z  konstrukci  zde 
uvedených,  kde  béřeme  a  —  3f  vyhovovati  nejlépe. 


s 

Obr.  469. 


441.  Pro  daný  oblouk  kruhový  AB,  jemuž  přísluší  malý  úhel 
středový  ASB  =  <p,  jest  jednoduchá  rektifikace  přibližná  tato: 

Obr.  469.  —  Učiníme  AC  =  3.-45,  sestrojíme  v  A  tečna 
k  oblouku,  již  protneme  spojnicí  CB  v  bodě  Z>,  pak  podává 
úsečka  vx  =  AD  přibližně  délku  v  oblouku  AB. 

Budiž  na  př.   <  ASC  =  —  q,  dále  <p  míra  oblouková  úhlu 

o 

toho  a  AS  =  r. 

I    jest    v  =  rcp  =  --  r  =  0*52359  . . .  r. 
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f 

Značí-li    B0    patu    kolmice    8Ína    AS,  jest    BB0  =  — > 
j5oSf=X.y3?  a  trojúhelníky  DAG,  BB0C  dávají  úměru 


2 


z  níž  obdržíme 


^:3r  =  |:(f +  2), 


i;,  =  ^-=^~-  r  =  052337  . . .  r. 


Jest  tedy 

J  =  t;  —  v1  =  000022  . . .  r 

chyba,  která  na  přesnost  obyčejných  konstrukcí  grafických  ne- 
má vlivu. 

Je-li  qp  >  -^-j  můžeme  oblouk  AB  rozložiti  v  části,  z  nichž 
o 

žádná  -|    alespoň  značně  nepřevyšuje. 

o 

Obecně  jest 

v  =  rqp,  i?i?0  =  r  sin  qr,  B0C  =  r  (2  +  C05  g>), 
a  tedy 

v 


3r  sin  qp  ,->, 


1        2  -f-  cos  qp 
Přihlížíme-li  k  řadám 

qp2        qp4        qp6 
CM^  =  1-2T  +  4T— 6"!  +"• 

obdržíme,  ježto   zlomek   v   (1)  má   určitou   hodnotu   konečnou, 
dělením 

r    —  v         180        1512  "*"       ' 
tak  že 

'  =  r-*='(w  +  lM2-") 

z  kteréžto   relace    snadno    si   odvodíme    přípustnou   maximální 
hodnotu  qp  pro  danou  velikost  dovolené  chyby. 

Ke  konstrukci  té  jsme  vedeni  přímo,  když  hledáme  bod  C 
na  AS,  z  něhož  lze  B  promítnouti  na  tečnu  oblouku  AB,  v  bodě 
A  vztyčenou,  do  bodu  Dy  tak  aby  AD  =  are  AB. 


v 
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Zvolíme-li  ta  SA  i  co  do  smyslu  za  osa  x  a  8  za  poč&tei 
pro  pravoúhlou  soustavu  souřadnou,  jest  rovnice  přímky  pře- 
mítající BD,  ježto  prochází  body  D  (r  |  rg>),  B(r  cos  g»  |  r  sin  g>),  patra  i 

(x  —  r)  (<p  —  5in  qp)  —  (y  —  rqp)  (1  —  cos  q>)  =  0.  (4 

Směrnice  přímky  té  jest  tudíž 

q  —  sin  qp 
1  —  COS  (f 

čili  se  zřetelem  na  (2)  a  (3) 


(3!       5!  "h",7#\2!       4!  ^")—  3  "+"90 


+ 


"9 


tak  že,  zanedbárae-li  všechny  mocnosti  qr  od  třetí  počínajíce,  jest 

AD rqp   g> 

AC~  AC~  "3 
a  tudíž  jíC  =  3r. 

Mohli  jsme  usuzovati  též  takto.  Yytkneme-li  si  řady  (2),  (3) 
a  spojíme -li  je  tak,  aby  členy  s  ?s  odpadly,  obdržíme  vztah 

3  sin  qp  —  qp  cos  qp  =  2gp  —  ^  +  j|g-Q 7 

z  něhež  vychází  hodnota  pro  9 

3  íín  qp        ,  qp6 

v  ~   2  +  coscp   "*"  60  (2  +  cos  <p) 

a  tedy  pro  t;  =  rqp  první  přibližná  hodnota 

3r  sin  qr 
1        2  +  COS  <p 

Přímka  J3Z)  protíná  osu  x  v  bodě  i?,  jehož  úsečku  xQ  obdržíme 
z  rovnice  (4),  kladouce  y  =  0;  jest  tedy 


_  r<f(l 


—  cosq)_  V  2         24T       j 


w  qp  —  sm  qp  <j3         qp*     . 

—  ... -4—  •  •  • 

6        120^ 

T10      ■ 

Béřeme-li  tedy  v  prvním  přiblížení  lim  q  =  0,  obdržíme 
opět  bod  C;  ale  vedeme-li  přiblížení  dále,  zanedbávajíce  teprv 
mocniny  q>  větší  než  2,  obdržíme  v  přiblížení  tom  za  #0  úsečku 

SE  =  —  2r  +  ^,  a  bude  CE=z^ 
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Z  (3)  obdržíme 

2  _2co5gp-^  +  ^-|j-  + •••=(), 

tak  že  pro  týž  stupeň  přiblížení  můžeme  klásti  g>9  =  2  (1  —  cos  g>), 
čímž  úsečka  CE  nabude  hodnoty 

CE  =  r  C1  ~  cos  y) 

5 

Seče-li  -BB  tečnu   v  ^1  k   oblouku  v   bodě   F,   přibližuje 
se  AF  mnohem  více  délce  v  oblouku  AB  nežli  AD. 

Z  podobných  trojúhelníků  FAE,  BB0E  plyne  úměra,  kla- 
-deme-li  AF  =  v' 

,    fQ         r  (1  —  cos  qp)  I                   /                         1  —  cos  qp  \ 
t>'  :    3r v - —   =  sin  y  :  I  cos  q>  -j-  2 - — —I, 


2  níž  obdržíme 


_  [HJ-jcosj^injp 
3  (3  +  2  cos  <?) 


Se  zřetelem  k  řadám  (2),  (3)  obdržíme   pro  výraz  ten  po 
výpočtu  dosti  zdlouhavém  hodnotu 

v'  <p7     .     17<j),J 

—  =  <P  —  ht™  + 


r        *       2100  ■    126000 
&  tudíž 

\21000   126000^  ) 

\21000        126000  "r#    / 
tedy  hodnota  velice  malá,  dokud  <p  <  1,  a  ještě  pro  <  -áSB  = 

-q-0  obdržíme  touto  cestou 

ó 

i7'  =  ^\/3  =  J'0464...r, 

48 

4ak  že,  ježto  v  =  10471  .  . .  r,  jest  chyba  teprv 

J  =  0-0007  . . .  r. 

Konstrukce   se  provede  tím,   že  sestrojíme  jako  dříve  bod 
•C,  naneseme   od  bodu   toho   ve   smyslu   CS   úsečku  B0A,   čímž 

obdržíme  bod  Ex  a  sestrojíme  CE-=  —  CE„    protneme     tečnu 

o 

v  Ak  AB  spojnicí  EB  v  bodS  F,  Čímž  obdržíme  AF  =  v'. 
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Z  rozměrů  výkresů  snadno  poznáme,  kdy  uvedené  zlepšem 
přibližné  hodnoty  pro  v  může  míti  příznivý  vliv  na  přesnost 
grafického  vyjádření. 

442.  Úloha.  Rozděliti  daný  oblouk  v  daném  poměru. 
Abychom    daný    oblouk    AB   rozdělili    v   daném     poměru 

l  =  — i    když    arcAB   lze   podle    konstrukce    právě     odvozené 

s  dostatečnou  přesností  vzpřímiti  v  úsečku  AD,  ležící  na  tečně 
oblouku  v  bodě  A,  vyhledáme  na  AD  bod  dělící  M  tak.  aby 
(ADM)  =  l  a  spojíme  M  s  C;  spojnice  protne  oblouk  AS  v  bodě 
N,  který  danou  úlohu  approximativně  řeší,  a  to  s  přiblížením, 
jež  lze  v  každém  případě  snadno  vypočítati. 


Větší  oblouk  rozdělíme  v  menší  tím,  že  přeneseme  naň 
vhodně  zvolený  oblouk  AAX  tolikráte,  řekněme  p-kráte,  až 
zbytek  AaB  jest  menší  než  AAU  tak  že  jest 

arcAB  =  p .  are  AAX  +  are  AaB. 

Rozdělíme-li  oblouky  AAX  a  AaB  v  daném  poměru  body  Aor 
&o)  jest,  značí-li  opět  N  hledaný  bod  dělící, 

arcAN  =  p .  are  AA{i  -f-  arcAaB0. 

Obr.  470.  —  Konstrukci  přímou  pro  řešení  úlohy  lze  si 
následujícím  postupem  zjednati. 

Abychom  na  oblouku  AB  sestrojili  bod  M  tak,  by 

arcAM  :  are  MB  =  m:  n  =  *, 

můžeme  sestrojiti  nejprv  na  tětivě  AB  bod^tak,  aby  AN:  NB=zl7 
a  položiti  body  Ny  M  kružnici  A,  mající  svůj  střed  K  na  přímce 
AB,  čímž  konstrukci  bodu  M  převedeme  na  jednoduchou  kon- 
strukci bodu  N  a  na  konstrukci  bodu  K.  Kdyby  bylo  možno 
polohu  bodu  K  pomocí  úsečky  AB  =  a  a  pomocí  daného  poměru* 
geometricky    konečným   počtem  výkonů    sestrojiti,    úloha   daná 
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byla  bytím  řešena;  konstrukce  bodu  K  jest  však  obecně  úlohou 
složitější  nežli  bodu  M  samého;  ale  seznáme,  že  lze  na  BA  se- 
strojiti bod  Kx  v  tak  malé  poměrné  vzdálenosti  od  bodu  K,  že 
kružnice  kolem  JE",  opsaná  a  bod  N  obsahující  seče  oblouk  AB 
v  bode  Jř,,  který  nahrazuje  bod  M  s  dostatečným  pilhlíženíra, 
jaké  se  vzhledem  ku  grafickému  vyjádření  žádá,  když  úhel  středový 
ASB,  k  oblouku  danému  příslušný,  jistou  velikost  nepřesahuje. 

Kružnice  k  nechť  seče  AB  ještě  v  bodě  P;  její  poloměr 
budiž  r. 

Z  trojúhelníka  AMN  plyne 


AM  —  AN   +  NM    -  2AN  .  NM  cos  ANM 
a  z  trojúhelníka  BMN 

BM*  =  BŇ*  +  ~NM2  —  2BŇ.~NMcosBNM. 
Z  obou  relací  plyne 

AM2  -  Afi*      ~ŇM  -  2AŇ  cos  ANM 


BM*  —  BN        NM  -  2BN  cos  BNM 
se  zřetelem  na  to,  že 

NM  =  NP  cos  ANM  =  2r  cos  ANM,       cos  BNM  =  —  cos  ANM, 
nabude  poslední  rovnice  tvaru 

r-AŇAM2  —  AŇ2 

r  +  BŇ~  BM2  —  BN2' 

Značí-li    8   střed    kružnice,    na    níž    daný    oblouk     leží, 
<p  obloukovou   míru  pro  úhel  ASM,  \p  pro   úhel  MSB  a  a   pro 

úhel  ASB,  jest  v  trojúhelníku  ABM  úhel  při  A  roven  -^-»  úhel 

při  B  roven  -|-  a  úhel  při  M  roven  n ~. 

Z  trojúhelníka  toho  plyne 

AM  :  a  =  sin  -^- :  sin  -^-> 

■DUM  -      V>         •       a 

BM  :  a  =  sm  ■—  :  sin  -=-■ 

2  2 

Dosadíme-li  hodnoty  za  AM  a  -B.l/  z  těchto  úměr  vychá- 
zející do  (1),  obdržíme 

-j-jtí      a*sin*  — AN    .  sm*  -^r- 

r-^= ? 1  (2) 

r  +  BN     .-„V  ±-W.  sin*  -"- 
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Ze  vztahů  —  zrla^  +  V1111*  obdržíme 

<jp  X  a         \p  1  a 


^j#         

a  ze  vztahu  =  =  *,  AN  +  2W  =  a  obdržíme,  klademe-li  jeStS 
^___  BN 

AN  =  p,~m=q, 

tak  že  můžeme  rovnici  (2)  psáti 


r  —  p= 
«•  +  « 


.   ,  /       1  «  \  1  .   ,    « 


poažijeme-li  zde  vztahu  2  sin*  —  =  1  —  cos  d,  dojdeme  po  krátké 
úpravě  k  rovnici 

21  +  1  —  (i  +  l)8  COS  r-^-r  +  I1  COS  a 

*  +  ' (3) 


r  —  p_ 


r  +  i  1  (1  +  2)  —  (1  +  1)*  «o*j^T-j-  +  cos  « 

Má-li  platnost  úměra  e :  d  =  cx :  d, ,  má  platnost  též  úměra 
(c  +  Xd)  :  (d  -  «)  =  (Cl  +  lá.)  :  (dx  —  cj; 
applikujeme-li  to  na  (3),  dojdeme,  kladouce  p  —  Iq  k  rovnici 

r(l+l) 


a 


1»  +  1  +  1  -  (1  4-  1)  (cos  r~  +  1  cos  r-~)  +  1  COS  « 
1  —  1  +  (1  +  1)  (cos  j-~  -  cos  p—jj  —  (1  —  1)  co*  « 


(*) 


Ježto 


a2         «4         «tf     .    rc* 


cos«=1  __+___+__..., 


proto 

ak    —    _       ;.g«tt  l4a4  il6«6 

C05  í  +" I  —     ~  2  !  (1  +  1)*  +  4 !  (ť+"í?  "~  6 !  (f+ !)"• 

l8a8 
^8!  (1+1)" 
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«.«*.«*  «• 


COS  —r-T  =  1  —  5T7i-|—i\Y  + 


1+1""         2!(1  +  1)4  ^41(1  +  1)*       6!(1  +  1)' 

+ 


«8 


•    •    • 


8!  (1+1)' 
Nazveme-li  na  pravé  straně  v  (4)  čitatele  A,  jmenovatele  lf 
jest  po  redakci 

(l  +  i)«|_4!      6!(1+1)«  1(1+1) 

«4  (1  +  W  —  (1  +  *7) 


._      l9a4     T3  a2  (1  +  l)s  -  (1  +  !•) 

K  — 


+ 


-..} 


8!(1+1)4  1(1+1) 

««1(1-1)Í2  J_fn    ,   ,„ _1^1,1 

*—     (l+l)s   \4!       6!(l+l)s'lL  ;        1— 1"J 

+  8í(iw-T[(1+i)9-r^|---) 

Tím  obdržíme  z  rovnice  (4) 

3               a"           (1  + 1)»  —  (1  + 1") 
r  (1  -  X'-)      4!       6!(l  +  l)g'  1(1  +  1) 

~~2        "'      ty+v-tEft 


+ 


4!      tí!(l+l)' 

(1 +!)'-(! +1') 


8!  (1  + 1)*  1  (1  +  1) 


I      o  i  /i      i     i\4 


(1  + 1)' 


i-i»J 


(*) 


8!(1+1)4     1 

v 

Rada  v  čitateli  i  v  jmenovateli  na  pravé  straně  poslední 
rovnice  jest  konvergentní,  ježto  každá  z  nich  jest  utvořena  z  dvou 
konvergentních  řad  pomocí  úkonů  přípustných.  Rychlost  konver- 
gence můžeme  seznati  z  absolutních  hodnot  pro  podíl  obecných 
dvou  členů  po  sobě  jdoucích.  Můžeme  hodnotám  podílu  toho 
dáti  tvar  následující,  a  to  v  první  řadě 

1—  (2n -+- 5)  (2n  +  6)     " 

.,  , L_    (1  +  l)»n+5  -  (1  + l*1*5) 

Kde  o,  _  ^  _j_  ^9    ^  +  ^fn+8  _(!_)_  iín+s) 

_  _  1 /,.    ,    ...  ,    2(1  +  1*+') +  1(1  +!«■+')  I 

-a  +  ^)M(1+)+2n  +  3  +  ^n+3)+..^ 

_        2  4- 1  (1  + 11"-*-1  +  2l»n+a) 

-     +  2n  +  3  +  Xf, 
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v  řadě  druhé 


«a 


\  =  ,»„   ■   »te.  i—  <*». 


(2n  +  5)  (2»  +  6) 
kde 

_1 (i  -f.  A)8°+«  (1  —  X9)  —  (1  —  l*"-1-*) 

a  —  (1  +  >.)•"  (1  +  !)*■+•  (1  —i'1)  -  (1  —  l»+«) 


=  7TTIř[(1  +  i),+ 


2(i—  ;[3°+«)  +  1(1-  !*»+«) 


_  2  +  ^  (1  —  **"+»  —  2*in+8) 

— 1+  2n  +  2  +  Xf2  ' 

kde  význam  veličin  /1(  /4,  jest  patrný. 

Konstrukci  uspořádáme  vždy  tak,  aby  |  X  |  <  1 ;  neboť  kdyby 
bylo  |  X  |  >  1  vyměníme  pouze  písmenka  A,  B  mezi  sebou,  čími 
přejdeme  na  případ  předcházející. 

Ježto  tedy  jest  vždy  \X\  <.  1,  proto  jest 

^  «'  /.    ,         6      \ 

A|  "^  (2n+  5)(2n  +  6) \    "•"  2n  +  3  f 


A  < ?! /l  +  —M 

*       (2n  +  5)  (2n  +  6)  \     x  2n  +  2f 


Rovnici  (5)  lze  též  psáti 

3        5         «* 


+  8!  (1  +  X)* (1  +  *  +  *'}  (3  +  4*  +  3*'}  ~ ' 


(60 


Poněvadž  levá  strana  má  určitou  hodnotu  konečnou  pro  každé 
|X|<1,  již  lze  vyjádřiti  řadou  konvergentní,  obdržíme  dělením 
řadu  konvergentní 

r(l-l*)_3    .«'[•..  *         1 

aX  2  "•"  60L  2(1  +i)*  J 

+  25200L1  +  2(1  +  1)SJL1—  13(l  +  i),J  +  '"  (6) 
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Mysleme  si  nyní  na  AB  bod  Q  harmonický  sATk  bodům 
iaBa  přihlížejme  k  relaci  (118) 

9  1  1 


QN-QA    ■   Qtí 
Z  rovností 

plynou  hodnoty 


<^=1    ~  -,  gB  = 


1«1'  *~  —  l  —  l 
Dosadíme-li   hodnoty  tyto   do   rovnice  (7),  obdržíme,    kla- 
douce QN  =  u, 

2al 


~        l->la 
čímž  lze  převésti  (6)  ve  tvar 

r  _s       «»  r  ;.      i 

u  —  4  "*"  120  L    "*"   2  (1  +  X)8  J 

I    13"4fl    |  *         Ifl       ^ 1  +  .-.      (8) 

^  50400  L         2  (1  +  1)"  J  L         13  í1  + ;-)4  J 

Zlomek  /.^r"^  nabude  v  intervallu  mezi  0  a  1  maximální 

hodnoty  pro  1=  1  rovnající  se  -j>  tak  že  hodnota  X  v  druhém 
členu  pravé  strany  rovnice  (8)  nemá  na  grafické  vyjádření  hod- 

T 

noty  —  v  jistých  mezích,  jež  bychom  snadno  mohli  blíže  ještě 

určiti,  podstatného  vlivu,  ježto 

X  1 


240(1 +  A)a       960' 

vliv  dalších   členů  jest  pak  i  vzhledem   ku  členu  druhému  ne- 

v 
podstatný.    Z  toho  soudíme,  že  hodnota  —  jest  v  mezích  přes- 
nosti daných  při  grafickém  vyjadřování  od  poměru  l  zcela  ne- 

2 
závislá  a  závisí  toliko  od  hodnoty  «.  Na  př.  pro  <  ASB  =  —  q 

obdržíme  z  (8) 

4  +  120  <  u  <  4  +  320  ' 
poněvadž  tu  jest  a*  =  —  =  1-0966  . .  .,  obdržíme 

0-7591  ...<  —  <.  0-7602  . . . 

u 
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3 

Béřeme-li  v  prvním  přiblížení  místo  r   hodnotu  rt  =  —  u, 

obdržíme 

A  —  r~Tl  —  —  Ti  -L  l  1  J- 

u     —  120  L  2(1  +  *)a  J"1""  ""' 


ST 


jakožto   velikost   chyby,    která    v  našem    příkladě    pro  a  =  -^- 

obnáší  okrouhle  0*001. 

Seznáme   z  toho,    dokud   «  nepřesahuje   hodnoty   1,  že  lze 

3 
místo  r  bráti  hodnotu  rj  =  NK1  =  —  w. 


/i 


77» 


^ 


Obr.  471. 


Obr.  471.  —  Jsou-li  m  a  n  dány   úsečkami   můžeme  tedy 

konstrukci  přibližnou  provésti  takto.     Bodem   B  vedeme    pod 

vhodným   úhlem    přímku    BC}   na   niž   naneseme   BC  =  n,  CD 

=  EC  =  w ;    bodem  C  vedeme  rovnoběžky  k  DA  a  EA,   které 

3 
protnou  AB  v  bodech  J/  a  #,  pak  učiníme  ^Tiř,  =  —  2VQ  a  opí- 

4 

šeme  kolem  Kx  kružnici  bodem  N  procházející,  která  seče  arcAB 
v  bodě  dělícím  M. 

2al 

Jsou-li  však  man  dány  čísly,   tu  z  výrazu  QN  =  -  a 

snadno  vypočteme  AKt  =     ,  ,  a — ! — £-  a  B K.  =     _,a =T-ř 

J  r  l  2  (n2  —  ma)  '  2  (na  —  m1) 

pak  sestrojíme  Ex  pomocí  poměru  AKl  :  a,   nebo  -BJT,  :  a}   aneb 

i        xx  '  *       saky  \       »i(2m  +  n) 

konečně  pomoci  poměru  (-áířAJzr — 7čj— v — \" 


Poznámky. 


Kapitola  I. 

Vyžadovalo  by  veliké  práce  a  samostatného  díla,  kdybychom  chtěli 
uvésti  literaturu  předmětu  tohoto  a  ukázati,  jak  se  v  ní  zračí  vývoj  method 
a  konstrukcí  předvedených.  Z  té  příčiny  nemohou  činiti  připojené  zde 
poznámky  literární,  ani  pokud  se  Ukájí  věcné  ani  historické  stránky, 
nároku  na  úplnost;  vzat  jest  hlavně  zřetel  bud  ku  pramenům  zvláště  po- 
zoruhodným, anebo  k  takovým,  z  nichž  lze  vývoj  vždy  dále  stopovati. 
Bohužel  nebyly  mi  ani  všechny  uvedené  originály  přístupny. 

Z  velikého  množství  samostatných  spisu,  které  o  deskriptivní  geo- 
metrii v  celém  rozsahu  jejím  pojednávají,  uvádím  zde  na  předním  místě 
pouze  následující  z  novějších,  které  zvláště  vynikají  původností. 

Christian  Wiener:  Lehrbnch  der  darstellenden  Geometrie,  Leipzig, 
Band  I.   1884,  Band  II.  1887. 

Wilhelm  Fiedler:  Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Ver- 
bindung  mit  der  Geometrie  der  Lage,  Leipzig,  l.  Teil,  4.  Aufl. 
1904,  11.  Teil,  3.  Aufl.  1885,  lil.  Teil    o.  Aufl    1888. 

K.  Rohn-E.  Papperitz:  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  Leipzig, 
I.  Band,  2.  Anflage   1901,  II.  Band   1896. 

D'Ocagne :  Cours  de  geometrie  deseriptive  et  de  geometrie  infinitési- 
male,  Paris  189(3. 

J.  De  la  Gournerie:  Traité  de  geometrie  deseriptive,  1ro  partie, 
3°  éd.tion  1891,    II*  p.,  2e  éd.   1880,  III*  p.,  3°  éd.  1901. 

J.  De  la  Gournerie:  Traité  de perspective  linéaire,  5°  éd.  Paris,  1898. 

A.  Mannheim:  Gonrs  de  Geometrie  deseriptive  de  VÉcole  polytech- 
nique,  2«  éd.   1886. 

Otázka,  má-li  projektivní  geometrie  a  specielně  synthetická  geometrie 
býti  pojata  do  deskriptivní  geometrie,  pokud  s  ní  souvisí,  čili  nemá,  jest 
nyní  již  bezpředmětná ;  přirozeně  nemůže  se  deskriptivní  geometrie  uzavírati 
před  vlivem  geometrického  odvětví,  k  němuž  nás  přirozeně  sama  vede  a  do 
něhož  ústí;  vývoj  projektivní  geometrie  z  deskriptivní  a  spojení  obou  v  jediný 

J.  8obotka:  Deskriptivní  geometrie.  40 
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celek  provedl  Ficdler.  Proto  dílo  jeho  má  zásadní  význam  theoretícký. 
Vychází  od  promítání  centrálního  jakožto  nejobecnějšího  z  method  elemen- 
tárních a  stopuje  zde  pak,  jak  se  ostatní  melhody  specialisováním  z  něho 
vyvíjejí.  Poukazuji  zde  na  př.  ještě  k  lomu,  jak  o  synthetické  geometrii 
soudí  fíankel:  Die  Entwickélung  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahr- 
hunderten,  Ein  Vortrag.  Túbingen  1869. 

Poněkud  jinak  lomu  arci  jest,  jestliže  sledujeme  vývoj  deskr.  geometrie 
jednostranně  jen  potud,  pokud  slouží  určitým  účelům  praktickým  ;   tu    pak 
ovšem  vyskytují  se  příslušné  konstrukce  ve  zvláštních  jednoduclfých  formách 
a  postačí,  přihlíží-li  se    pouze    k  takovým    speciálním  příbuznostem,    které 
k  nim  vedou.     S  tohoto  hlediska   jest  velmi  zdařile  spracována  první   část 
díla  ďOcagne-ova;    zvlášť  pak  dlužno    tu    upozorniti  na  spisy  velké    ceny 
praktické,  jež  vydal  J.  J.  Pillet:   Geometrie  descriptive.  jehož  2.  vydáni 
začalo   vycházeti    r.   1899   v  Paříži,    a   Ferspective    linéaire  précédé    du 
tracé  des  ombres  usuelles,  Paris  1901.  Pillet  s  velkou  rozhodností  chce 
4   míti  obsah  deskr.  geom.  přesně  omezen;  praví! :  La  géomélrie  descriptive 
e'est  la  geometrie  appliquée  au  dessin  et  cc  n'est  pas  ďautre  cliose.  Dále 
budiž  poukázáno  na  dílo  K ,  Pohlke:  Darstellende  Geometrie.  I.  Abteilung, 
4.  Auflage,    Berlin   1876,  II.  Abteilung,    Berlin   1876,    v  němž   ve  stručné 
formě  jadrným  a  přehledným  způsobem  uvedeno  množství  látky  v  pěkném 
uspořádání. 

Z  děl,  která  jednají  o  projektivní  geometrii,  butftež  zde  uvedena   to- 
liko tato: 

Poncelet:  Traité  de  propriétés  projectives  des  jigures,  Paris  i  822, 
2°  éd.  Paris  1865-1866. 

J.  Steiner:  Systematische  Entwickélung  der  Abhángigkeit  geometri- 
scher  Gestalten  von  einander,  init  Berucksichtigung  der  Arbeiten 
aller  und  neuer  Geometer  uber  Porismen,  Projcktionsmethoden,  Geo- 
metrie der  Lage,  Transversalen,  Dualitát  und  Řeciprocitat  etc,  Berlin 
1852;  znovu  vydal  v  Ostwalďs  Klassiker,  čís.  82.  a  83.,  A.  J.  von 
Oettingen. 

M.  Chasles:  Mémoire  de  geometrie  sur  deux  principes  généraux,  la 
dualitě  et  VhomograpMe,  Paris  1837  (viz  str.  627). 
Geometrie  supérieure^  Paris  1852. 

Chr.  i?.  Staudt:  Geometrie  der  Lage^  Niirnberg  1847. 
Beitráge  zur  Geometrie  der  Lage,  Niirnberg   1856. 

Th.  Reye:  Die  Geometrie  der  Lage^  Leipzig,  1.  Abteilung,  4.  Auflage 
1899,  II.  Abt.,  5.  Aufl.  1892,  III.  Abt.,  3.  Aufl.  1892. 

L.  Cremona:  Elementi  di  geometria  projettiva,  Turin  1875. 

Jacob  Steiner* s   Vorlesungen  uber  synthetische  Geometrie.  1.  Teil  be- 
arbeitet  von  C.  F.  Geiser,  3.  Auflage,  Leipzig  1887. 
II.  Teil  bearbeitet  von  H  Schroter,  3.  Auflage,  berausgegeben  von 
R.  Sturm,  Leipzig  1898. 

Em,  a  FA.  Wei/r:  Základové  vyšší  geometrie,  v  Praze,  díl  I.  1871, 
díl  11.  1874,  díl  lil.  1878. 
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Emil   Weyr:   Die  Elemente  der  projektivischen   Geometrie,   Wieh,  I., 
Heft  1885,  II.  Heft  1887. 

77.  Schrdter :  Theorie  der  Oberfláchen  zweiter  Ordnung  und  der  JRaum- 
kurven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1880. 

«/.   Thomae:    Die  Keqelschnitte  in  rein  projectivischer   Behandlung, 
Halle  a.  S.  1894. 

Bobek:   Einleitung  in  die  projektivische  Geometrie  der  Ebene,  nach 
den  Vortragen  von  C.  Kúpper,  Leipzig   1897. 

Eduard  Weyr:  Projekt  ivná  geometrie  základních  útvarů  prvního  řádu, 
v  Praze  1898. 

Federigo  Enriques:  Vorlesungen  uber  pro jektive  Geometrie,  deutsche 
Ausgabe  von  Fleischer,  Leipzig   1903. 

Podotýkám  ještě,  že  mnoho  látky,  která  se  k  věcem  zde  uvedeným 
vztahuje,  ve  formě  velmi  přístupné  a  podrobné  rozsáhlé  sneseno  jest  v  díle 
Gustav  Ad.  V.  Peschka:  Darstellende  Geometrie.  Wien,  L  Band,  zweite 
umgearbeitete  und  erweiterte  Auflage  1899,  II.  Band  1883,  III.  Band  1884, 
IV.  Band  1885. 

Zevrubné,  kriticky  prozkoumané  a  věcně  uspořádané  zprávy  literární 
shledáme  v  „Geschichte  der  darstellenden  Geometrieu  v  I.  svazku  díla 
Wienerova  a  pak  v  díle:  Ernst  Kotter;  Die  Entwickelung  der  synthe- 
tischen  Geometrie  von  Monge  bis  auf  Staudt  (1847),  Jahresbericht  der 
deutschen  Mathematikervereinigung,  Leipzig   1901. 

Mimo  to  budiž  ještě  upozorněno  na  příslušné  stati  v  M.  Chasles: 
Aperru  historique  sur  Vorigine  et  le  développement  des  méthodes  en 
geometrie,  Bruxelles  1857.  2e  édilion  Paris  1875,  ku  kterémuž  dílu 
jest  jeho  Mémoire  de  geometrie  .  .  .  ,  na  předcházející  stránce  uvedený 
připojen,  a  v  jeho  Rapport  sur  les  progres  de  la  geometrie,  Paris  1870, 
jakož  i  na  četné  poznámky  literární,  sahající  až  do  nejnovější  doby 
v  uvedeném  díle    W.  Fiedlera. 

1. — S.  Stanovisku  deskr.  geom.  jakožto  vědy  užité  zdařile  přizpůso- 
beny jsou  základní  pojmy  v  knize  K.  Pohlke-ově  I.  sv.  str.  1 — 6  a  v  knihách 
Pilletových. 

2.  Uvedený  postup  vztahuje  se  ku  praktické,  výkonné  stránce  deskr. 
geom.  Zvláštní  důležitost  postupu  tomu  věnuje  Fr.  Tilšer :  Grundlagen 
der  Ikonognosie.  Kr.  Česká  Společnost  Nauk,  IX.  svazek,  1879,  str.  1 — 88. 
Již  Hachette  ve  svém  Traité  de  geometrie  deseriptive  (18:22)  praví  v  této 
příčině :  Une  épure  n'étant  que  le  tracé  ou  le  tableau  ďune  conception 
géométrique,  il  faut  ďabord  combiner  des  points,  des  lignes,  des  surfaces, 
en  un  mot  résoudre  un  probléme  de  geometrie  á  trois  dimensions,  avant 
que  la  main  puisse  exécuter  les  opérations  qui  conduisent  a  la  solution 
graphique  du  probléme.    Viz  též  K.  Pohlke :    Darst.   Geom.  I.  sv.  str.  74. 

4.  Guido  Hauck:  Ueber  den  Begriff  der  Projektion  einer  Ge- 
raden  v  Schlomilch's  Zeitschrift  fůr  Mathem.  und  Phys.,  XXXVI.,  1891, 
poukázal  k  uvedenému  zde  významu  průmětu  přímky  promítající. 

5.  0  konstruktivních  postulátech  deskriptivní  geometrie  v  uvedeném 
smyslu  jedná  Guido  Hauck  v  Katalogu  der  Ausstcllung  mathematischer 
Modelle  in  Miinchen  (W.  v.  Dyck)  1892  v  práci:    Ueber  die  konstruktiven 

40* 
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Postuláte  der  Raumgeometrie   in  ihrer  Beziehung  zu  den  Methoden 
der  darstellenden  Geometrie,  jejíž  třes!  jest  zde  obsažena. 

7.  Z  Rohn-Papperitz :  Darst.  Geom.  jest  vzato  označení  A  .  B  pro 
útvar  nebo  prvek  společný  dvěma  útvarům  A,  B  a  znak  — |  pro  kolmou 
vzdálenost,  při  čemž  i  se  zřetelem  na  smysl  značíme  na  př.  p  — \  A  vzdi- 
lenost  přímky  p  od  bodu  A)  t.  j.  vektor  AB,  když  značí  B  patu  kolmice 
s  bodu  A  na  přímku  p  spuštěné.  Označování  zde  užívané  v  mnohém 
souhlasí  s  Fiedlerovým  a  to  z  důvodu,  jejž  sám  také  uvádí  (I.  sv.,  4.  vyd., 
str.  418),  že  není  příčiny  zaváděti  novoty  proti  označování,  obvyklému 
v  jiných  odvětvích  geometrie.  Pro  útvary  stopní  přidržel  jsem  se  označení 
Wienerova,  užívám  však  pro  přípony  číslic  římských,  aby  rozdíl  od  přípon 
pořadových  byl  vždy  patrný. 

Kapitola  II. 

Původ  methody  kótovaného  promítání  stopuje  De  la  Gournerie: 
Discovrs  sur  Vart  du  trait  et  la  geometrie  descriptive,  Paris  1855. 
Dle  něho  nejprv  Ph.  Buache  (1738)  použil  vrstevnic  při  vyjádření  břehu 
mořského,  aby  jimi  vyznačil  pohyb  mořské  vody,  způsobený  přílivem  a  od- 
livem; po  něm  užil  jich  Ducarla  k  vyjádření  stavu  vody  při  povodních. 
Na  vojenské  škole  v  Mezieres-u  užíváno  též  hojně  kot,  vrstevnic  a  přímek 
spádových.  Tam  se  s  nimi  asi  také  Monge  seznámil;  zabývá  se  s  nimi 
též  ve  své  Geometrie  descriptive,  v  článcích  95-102  (v  německém  vydáni 
Haussnerově  na  str.  130 — 142). 

De  la  Gournerie  v  1.  svazku  své  Géom.  descr.  podává  rovněž  melhodu 
tuto,  jakož  i  upotřebení  její  na  útvary  topografické  a  na  vyšetřování  stínu. 

Obšírný  dobrý  spis  o  kótovaném  promítání  jest  Gustav  Ad.  Peschkai 
Kotierte  Projectionsmethode,  Brúnn,  1.  Aufl.  Í877,  2.  Aufl.,  1882,  Rovněž 
E.  Martin  et  F.  Pernoť.  Geometrie  cotée,  Paris  1905  a  j.  Ostatně 
velká  část  souborných  spisů  o  této  methodé  též  pojednává. 

32.  Zde  mlčky  ustanoven  jest  smysl  kladný  pro  normály  k  rovině 
tak,  že  otočením  kolem  stopy  roviny  do  polohy,  v  níž  rovina  splývá  se 
svým  sklopením,  smysl  ten  splývá  s  kladným  smyslem  normál  ku  prů- 
mětně v  tom  případě,  jestliže  sklopení  libovolného  bodu  roviny  leží  na  téže 
straně  s  jeho  průmětem. 

Kapitola  III. 

Methodu  promítání  kruhového  zbudoval  W.  Fiedler.  s  níž  vystoupil 
poprvé  v  pojednání:  Ein  neuer  Weg  zur  Theorie  der  Kcgelschnitte. 
Vierteljahrsschrift  der  naturforsch.  Gesell.  in  Zurich,  Bd.  25,  1880,  dále 
pokračoval  o  něm  v  pojednání:  Zur  Geschichte  und  Ttworie  der 
elementaren  Abbildungsmethoden  (tamtéž  Bd.  2*7,  1882);  vyvodil  ji 
z  konstrukcí,  které  se  spojují  s  určením  středu  při  promítání  centrálním 
pomocí  kružnice  distanční.  Pro  deskr.  geom.  a  pro  projektivní  geometrii 
vůbec  má  důležitost  jakožto  nejjednodušší  příbuznost  metrická,  pomoci  jíž 
jsme  si  zde  zjednali  přirozený  postup  od  promítání  číslicovaného  k  ryze 
geometrickému  vyjádření  útvarů  pomocí  průmětů.  V  prvé  řadě  methoda  tato 
vede  ke  konstruktivní  theorii  soustav  kruhových  a  kulových,  jak  krásně  jest 
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provedeno  v  knize   W.  Fiedlerově:    Zyklographie   oder    Konstruktion 
der  Aufgaben  uber  Kreise  und  Kugeln,  Leipzig  1882. 

43.  Pojmenování  harmonických  bodu  pochází  od  Brianchona  (Mé- 
moirc  sur  les  lignes  du  second  ordre  1817);  pokud  se  týče  názvu  harmo- 
nický a  jeho  vztahu  k  hudbě,  viz  na  pr.  Trop/ke:  Geschichte  der  Ele- 
mentarmathematik,  II.  1903. 

46.  Včty  o  osách  podobnosti  tri  kružnic  Monge  odvozuje  v  Geometrie 
descriptive  pomocí  konstrukce  prostorové'.  Osy  ty  jsou  stopami  v  rovině 
vytčených  tří  kružnic  pro  společné  roviny  tečné  tri  ploch  kulových,  které 
řečené  kružnice  mají  za  kružnice  největší.  Totéž  odvození  podal  již 
ďAlembert  v  Nova  acta  scien.  imp.  Petropolitanae  t    14,  1805. 

47.  Vztah  podobnosti  a  polohy  podobné  útvaru  shledáváme  již 
u  starověkých  geometru,  tak  u  Euklida  a  j.  Názvu  středu  podobnosti  užívá 
již  Enler  v  Nova  acta  se.  imp.  Petrop.  t.  9.  Dle  Ghaslesa  v  Gergonne-ových 
Annalos  de  mathématiques  XV11I.  nazýváme  útvary  podobně  položené  též 
homothetickými. 

Kapitola  IV. 

Užívání  roviny  distanční  jest  výhodné  k  vyjadřování  útvarů  v,  obsahu- 
jících soustavy  přímek,  jak  k  tomu  Wiener  poukazuje  (I.  sv.  str.  98). 

56.  Určení  bodu  pomocí  nositele  přímkového  jest  vzato  z  promítání 
centrálního.  Při  promítání  centrálním  střed  promítání  jest  v  koncČnu,  rovina 
„distanční*  v  nekonečnu;  ale  zde  jest  střed  promítání  v  nekonečnu,  proto 
musíme  rovinu  distanční  voliti  v  konečnu,  tam  vyznačuje  distance  vzdá- 
lenost středu  od  průmětny,  zde  vzdálenost  roviny  distanční  od  průmětny. 
Určení  bodu  pomocí  roviny  jakožto  nositelky  jest  původcem  Gino  Loria: 
Sur  qnelques  problemes  élémentaires  de  la  geometrie  descriptive  a  3 
et  4  dimensions,  Archiv  der  Mathem.  u.  Phys.  3.  Reihe,  2.  Band,  1901. 
Rovinu  distanční    zavádí  G.  A.   Peschka  obecněji    pro  promítání   kosoúhlé. 

63.  Vety  o  perspektivních  trojúhelnících  objevují  se  asi  poprvé 
u  Desarguesa,  kterého  dlužno  považovati  za  největšího  předchůdce  no- 
vější geometrie,  jenž  arci  došel  teprv  pozdě  povšimnutí  zaslouženého,  k  čemuž 
přispěl  hlavně  Poncelet.  Viz :  Oeuvres  de  Desaryues  réunies  et  analysées 
par  Poudra,  Paris  1864. 

První  z  vět  těchto  tvoří  základ  synthetické  geometrie  v  rovině;  druhá 
jest  bezprostředním  jejím  důsledkem  Jestliže  nepředpokládáme  axiomů  shod- 
nosti, které  se  duchu  geometrie  synthelické  protiví,  nelze  tu  větu  pak,  jak 
D.  Ůilbert  v  Grundlar/en  der  Geometrie,  2.  Aufl.,  Leipzig  1903,  dokázal, 
prostředky  geometrie  rovinné  vůbec  dokázati ;  věta  ta  se  může  tedy 
odvoditi  synlliťticky  pouze  úvahami  prostorovými,  a  to,  jak  jsme  vijiěli, 
cestou  nadmíru  jednoduchou.  Předpokládáme-li  však  větu  onu,  lze  všechny 
věty  synthetické  geometrie  rovinné  pomocí  její  cestou  ryze  synthetickou 
odvoditi,  aniž  bychom   musili  z  roviny  vybočiti. 

64.  Hesse  upozornil  na  konfiguraci  tuto  v  pojednání:  Eine  Bemer- 
kung  zum  Pascal* schen  Theorem,   v  Crelle-ově    Journal   íur  reine  und 
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angewandte  Mathem.  Bd.  41,  a  ukázal,  že  se  vyskytuje  při  Steinero\e  r»i- 
šíření  věty  Pascalovy. 

71.  a  n.  Fiedler:  Neue  elcmentare  Projektionsmethod*>n%  Viert<«- 
jahrssehrift  d.  Zúricher  naturforschenden  Gesellschaft,  Band  24,  1  879.  iná-li 
všeobecně  methodu,  v  níž  místo  roviny  distanční  zavádí  se  rovina  k  prů- 
mětně libovolně  nakloněná  a  promítání  centrální;  v  methode  t«5to  podáví 
celou  soustavu  konstrukcí  základních,  jakož  i  odvození  pro  případ  promítáni 
parallelního.  Methoda  ta  jest  velice  zajímavá,  shledáváme  se  s  ní  též  ní 
různých  místech  v  4.  vydání  I.  svazku  jeho  díla  o  deskr.  geom.^  ale  nu 
význam  čistě  theoretický.  Při  parallelním  promítání  se  mi  zdá  přechod  <*i 
obecného  případu  k  rovinám  distančním,  jak  zde  jest  uveden,  pro  appiika«v 
výhodnějším.  Užitek  methody  této  vysvítá  již  z  malého  počtu  příkladu  řešených 
v"  92.  a  n. 

74.  a  n.  Fiedler  přichází  cestou  přes  transformaci  k  axonometrii 
(§  60.  I.  sv.  4.  vyd.);  obdobně  my  dospíváme  zde  od  transformace  k  pr/i- 
mětum  sdruženým. 

Kapitola  V. 

v 

Řešení  úloh  o  bodech,  přímkách  a  rovinách  pomocí  promítání  koso- 
úhlého a  upotřebení  roviny  distanční  rovnoběžné  s  průmětnou  vyvodil  O.  Ad. 
Peschht  v  pojednání:  treie  schiefe  Projektion,  Sitzungsberichte  d.  Aka- 
demie d.  Wissensch.  in  Wien,  Band  75,  1877;  zde  v  souhlasu  s  Wienerern 
a  v  souhlasu  s  dřívějším  postupem  zavedena  kružnice  distanční  místo  troj- 
úhelníka průmětného;  pro  porovnání  viz  1.  sv.  Wienerova  díla  str.  449 — 451. 

98.  Viz    Staudigl:    Leber  die  Tdentitát  von  Konstrukt  ionen  in 

perspektiv  ischer,  schiefer  und  orthogonaler  ProjcMion,  Sitzungsberiehtt* 
d.  k.  Akademie  d.   Wissensch.  in  Wien,  Band  64,   1871. 

99.  Viz  řešení  úlohy  této,  jakož  i  úloh  302,  308,  316  v  F  J.  (Gabriel 
Marie):  Exercices  de  Geometrie  descrijitive,  5e  édit.  Tours  et  Kiris, 
1893,  pokud  se  neodchylují  nd  řešení  zde  podaných.  Obsáhlá  kniha  tato 
obsahuje  mnoho  zajímavého  a  původního,  jak  v  obsahu  tak  i  ve  způsobu 
podání  a  zasluhuje  i  u  nás  většího  rozšíření. 


Kapitola  VI. 

111.  Rozeznávání  úseček  AB  a  BA  jakož  i  rovnice  AB  -\-  BA  z=z  0 
pochází  dle  Wienerova  sdělení  od  Kastnera.  Určité  stanovení  smyslu  pro 
úsečky,  úhly  atd.  provádí  Mobius  v  díle :  Der  bary  cent  rische  Kalkul,  18-7. 

112.  Dělícího  poměru  užívá  již  C.  J.  Brianchon:  Mcmoire  sur  les 
lignes  du  second  ordre  1817. 

113.  Euklidův  axiom  o  rovnoběžkách  uvádívá  se  jakožto  XI.  axiom; 
Euklid  sám  označuje  jej  jakožto  V.  postulát.  Postulát  ten  můžeme  vyslovili 
různými  formami,  nejobvyklejší  forma  jest  zde  uvedená,  jakož  i  násle- 
dující: Součet  úhlů  v  trojúhelníku  rovná  se  dvěma  pravým.  Euler  jej  vy- 
slovil v  té  formě,  že  žádal: 
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„Jestliže  přímka  dvě  jiné  přímky  protíná  a  s  nimi  po  téže  straně 
tvoří  úhly  vnitřní,  jichž  součet  jest  menší  než  dva  pravé,  nechf  se  obě  tyto 
přímky  dostatečně  prodloužené  konečně  sekou  na  oné  straně  první  přímky, 
na  které  leží  úhly,  jejichž  součet  jest  menší  dvou  pravých." 

Geometrie,  která  tento  axiom  předpokládá,  zove  se  euklidovskou,  na 
rozdíl  od  geometrií  neeuklidovských,  které  ho  nepředpokládají.  Poukazuji 
v  té  příčině  toliko  na  W.  Killing:  Kinfiíhrung  in  die  Grundlagen  der 
Geometrie,  Paderborn,  I.  Band  1893,  II.  Band  1898;  na  autografii  F.  Klein: 
NichťEuklidische  Geometrie,  Góttingen,  I.  Teil,  II.  Teil  1895,  a  na 
H.  Lifbmnnn:  Nichteuklidische  Geometrie,  Leipzig  1905. 

Ve  spisech  lěchto  uvedena  jest  další  literatura.  Soupis  literatury  té 
obsahuje  Ř.  Bonola,  Index  operum  ad  geometriam  absolutam  spec- 
tantium.    Claudiópoli   1902. 

114.  Přisuzování  jednoznačné  každému  bodu  na  přímce  určitého  čísla 
a  naopak  zakládá  se  v  podstatě  na  (Cantor-Dedekindově)  axiomu  spojitosti ; 
viz  Pasch:  Neuere  Geometrie  Leipzig,  i  882,  O.  Hólder:  Anschauung 
und  Denkcn  in  der  Geometrie,  Leipzig  1900,  Dedekind.  Stetigkeit  und 
Irrationalzahlen,  Braunschweig,  3.  Aufl.  i 905,  F.  Klein:  Amvendung 
der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie,  1902,  jakož 
i  Pringsheimův  referát  v  Encvklopaedie  der  Mathematischen  Wissenschaften, 
II.  Band. 

118.  a  n.  v.  Staudt  v  díle  Geometrie  der  Lďjc,  Núrnberg  1847, 
učinil  harmonické  útvary  základem  ryze  synthetické  geometrie  projektivní. 
Pojem  harmonického  dělení  znám  byl  již  v  starověku ;  viz  Pappi  Alexan- 
drini  collectioniSy  quac  supersunt  e  libris  manuseriptis  edidit  Hultsch, 
Berlin  187(3-1878  (lib.  VII.). 

120.  Větu  první  zná  již  Ph.  de  la  Hire  v  Sectioncs  conicae,  1685, 
kde  ji  uvádí  jakožto  větu  XI. 

122.  Konstrukci  tuto  čtvrtého  bodu  harmonického  vděčíme  rovněž 
De  la  Hire-ovi;  viz  Moritz  Cantor:  Vorlesungen  uber  Geschichte  der 
Mathematik,  II.  Band,  Leipzig  1898,  str.  122. 

124.  Pojem  harmonikálního  bodu  a  harmonikály  v  pojmenování  ja- 
kožto pólu  a  poláry  vzhledem  k  trojúhelníku  podává  Pliicker:  Analytisch- 
geometriscJie  Entiviekelnngen,  2  Bde.,  Essen,  1828,   1831. 

125.  Tuto  relaci  zná  již  Desargues,  který  na  ní  založil  vlastnosti 
o  involuci  bodové. 

129.  K  orlhogonálnímu  hyperboloidu,  ploše  to,  vytvořené  přímkami 
průsečnými  rovin  k  sobě  normálních  ve  dvou  svazcích  rovinových,  jejichž 
osy  jsou  obecně  k  sobě  mimoběžné,  dospěl  již  Binet  analyticky  v  Gor- 
respondance  de  1'école  polytechnique  t.  2,  1810,  kdežto  o  kuželi  orthogo- 
nálním  jedná  poprvé  Hachette  v  Correspondance  de  1'école  polyt.  t.  1, 
1806;  shledáváme  se  s  ním  též  u  Steinera  v  Systematische  Entivickehing 
der  Abhdngigkeit  geometrischer  Figvren  von  einander,  Berlin  1832, 
v  §  53.  Název  „orthogonální"  pochází  od  //.  Schrdtera  (Grelle's  Journal 
f.  Math.  Bnd.  85).  Viz  dále  H.  Schróter :  Theorie  der  Oberfídchen 
2  Ordnung  und  der  Raumkurven  3.  Ordnung^  Leipzig  1880,  W.  Fiedler : 
Geometrische  Mitteilungen,  Vierteljahrsschrift  der  naturforsch.  Gesell.  in 
Zurich,  Bd.  24,  Darst.  Geom.,  I.  Teil,  4.  Aufl  ,  str.  46,  II.  Teil,  3.  Auil., 
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str.  287  a  n.,  F.  JRuth :  Veber  eine  besondere  Erzeugung  des  orthogo- 
nalen  Hyperboloides  und  uber  Búsckel  orthogonáler  Kegd  und  Hyper- 
boloide, Sitzungsber.  d.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  in  Wien    1879. 

Kapitola  Vil. 

Leonhard  Euler  zavedl  jméno  afGnita  v  Introductio  in  anály  sin 
infinitorum,  Lausanne  1748,  kde  se  zabývá  (p.  239  a  n.)  obrazci  aflinně 
položenými.  Ale  jak  Chasles  sděluje  v  Apercu  bistorique  sur  Porigjne  et 
le  développemcnt  des  rnéthodes  en  geometrie,  2e  éd.  1875,  p.  553,  zkoumal 
dříve  již  Alexis  Claude  dc  Clairaut  vztah,  který  vyznačujeme  jakožto 
polohu  affinní,  ve  svém  proslulém  pojednání:  Recherches  sur  les  courbes 
á double  courbure  173 i,  kterou  jakožto  žák  brusselské  university  v  r.  1751 
podal  pařížské  akademii. 

J.  V.  Poneelet  jedná  o  útvarech  affínníeh  jakožto  zvláštních  pří- 
padech svých  obrazců  lioinologických  v  Traitč  de  propriétés  projed ives 
des  figures,  Paris  1822,  p.  174  a  n.  V  obecném  smyslu  zkoumal  affinitu 
a  zdokonalil  některé  názory  Eulerovv  A.  F.  Mobius  ve  svém  díle  Der 
barycentrische  Kalkul,  II.  Bd,,  Leipzig   1827. 

Vůdčí  mvsienka  Ponceletova  v  uvedeném    díle   zakládá  se    vůbec   na 

« 

tom,  že  zkoumá  vlastnosti  útvarů  rovinných,  převádějíc  je  promítáním  na 
některý  význačný  případ  zvláštní ;  tak  zkoumá  vlastnosti  čtyrrohu  pře- 
chodem   k  rovnoběžníku,    dále    kuželoseček    přechodem    ke    kružnici   a   p. 

134.  Srovnej  podání  u   Fiedlera  I.  sv.,  4.  vyd.,  str.  290. 

148.  Odvození  toto  podává  zvláštní  případ  vet,  které  odvodili  Que- 
telet  a  Dandelin  v  Mémoire  de  Tacadémie  de  Bruxelles,  t.  II,  1822, 
t.  III,  1826.  Srovnej  K.  I}elz:  Die  orthogonale  Projection  des  Kreiscs? 
Zeitschrift  fůr  das  Realschulwesen,  XVI.  Jabrgang   1891. 

149.  Mnohé    vlastnosti    ohniskové    pro  ellipsu  a  hyperbolu    znal   již 
Apollonius  z  Pcrgy,  247  př.  Kr.,  v  Conicorum  .  .  .  (liber  III). 

15ii.  Viz  Schlómilch:  Geometrie  des  Maszes,  1884,  a  především  Pel- 
zovo  pojednání  k  148.  uvedené.  Konstrukce  a  odvození  v  pojednání  tom 
jsou  nejkratší  a  účelu  svému  nejpřiměřenější.  Jsou  jednodušší  najiř.  nežli 
odvození,  jež  pedál  Blaschke  v  46.  výroční  zprávě  zemské  rcálky  v  St.  Hradci, 
1897,  a  jež  převzal  li.  Schusslcr  do  své  knihy:  Orthogonale  Azono- 
metrie,  Leipzig  1905,  str.  76.  Kniha  tato  obsahuje  v  pěkném  sestaveni 
řadu  krásných,  jednoduchých  konstrukcí,  jejichž  původci  jsou  hlavně  K. 
Pelz  a  R.  Staudigl,  což  ostatně  jest  v  knize  samé  doloženo.  Rada  výkladu 
v  knize  této  shoduje  se  s  příslušnými  výklady  o  deskriplivní  geometrii, 
jež  mív;il  K.  Pelz  na  technice  ve  St.  Hradci  a  jež  koná  v  novější  době 
na  české  technice  v  Praze. 

166.  Srovnej  s  článkem  tímto  Pelzovy  přednášky  o  deskr.  geom., 
jakož  i    Wicnerovu  Deskr.  geom.,  1.  sv.,  sir.  291  a  n. . 

172.  Konstrukci  1.  uvádí  Mossbrugger  ve  svých  Grósstenteils  neuč 
Atifgahcn  aus  dem  Gebiete  der  Geometrie  deseriptive,  Zúrich  1845, 
podotýkaje,  že  ji  má  od  Hytze}  pročež  Wiener  konstrukci  tu  nazývá 
Rytzovou.  Ke  konstrukci  2.  viz  Fréeier;  La  théorie  et  la  pratique  de 
la  coupe  des  pierres  et  des  bois,  2e  édition,  t.  1,  1754. 


-  633  — 

176.  Srovnej  konstrukci  tuto  s  obdobnou  v  R.  Boger:  Ebene  Geo- 
metrie der  Lage,  Leipzig  i  900. 

177.  Viz  Pelz,  poznámka  k  156. 

183.  Obyčejné  se  podává  konstrukce  tato  bez  souvislosti  s  konstrukcí 

172,  4. 

'  196.  K  obr.  212.  a  213.  viz  poznámku  k  156. 

198.  Těchto  vztahů  výhodně  užívá  K.  Pélz,  na  př.  v  pojednání: 
Zur  klinogonalen  Darstellung  der  Eotationsfláchen,  ve  Zprávách  Kr. 
České  Společnosti  Nauk,  1895. 

211.   Jiné  řešení  jest  obsaženo  v  Rohn-Papperitz :   Darst.  Geom., 

1.  sv.,  2.  vyd.,  str.  24;  řešení  zde  obsažené  jest  obecnější. 

213.  Řešení  této  úlohy  vyskytuje  se  poprvé  v  B.  Gugler:  Lehrbuch 
der  deseriptiven  Geometrie,  Nurnberg  1841,  4.  vydání  1880.  V  knize 
té  se  vůbec  hojné  užívá  příbuznosti  afíinní. 

219.  V  úloze  teto,  jakož  i  v  úlohách  následujících  mlčky  se  před- 
pokládá, že  oba  úhly  pravé,  jejichž  průmět  jest  dán,  leží  v  rovině,  k  níž 
se  konstrukce  vztahují. 

222.  Srovnej,  jakým  způsobem  řeší  A.  Weiler  úlohy  tyto  v  knize: 
Ncue   Behandlung   der   Parallelprojektionm  und  der  Axonometriey 

2.  Ausgabe,  Leipzig  189G,  str.  15  a  n. 

224.  Větu  zde  uvedenou  vvslovil  Chasles  v  Bulletin  des  sciences 
mathématiques  p.  řYiussac,  t.   14. 

227.  V  útvarech  nesouhlasně  shodných  téže  roviny  průsečíky  pří- 
slušných sobě  přímek  ve  dvou  přidružených  svazcích  paprskových  vytvořují 
rovnoramenné  hyperboly  o  společné  jedné  asymptotě,  která  jest  osou  obou 
útvarů.  Větu  tuto  vyslovil  rovněž  Cliasles  (224). 

234.  Chasles  užívá  affinity  k  odvození  metrických  relací,  opíraje  se 
o  větu,  že  metrická  relace  se  aťlinitou  nemění,  obsahuje -li  toliko  poměry 
dvojic  pro  úsečky  nebo  plochy  rovinné  rovnoběžné  aneb  vztahují-li  se 
poměry  ty  toliko  na  obsahy  prostorové.  (Viz  jeho  Mémoire  de  geometrie^ 
uvedený  na  str.  026.) 

237  a  n.  Viz  Chasles :  Propriétés  relatives  au  déplacement  fini 
quelcongue  dans  Véspace  ďune  figuře  invariable,  Comptes  Kendus, 
t.  51,  1860  a  Sur  le  déplacement  ďune  figuře  de  formě  invariable, 
dans  Véspace,  tamtéž,  t.  52,  1861;  Schocnfiless :  Geometrie  der  Be- 
tceyung  in  systematischer  Darstellung,  Leipzig  1886.  Th.  Reye:  Die 
Geometrie  der  Luge,  2.  Abteilung,  5.  Auflage,  Leipzig,  str.  295  a  n. 

Kapitola  VIII. 

Deskriptivní  geometrie  obdržela  své  jméno  od  Monge  a  to  původně 
jen  pro  onu  část,  která  užívá  k  vyjadřování  útvarů  prostorových  sdružených 
průmětů  do  dvou  k  sobě  kolmých  průměten.  Tato  methoda  vznikla  z  potřeb 
umění  stavitelského  a  jest  proto  asi  původu  velmi  dávného,  jak  připomíná 
M.  Vitruvius  Pollio,  jenž  žil  v  době  Kristova  narození,  ve  své  knize 
De  architectura  libri  decem,  kterou  znovu  vydal  V.  Rose.  Leipzig  1899, 
v  2.  kapitole  1.  knihy;   jeho  ichnographie  a  orthographie,   které  popisuje, 
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nejsou  nic  jiného  než  půdorys  a  nárys.  V  středověku  vyvíjela  se  meth*ih 
ta  dosti  nesoustavně  z  úloh  kamenořezu  se  týkajících.  Ku  přirovnání,  jak 
daleko  dospěla  methoda  ta,  jakož  i  tak  zvané  umění  rýsovaeí  v  stredovtki 
vůbec,  doporučuje  se  zvláště  kniha  v  mnohém  ohledu  originální:  Alhmh* 
Diirer:  Underweysung  der  Messung  mit  Zirckel  und  richtscheyt  in 
Linien,  Ebenen  und  ganzen  Corporen,  Niirnbcrg  1525,  2.  vydání   Ki."š. 

Ale  methoda  ta  postrádala  jednotné  soustavy  vědecké,  v  kterou  ; 
uvedl  teprv  Monge,  a  to  způsobem  klassickýrn;  jím  deskriptivní  geometr  e 
stala  se  teprv  vědou  samostatnou,  již  on  sám  podstatně  i  v  ob>a,.  i 
obohatil  a  prohloubil.  Z  předchůdců  jeho  zvláště  dlužno  se  znvniti  o  Frť- 
zier-ovi^  který  před  Mongem  získal  sobě  největších  zásluh  o  rozvoj  ře- 
čené methody  svým  dílem,  dříve  již  jmenovaným :  La  théorie  et  la  ]>ra~ 
tique  de  la  coupe  des  pierres  et  des  bois)  ou  traifé  de  stereofonie, 
Strassbourg  4758  et  1739 ;  nouvelle  édition  Paris  t.  I,  175Í,  t.  II.  17''«\ 
t.  III.  1769;  Frézier  první  pojednává  samostatně  nejprv  o  konstruktivní  geo- 
metrii v  prostoru,  bez  ohledu  na  upotřebení  její  k  účelům  praktickým,  po- 
užívaje ovšem  půdorysu  a  nárysu,  a  to  tak,  že  veškeré  konstrukce  také 
odůvodňuje,  což  se  před  ním  nedělo;  těmto  theoretickým  úvahám  jest 
1.  svazek  díla  věnován  úplně. 

Z  přednášek  Mongc-ovýeh  vyšla  první  vědecká  kniha  deskriptivní 
geometrie,  pokud  se  totiž  omezuje  na  sdružené  průměty  do  dvou  na 
sobě  kolmých  rovin.  Od  Monge -a  pochází  též  název  Geometrie  descriptivi\ 
Přednášky  ty  byly  tištěny  poprvé  v  roce  1795  dle  těsnopisných  zápisku 
v  Journal  des  Ecoles  normales,  t.  I — IV  pod  názvem:  Lerons  de  fjf'rf- 
métrie  deseriptive  (Lerons  données  aux  écoles  normales,  Van  111  d*' 
la  république)  \  jako  kniha  vyšiv  samostatné  v  7.  roce  francouzské  re- 
publiky (od  22.  září  1798  do  22."  září  1799)  a  byly  pak  ještě  několikráte 
znovu  tištěny,  částečně  též  s  doplňky  od  Hachette-a  a  Rrissona,  naposled 
v  r.  18Í7  ve  vydání  sedmém.  V  německém  překladu  vyšlo  dílo  to  jaki> 
číslo  117  v  Ostwalďs  Klassiker  v  r.  1900  péci  Roberta  Haussnera: 
jest  to  vydání  veskrze  i  po  stránce  věcné  velice  pečlivé  a  pěkné;  zvlášt- 
ního povšimnutí  zasluhují  tu  poznámky  vydavatelem  připojené  pro  svoji 
věcnost  a  spolehlivost. 

Haussnerovo  vydání  obsahuje  též  některé  zajímavé  poznámky  kritické 
o  počátečném  vývoji  deskriptivní  geometrie. 

Monge  praví  v  předmluvě  k  prvnímu  knižnímu  vydání  své  Geometrie 
deseriptive.  že  kniha  ta  tvoří  pouze  první  díl  obšírnějšího  díla;  v  druhém 
díle  měl  v  úmyslu  podati  užití  konstrukcí  podaných  na  kamenořez,  na 
soustavy  příhradové,  na  perspektivu,  na  vyšetřování  stínů  a  v  nauce  o  strojích. 
Dle  zprávy  jeho  výkresy  pro  díl  ten  byly  hotovy  a  sloužily  žákům  poly- 
technické  školy  za  předložky.  Iv  dokončení  díla  však  nedošlo  pro  mnohé 
práce  jiné.  Ve  4.  vydání  knihy  Monge-ovy,  pořízeném  Brissonem,  v  do- 
plňku se  uvádí  použití  deskriptivní  geometrie  v  nauce  o  vyšetřování  slinu 
a  osvěllení,  jakož  i  v  perspektivě,  kterýžto  do,)lnck  Brisson  spracoval  dle 
záznamů  Monge-ových. 

Vypsání  života   a  působení  Monge-ova  shledáváme  v : 

Ch.  Dupin,  Essai  hisřorique  sur  les  services  et  les  travaux  scimti- 
fiques  de  Gaspard  Monge,  Paris   1819. 
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Fr.  Arago,  Gaspard  Monge,  Biographie  lue  en  seance  publique  de 
{'Academie  des  sciences,  le  11  mai  1846,  obsaženo  v  Oeuvres  com- 
plotes  de  Fr.  Arago,  t.  II. 

C.  G.  J.  Jacobi,  Ueher  die  Pariser  polytechnische  Schule,  VII.  Band 
der  gesammelten  Werke,  herausgegeben  auf  Veranlassung  der  kgl. 
preussischcn  Akademie  der  Wissenschaften  von  K.  Weierstrassr 
Berlin    1891. 

Chr.  Wiener:  Lehrbuch  der  Darstéllenden  Geometrie.  I.  Bd.   1884. 

K.  Finlc:  Monge^  Correspondenzblatt  fúr  die  Gelchrtcn-  und  Realschulen 
Wíirttembergs  1892. 

F.  J.  Obenrauch :  Geschichte  der  darstéllenden  und  projelttiven  Geo- 
metrie mit  besonderer  Beriicksiehtigung  ihrer  Begriindung  in  Frank- 
reich  und  Deutsebland  und  ihrer  wissenschaftlichen  Pflege  in  Oester- 
reicb,  Briinn  1897,  I.  Teil. 

Nauka  Monge-ova  rozšířila  se  po  jeho  smrti  velmi  rychle  a  byla 
pozdějšími  výzkumy  rozšířena  a  obohacena,  jak  o  tom  svědčí,  jména : 
Hachette,  Lemy,  Olivier,  Lebon,  Schreiber,  Gugler,  Pohlke.  Bellnvitis,  De 
la  Gournerie,  Songaylo  (Lužičan)  atd.,  jakož  i  velká  řada  jiných.  Zároveň 
však  došla  zaslouženého  uznání  starší  díla,  jednající  o  konstruktivní  geo- 
metrii na  základě  jiných  method  zobrazovacích,  mezi  nimiž  zvláště  cenné 
jsou  spisy  Desargues-ovy  a  díla  J.  H.  Lambcrtovo:  Die  freie  Per- 
spektive oder  Antveisung,  jeden  perspeJclivischen  Aufriss  von  Jreien 
Stůcken  und  ohne  Grundriss  zu  verfertigen.  Ziirich  1759,  2.  díl  1774. 
Uvedení  všech  method  zobrazovacích  na  společný  podklad  a  vyvození 
method  těch  z  něho  jest  zásluhou  Fiedlerovou,  o  čemž  v  r.  1865  uveřejnil 
nejprve  pojednání:  Ueber  das  System  in  der  darstéllenden  Geometrie, 
$chlomilch's  Zeitschrift  fúr  Mathem.  und  Physik,  Band  8,  a  o  čemž  svědčí 
velké  jeho  dílo:    Die  darstellende  Geometrie. 

250-  Viz  (ruido  Hauck:  Uher  die  parallelperspelitivische  Auf- 
fassung  der  Zeichenebene  bei  der  Grund-  und  Aufrissprojehtion7 
Schlbmileh's  Zeitschr.  f.  Malh.  u  Phys.  XXXIV,  1889,  jakož  i  C.  Reusckle: 
Die  Deckelciventey  Stuttgart  1882. 

251.  0  rovinách  a  osách  totožnosti  a  souměrnosti  shledáváme  další 
úvahv  u  Ficdlera  v  I.  sv.  4.  vvd    na  str.  298  a  n. 

277.  a  n.  Srovnej  Wiener^  I.  sv.,  stranou  78  počínaje.  Klingenfeld 
v  díle:  Lehrbuch  der  darstéllenden  Geometrie,  Nurnberg,  I.  Band  1871, 
II.  Band  1874,  III.  Band  1876,  po  návodu  Bardinova  v  Notes  et  croquis 
de  Geometrie  descriptive,  1847  (jak  Wiener  uvádí),  řeší  úlohy  o  rovi- 
nách tím,  že  bére  za  základ  určení  jejich  tři  libovolné  body  místo  stop, 
při  čemž  podává  vliv  rovnoběžného  posunutí  základnice  pro  obrazy  sdružené. 

302.  Bešení  v  obrazcích  338.  a  339.  vyjádřeno  jest  v  F.  J.:  Exer 
cices;  viz  99. 
308.  viz  99. 

309  a  n.  Obecnou  změnou  roviny  průmětné  zabýval  se  již  Desargues 
a  užíval  jí  ke  konstrukci  pravých  tvaru  pro  obrazce  rovinné;  postup  jeho 
najdeme  v  knize  A.  Bosse:    La  pratique   du  trait  á  preuves  de  Mr. 
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Desargues,   Lyonnois,   pour   la   coupe   des  pierres   en  rarchitecture. 
Paris  1543. 

Transformace  průměten  užívá  se  nyní  obyčejně  jen  v  případech  nej- 
jednodušších. Velkou  důležitost  jí  přikládal  Olivier,  dle  něhož  též  Pohlu 
řešení  úloh  stereometrických  vyjadřuje  pomocí  změny  průměten.  O  uži- 
tečnosti transformace  jakožto  prostředku,  jímž  se  řešení  úloh  uskutečňuj*, 
lze  zde  asi  totéž  říci  jako  o  transformaci  souřadnic  v  analytické  geometru. 
Poukazuji  tu  zvláště  na  poznámku  ku  §  57.  ve  Fledler:  Darstel/ende 
Geometrie,  1.  Bd.,  4.  Auflage,  str.  416. 

311.  Způsob  ten  v  hlavních  rysech  pochází  od  Bellavitis-a,  Ge<>- 
metria  descrittiva  1851,  str.  49  a  byl  Guglerem  v  jeho  Lehrbuch  der 
deskriptiven  Geometrie,  Nurnbert?  1841,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1880,  zdo- 
konalen. 

317  —  319  Způsob  zde  uvedeny  shledal  jsem  v  autografii  přednášek 
Staudiylových  v  knihovně  vídeňské  techniky. 

320.  a  n.  Konstrukcí  zde  uvedených  užíval  jsem  již  před  šesti  lety 
ve  svých  výkladech  o  deskriptivní  geometrii. 

327.  Osu  totožnosli  průmětů  sdružených  pro  útvar  rovinný  inádí 
již  lirasseur  ve  velikém  pojednání  v  Academie  des  sciences  de  Bruxelles, 
1853,  nadepsaném:  Mémoire  sur  une  nouvelle  méthode  ďapplicatton 
de  la  geometrie  descriptive  a  la  recherche  des  propriétés  de  Vétendue. 

329.  Souvislostí  tou  zabývá  se  W.  Fiedler:  Veber  die  Anicen- 
dung  der  Affinitátsachsen  aur  graphischen  Bestimmung  der  Ebefie, 
Schíornilcirs  ŽeiLsehrift  f.  Math.  u    Physik,  Band  4,   1860. 

332.  Již  Klingenfeld  v  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie 
odvozuje  nesdružené  průměty,  nedbaje  však  jejich  souvislosti.  Vůbec  kniha 
ta  hoví  zcela  v\ hradně  praktickým  účelům  a  důsledné  se  straní  každého 
novějšího  názoru  v  geometrii. 

334.  a  n.  Zde  buďlež  uvedena  pojednání  E.    Wálsch:    Ueber  eine 

Avfgabe  aus  der  darstellenden  Geometrie  a  pojednání  téhož  názvu  od 

W.  Fiedlera,  obe  v  Monatshefte  fúr  Mathematik    und  Physik.  111.  roéník, 

1892;  v  obou  studují  se  incidence  vzhledem  ku  průmětu  prvnímu  a  třetímu, 

jsou-li  oba  sdruženy  s  průmětem  druhým 

Kapitola  IX. 

315.  a  n.  Základní  vety  o  perspektivním  nazírání  na  prostor  shle- 
dáváme poprvé  ve  spisech  Desargnes-ových\  zvláště  vyskytuje  se  u  noho 
pojetí  dvou  přímek  rovnoběžných  jakožto  přímek,  protínajících  se  v  je- 
diném bodě  v  nekonečnu,  kdežto  k  důsledku  z  pojetí  toho,  že  totiž  dvě 
rovnoběžné  roviny  lze  považovali  za  roviny  se  protínající,  jejichž  přímka 
průsecná  leží  v  nekonečné  vzdálenosti,  nedospívá ;  s  důsledkem  tím  se 
shledáváme  později  u  Ponceleta. 

357.  a  n.  Zákon  duality  shledáváme  nejprv  u  Ponceleta,  který  naň 
upozorňuje  v  Théorie  generále  des  polaires  réciproques*  Crclle*s  Journal 
túr  iMathernatik,  Band  XIV.  1 829  a  před  tím  v  díle  Traité  de  propriétés 
projectives  des  figures,    1822;  Gergonne  vnikl  hlouběji  do  podstaty  zá- 
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koná  toho,  tak  jmenovitě  v  Annales  de  Mathématiques,  t.  XVI,    zvláště  pak 
tamtéž  t.  XVII,  1826 — 7  v  pojednání:  Recherches  sur  quelques  lois  géné- 
rales   qui  régissent   les   lignes  et  surfaces  algéhriques  de   touš  les 
ordres.  Mezi  oběma  vznikl  tuhý  spor  o  prioritu,  jehož  vylíčení  a  ocenění 
vypisuje  též  E.  Kbtter  v  uvedené  dříve  již  (str.  627)  zprávě  o  vývoji  synthe- 
tické  geometrie,  str.  160  a  n..  kde   dochází  k  zajímavému  závěru  o  celém 
sporu.   Pro  rovinu  pojal  Móbius  ve  svém  díle  Der  barycentrische  Kalkuly. 
1827,  zákon  duality  v  jeho  všeobecnosti,  Plucker  ve  svém  díle,  Anály  tis  ch- 
geometrische  Entwickelungen,  Band  II,  Essen,  1831,  zbudoval  zákon  ten 
v  jeho  všeobecnosti  na  podkladě   analytickém  zavedením    souřadnic    přím- 
kových pro  rovinu,  souřadnic  rovinových,  jakož  i  konečné  souřadnic  přím- 
kových pro  prostor,  při  tom  rovnice  příslušných  útvaru  základních  odvozuje 
ve    formě,    která    pro    libovolný   prvek  základní   značí   jak    rovnici    prvku 
toho,  tak  i  rovnici  prvku  duálního  s  ním  incidentního.  Geometrickou  pod- 
statu Pliickerovýcli  vývodů  podali  jakožto  důsledek  nejjednodušších  vztahu 
mezi  základními  útvary  J.  titeiner  a  Seydewttz,  k  čemuž  jest  zde  v  či.  363. 
větami  1^ — 4#  poukázáno,  v  nichž  jest  původ    zákona  duality   pro  útvary 
třetího  řádu    přímo   obsažen,  ježto  věty  ony  a  tedy  i  věty  z  nich  pomocí 
incidence   odvozené  jsou  vysloveny   tak,  že  každá  zahrnuje    pravidlem  dvě 
duální   věty  v  sobě.   Srovnej    příslušné  statě  v  díle  Federigo  Enriques: 
Vorlesungenúberprojektive  Geometrie,  deutsche  Ausgabe  von  Fleischer, 
Leipzig  1903. 

Pro  úvahy  zde  v  357.  a  n.  provedené  srovnej  v.  Staudt :  Geometrie 
der  Laye,  Nurnberg  1847,  §  9  a  j. 

359.  Úplný  čtyřstran  zavedl  Lazare  Nicolas  Margucrite  Carnot  v  Geo- 
metrie de  position,  Paris,  1803,  a  v  Mémoire  sur  la  rdation  qui  existe 
entre  les  distances  respectives  de  cinq  points  quelconques  pris  dans 
Véspace,  Paris  1806.  Jeho  život  a  díla  podrobně  vypsal  K.  Fink  v  Tu- 
binkách  1894.  Duální  vztahy  mezi  úplným  čtyřrohem  a  čtyřstranem  po- 
cházejí od  J.  Steinera,  jež  uvádí  v  Systematische  Entwickelungen  (viz 
str.  626). 

367.  a  n.  S  konfigurací  tou  zabýval  jsem  se  v  práci:  O  n-úhel- 
nících  a  n-stranech  v  poloze  perspektivní  a  o  konfiguraci  rovinné 
soustavy  sil  v  rovnováze,  v  Rozpravách  České  akademie  pro  vědy,  slo- 
vesnost  a  umění,  XI-1902.  Viz  též  L.  Henneberg,  Die  graphische  Statik 
der  starren  Korper  v  Encyklopedie  der  mathem.  Wissenschaften  Bd.  IV. 

Kapitola  X. 

370.  —  374.  0  axiomech  a  základních  pojmech  geometrie  vůbec 
budiž  uveden  nejprve  spis  zásadní  důležitosti :  Z).  Ililbert:  Grundlagen 
der  Geometrie,  Lipsko,  2.  vydání  1903,  dále  O.  Uolder:  Anschauung 
und  Denken  in  der  Geometrie,  Leipzig  1900,  Weber -Wellstein: 
Encyklopaedie  der  elementaren  Geometrie,  2.  Ranil,  Leipzig  1905.  H. 
Poincaré:  Wissenschaft  und  Hypothese,  deutsch  von  F.  und  L.  Linde- 
mann,  Leipzig  1904;  2.  vydání  1906,  Moritz  Pasch  :  Vorlesungen  uber 
neuere  Geometrie,  Leipzig  1882  a  m.  j.  Ve  spisech  těch  uvedena  další 
bohalá  literatura.  Uvedeno  budiž  tu  jen  ještě  pojednání  H.  Helmholtzovo : 
liber  die  Tatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  (Nachrichten 
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der  k.  Gesellschaft  der  Wissensch.  zu  Gottingen  1868),  obsažené  ve  2.  svazku 
jeho  Wissenschaflliche  Abhandlungen  z  r.  1883,  dále  pro  širší  kruh  čte- 
nářstva psané  pojednání:  Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung 
der  geometrischen  Axiome,  (Populare  wissenschaflliche  Vorlrage,  5.  Heft, 
Braunschweig  1876).     Viz  též  poznámky  k  113 

0  geometrii  praecisní  a  approxiraačni  bucTtež  v  prvé  řade  uvedeny 
přednášky  F.  Kleinovy:  Anwendung  der  Differenzial-  und  Integrál- 
rechnung  auf  Geometrie,  čine  Bevision  der  Principien,  Leipzig  1902, 
kde  nalezneme  též  hojnost  jiných  pramenu  literárních  o  předmětech  técL 
pojednávajících.  P.  Bóhmer  ve  své  dissertaci :  Uber  geometr ische  Ap- 
proximation,  Berlin  1904,  některé  podněty  Kleinovy  dále  rozvedl;  prin- 
cipu v  obou  pracích  obsažených  bylo  zde  použito.  Tak  vzorec  první  na 
str.  540  a  úvahy  k  němu  vedoucí  se  vyskytují  u  Bohmera;  vzorec  druhý, 
který  zde  podávám,  jest  dalším  jeho  důsledkem,  kdežto  rovnice  (3)  pro 
grafický  obraz  křivky  na  str.  542  plyne  téměř  bezprostředně  z  Kleinových 
úvah  v  řečených  přednáškách  na  str.  564  a  n. 

371.  Z  četných  prací  geomctrografíckých  buďtež  zde  pouze  uvedena 
následující  pojednání  od  E.  Lemoine-a: 
Api>lication  de  la  géométrographie  h  la  geometrie  descriptive  (Asso- 

ciation  Francoise  pour  Tavancement  des  sciences),    1894; 
Principes  de  la  géométrographie  ou  art  des  constructions  géofnétriqucs, 

Archiv  dfír  Mathematik  und  Pliysik,    5.  Ueihe,    1.  Bd.    1901  ; 
Géométrographie  dans  Véspace.  Association  Franc,.  1900; 

konečně  ještě    samostatný    spis  o  témže    předměte,  jenž    vyšel    ve    sbírce 
„Seientia",  Nr.  18,  Phys.  mathématique,  Paris  1902. 

374.  Zde  není  arci  vzat  vůbec  zřetel  k  reprodukcím,  zhotoveným 
tiskem,  které  mnohdy,  jako  při  mapách,  jsou  podkladem  pro  práci,  vyža- 
dující značné  přesnosti.  Délky,  realisované  na  deskách  tiskacích  se  při 
přenášení  na  papír  pomocí  vlhkého  tisku  mění,  kterážto  změna  čili 
deformace  jest  v  různých  směrech  různá.  Ježto  však  deformace  tato  nabývá 
obyčejně  ve  dvou  k  sobě  kolmých  směrech  maxima  a  minima,  tak  že  stejné 
délky  v  příslušných  směrech  na  desce  původní  vyjádřeny  jsou  v  repro- 
dukci délkami  v  poměru  asi  1 :  1*005,  postačí  se  zřetelem  na  opravu  takto 
vzniklých  chyb,  považujeme-li  reprodukci  za  útvar  afíinnt  k  útvaru  repro- 
dukovanému. Viz  na  př.  Láska:  Theorie  des  Karteueinganges^  Zeit- 
schrift  fúr  Vermessungsvvesen,   1906. 

375   Viz   Wiener:    Einige  Regeln  uber  genaues  Konstruieren. 

(Darst.  Geom.  1.  díl,  str.  190.) 

Prováděním  konstrukcí  pomocí  pravítka  a  kružítka,  jejichž  rozměry 
jsou  pro  požadovanou  konstrukci  příliš  malé,  zabýval  se  G.  Pagliano 
v  Supplemento  al  Periodico  di  Miitematica,  Livorno  t.  o,  1901  v  pojednání: 
Sopra  una  restrizione  relativi  alla  portata  degli  strumenti  elemen- 
tari  nella  risoluzione  dei  prohlemi  geometrici. 

376.  0  theorii  konstrukcí  jednají  mimo  jiné 

J.  Sleiner:  Die  geometrischen  Konstrukt  i  onen  ausgefuhrt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  f osten  Kreisesy  vydal  znovu  v  r.  1895 
A.  J.  v.  Oettingen  v  Ostwalďs  Klassiker  der  exakten  Wissenschaflen 

Nr.  60. 
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Lorcnzo  Mascheroni,  La  geometria  del  compasso,  Pavia  1797,  kterýžto 
spis  byl  též  do  jiných  jazyků  přeložen  a  opětně  znovu  vydáván. 

A.  Adler:  Ober  die  zur  Ausfiihrung  geometrischer  Konstruktions- 
aufgaben  zweiten  Grades  notwendigen  Hilfsmittel.  Bcrichte  der 
k.  Ákad.  d.  Wissensch.  in  Wien  189Ó  (Bd.  XCIX),  dále  od  téhož 
aulora:  Zur  Theorie  dar  Mascheroni  schcn  Konstrulctionen  tamtéž. 

W.  31.  Kutta:   Zur  Geschichte  der  konstanten  Zirkeloffnung}   Nova 
acta  Leop.Carol.  academiae,  Bd.  TI,  1897. 

Euklid  kladl  ve  svých  postulátech  také  ten,  že  za  účelem  provedení 
geometrických  konstrukcí  jsou  pravítko  a  kružítko  jediné  přípustné  pří- 
stroje. Uvedené  spisy  zabývají  se  omezením  tohoto  požadavku  na  požadavky, 
které  jsou  nevyhnutelně  nutné  ku  provádění  konstrukcí  Euklidových. 

V  Časopise  pro  pěstování  malhematiky  a  fysiky  podal  J.  Vojtěch 
obšírný  referát  o  theorii  konstrukcí  r.  1902  (XXXI.). 

377 — 411.  Sledovati  lze  již  u  Monge-a  v  jeho  »Géom.  descr.«,  že  při 
různých  problémech  podává  vždy  jen  konstrukce  takové,  jichž  lze  použíti 
též  pro  omezenou  část  roviny ;  ač  důvodu  tohoto  nepodává,  přece  jest 
z  postupu  a  uspořádání  konstrukcí  a  obrazců  přímo  patrný.  Též  sem 
spadají  konstrukce  v  knize  Paschově,  (viz  poznámku  k  370 — 374.),  jednající 
o  prvcích  nevlastních  (uncigentliche  Elemente).  Pozoruhodná  jest  tu 
vědecká  příloha  k  výroční  zprávě  gymnasia  u  sv.  Kříže  v  Drážďanech 
v  r.  1899,  v  níž  uveřejnil  A.  Witting,  Geometrische  Konstrulctionen , 
insbesondere  in  beschránkter  Ebene.  Převzaty  jsou  zde  z  pojednání  toho 
jmenovitě  konstrukce  v  obrazcích  419.  a  4Ž0.,  dále  416.,  596.,  445., 
4.17.,  408.,  z  nichž  ovšem  některé  jsou  všeobecně  známy;  velká  část 
konstrukcí  a  úvah  zde  uvedených  jest  však  buď  samostatně  odvozena  neb 
uspořádána. 

380.  Konstrukce  v  odstavci  7.  a  8.  plynou  jako  zvláštní  případy 
z  věty  Brianchonovy  a  Pascalovy  o  šestiúhelníku  kuželosečce  vepsaném 
neb  opsaném,  když  se  rozpadá  ve  dvojici  bodovou  nebo  ve  dvojici  přímek; 
takovým  způsobem  k  nim  dospívá  na  př.  ďOcagne,  jak  také  blíže  vytčeno 
ve  spise  prve  zmíněném  »Scientia«  Nr.  18  (371).  S  obr.  400.  setkáváme 
se  též  v  práci  Wittingově. 

399.,  400.,  402.  vyskytují  se  též  v   .Scientia-   Nr.  18  (371). 

421.  Přenesení  konstrukce  v  článku  tom  uvedené  na  odvození  prů- 
mětu pro  rovinný  útvar  v  poloze  otočené,  je-li  průmět  jeho  v  poloze 
původní  dán,  má  význam  pro  schematické  uspořádání  přechodu  toho  od  prů- 
mětu jednoho  k  druhému,  jak  zřejmo  též  z  91. 

423.  Vztah  poloměrů  křivosti  pro  dvě  křivky  orthogonálně  affinní 
v  příslušných  sobě  bodech  odvodil  G.  Bellavitis  ve  své  knize  „Lezioni 
di  geometria  deserittiva" ,  Padova  1851 . 

421. — 435.  Odvození  těchto  konstrukcí  a  vzorců,  z  nichž  některé  se 
zde  poprvé  vyskytují,  liší  se  v  celku  i  jednotlivostech  od  podání  obvyklého. 

428.  Úvahy  v  odstavci  5.  je  snadno  rozšířiti  pro  plochu  kuželovou 
vrcholu  S.  Jsou-li  tedy  na  ploše  kuželové  dvě  křivky  é1,  A2,  na  nichž  si 
vytkneme  dva  body  Al9  A2  ležící  na  téže  přímce  povrchové  plochy  kůže- 
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love,  máme  vyjádřiti  souvislost  poloměrů  křivosti  r1%  resp.  r2  křivek  těchí*. 
v  bodech  řečených.  BuJtež  opět  Tn  T^  roviny  oskulační  křivek  ktJ  t} 
v  bodech  těch,  t  jejich  průsečnice  a  Zlt  l2  křivky,  v  nichž  roviny  tyto 
sekou  plochu  kuželovou  a  které  pro  náš  účel  daná  křivky  Jcx,  kz  úplné 
nahrazují.  Dále  označme  Sn  S2  symmetrály  rovin  T1ř  Ta.  Promítejme  na  př. 
šikmo  do  roviny  T2  ve  směru  kolmém  ku  S2 ;  i  jest  průmět  ZJ  křivky 
lx  totožný  se  sklopením  jejím  do  průmětny.  Přímka  a  =  AXA%  nechf 
seče  rovinu  Sj  v  bodě  St.  Prámět  SJ  bodu  toho  leží  patrně  na  £,  a  křivki 
Z°,  Z2  leží  centricky  kollineárně  pro  t  jakožto  osu  a  pro  dvojpomér 
(S°S°A*A2)  jakožto  charakteristiku  kollineace.  Značí  li  T  bod  na  č,  v  něm* 
se  tečny  daných  křivek  pro  body  An  A2  sekou,  a  klademe- li  zase  AXT'=.  /,, 
A^T  ~=z  t21  jest  dle  známého  vzorce  Geisenheimerova  (Schlomilch's  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.,  Band  25,  1880,  viz  též  Wiener,  I.  sy,  str.  218) 

-  /3  /8  48  O  A  O     A 

i= % .  mAW = |  mAM = £  •  ia  •  §?• 

Promítněme  pak  orthogonálně  do  roviny  N,  normální  ku  přímce  £, 
klaďme  <  txa  =  «x,  <  t2a  =  <r2.  V  průmětu  ^^T'  trojúhelníka 
A1A<lT  přímka  T'5',   půlí  úhel  při  T*,  nebo  jeho  úhel  vedlejší;   proto  jest 

81A1  S\A\ t\  sin  a* z 

~S^A~  ~ ^\^\  ~~  ťl  ~  sináTt' 
a   tedy 

r,_t\     8A1     sina\  . 

r2      t\     8A2     sin  «'a  ^ 

Uzavírají-li  tečny  tu  t2    s  N    úhly  rt,  r2,    můžeme    do  rovnice  télo 

místo 

t*      .  v.  .  ť1cosr9   v...      cos  r2  sina\ 

y-  vložiti  -- 2-  čili    ±— : — r=-» 

t2  t\  cos  r,  cos  r,  sw  a , 

čímž  jsme  vedeni  k  relaci 

T  T 

— —  •  cos3tx  .  sin*  a\  =  —  ■-  -  cos3 12  sin*  «V  (2) 


tíAt  '  x        SA 

Konečně    označme    át,    d2    vzdálenosti    bodu    S   od  rovin   T,,  T2  a 
ga,  o;2  úhly,  které  uzavírá  rovina  St  s  rovinami  T,,  T,2.  I  jest  patrné 

AS'_TA\  _  £?A ',  _  <\  gin  <y,  _  t\d^ 
AŠ'T'A'o  ~  &A'2  ~  ť2  sin  q2  ~  ťQd2 ' 
tak  že 

SAt  dx  sin  «'2 

ŠA2       dn  sin  «', 
Následkem  toho  obdržíme  z  rovnice  (2)  rovnici  novou 

-y-  cos3  r,  sin3  a\  =  -=?-  cos3  z,,  sin3  a'*.  (5) 

^1  ^2 
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Vrátíme-li  se  zase    k   úsečkám    čn  t2    a  jejich    průmětům,    můžeme 
poslední  relaci  dáti  tvar 


r 
nebo,  značíme-li  A  rovinu  tS> 


r>-=Ě±(liY  (4) 


SXŤv    *  j  "  /R\ 


sin  T2A 

kterýžto  vzorec  souhlasí  úplně  s  (3)  v  428. 

429.  Elegantní  konstrukce  pro  středy  křivosti  kuželoseček  vůbec  a 
společný  pramen  jejich  podal  K.  Pelz:  Die  Krummungshalbmesser- 
Jconstruktionen  der  Kegélschnitte  als  Korollarien  eines  Steineťschen 
Satzes,  v  zasedacích  zprávách  Kr.  České  Společnosti  Nauk,  r.  1879. 

434.  Srovnej  zde  konstrukci  středu  křivosti  křivky  v  některém  bode 
jejím  z  daných  středů  křivosti  pro  její  průměty  v  pojednáních  od  Dvpina 
a  Ponceleta  v  Gergonne-ových  Annales  de  mathématiques,  první  ve  sv.  7, 
druhé  ve  sv.  15;  viz  též:  De  la  Gournerie:  Geometrie  descriptive,  t.  lit. 

437.  Viz  Chr.  Wiener:   Ueber  die  móylichst  genaue  Rektifikation 
eines  vereeichneten  Kurvenbogens,   bestimmt  auf  der  Grundlage  der 
Wahrscheinlichkcitsrechnting,    Schlomilch's  Zeitsch.   fúr  Malh    u.  Phys., 
16.  Jahrgang.  1871. 

437.  a  438.  Viz  Wiener:  Darst.  Geom.  Bd.  L,  či.  225  a  n. 

438—442.  Lindemann  dokázal,  že  %  jest  číslo  transcendentní  v  Malhc- 
inatische  Annalen.  Band  20,  r.  1882.  Důkaz  jeho  jest  ještě  velmi  složitý. 
Zjednodušení  důkazu  podal  Weierstrass  v  Sitzungsberichto  der  k.  pr. 
Akademie  d.  Wissensch.  1885;  další  zjednodušení  uveřejnili  HUbert,  Hur- 
witz  a  Gordan  v  Mathematische  Annalen,  Band  4 o.  Gordanův  důkaz  ze 
všech  nejelementárnější  vyskytuje  se  též  v  knize  F.  Klein:  Vortráge  uber 
ausgeivahlte  Fragen  der  Elementar  geometrie,  Leipzig  1895.  Tím  jest 
nejen  dokázáno,  že  kvadraturu  kruhu  nelze  pomocí  kružnice  a  přímky  provésti, 
ale  dokázáno  jest  obecně,  že  nelze  žádnou  algebraickou  křivku  sestrojiti, 
na  níž  by  ležel  vůbec  bod  té  vlastnosti,  že  by  úsečce  jeho  vyjádřené  ra- 
cionální hodnotou  příslušela  pořadnice,  vyjádřená  číslem  n.  Geometricky 
přesné  vyjádření  Čísla  n  lze  proto  provésti  pouze  pomocí  křivek  transcen- 
dentních. Musíme  tedy  za  účelem  grafického  vyjádření  nahraditi  kru- 
žítko přístrojem  jiným,  pomocí  něhož  lze  grafické  obrazy  takových  křivek 
spojitým  pohybem  popisovati.  K  tomu  se  hodí  dobře  integraf  Abdank- 
AbakanoviČův,  popsaný  na  př.  v  Integraphen  von  Ab.-Abakanowicz,  deutsch 
von  A.  Bitterli,  Leipzig  1889.  Pomocí  tohoto  i  rite  grafu  lze  k  čáře  libovolné 
dané,  vyjadřující  v  určité  soustavě  pravoúhlé  křivku 

y  =  f(x)t 
narýsovati  příslušnou  křivku  integrální  v  téže  soustavě,  vyjádřenou  rovnicí 


—Jf{x)dx, 


J.  Sobotka:  Deskriptivni  geometrie.  41 
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při  čemž  příslušné   si  body   obou    křivek   leží    vždy  na  téže     přímce    po- 
řadnicové. 

Kružnici 

x2  +  y*  —  ra 

přísluší  tedy  křivka  integrální 


=/w»= 


Y  = 7  V*"9  —  *■  dx. 

Zařídíme- li  přístroj  ten  tak,  aby  délka  jednotky  konstrukční     rov  rub 
se  r,  tu  ke  kružnici  dané 

*»  +  y4  =  1 

přináleží  křivka  integrální 

2  Y  =r  are  sin  »  +  x  \  \  —  se*. 
Pro  *  =  0,         jest     |2r|  =  0,    »,..., 

pro  *  =  ±1,    jest    |2F|  =  -J,    -* 


—  t     •      • 


Tím  jest  již  kvadratura  a  rektiíikace  kružnice  také  geometricky  přesné  ře- 
šena. Pro  grafické  obrazy  ovšem  tím  nezískáme  větší  přesnosti  nežli   kon- 
strukcemi   přibližnými.      Pokud    se    týče  však    metricky    přesného    dělení 
oblouku  kruhových,    mohli    bychom    použíti     na    př.    integrafu     polárního, 
kterým  se  k  dané  křivce,  jejíž  rovnice  v  souřadnicích  polárních 

r=/(qp) 

jest  dána,  popisuje  v  téže  soustavě  souřadné  křivka  integrální 

Jí  =ff  (<p)  d% 

tak  že  pro  r  =  1  jest  JS  =  <p  -f-  C;  viz  Beitrag  zur  infinitesitncUen 
Geometrie  der  Integralkurven,  jejž  jsem  uveřejnil  v  Sitzungsberichte 
(I.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  in  Wien,  Bd.  107,  1898. 

Srovnej  též  L.  Kleritj:  Tráktoriograph  und  Konstruktion  der 
transcendenten  Zahlen  „tc"  und  „ett,  sowie  Konstruktion  der  n-sei- 
tigen,  dem  Kreise  eingeschriebenen  Polygone,  Dingler*s  polylechnisches 
Journal,  Band  305,  1897.  0  použití  jiných  křivek  k  rektifikaci  a  dělení 
oblouků  kruhových  lze  se  dočísti  též  v  L.  Cremona:  Elementi  di  cal- 
colo  grafico,  Torino  1874,  německy  vydal  M.  Curtze,  Leipzig  1875. 

439.  Tuto  přibližnou  konstrukci  vynašel  polský  jezovita  Adam  A. 
Kochansky,  který  dříve  v  Praze  byl  usazen;  konstrukci  tu  uveřejnil  1685 
v  Ada  eruditorum. 

440.  Tuto  přibližnou  hodnotu  uveřejnil  Specht  v  Crelle*s  Journal 
fur  Math.,  Band  3,  str.  83  a  podal  konstrukci,  plynoucí  z  ní  pro  rekti- 
fikaci  kružnice. 
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441.  Přiblížení  dané  vzorcem  (1)  znal  již  kardinál  Mikuláš,  dle  svého 
rodiště  Cues  nazvaný  Cusanus  (*  1401),  viz  Cantor:  Geschichte  der 
Mathematik,  II.  Band,  Leipzig  1892,  str.  184.  Přibližnou  konstrukcí 
v  obr.  469.  obsaženou  zabývá  se  též  Willebrord  Snellius  (Cantor  II., 
str.  645)  a  také  Christian  Huygens  (1629 — 1695)  ve  spise  De  circuli 
magnitudine  inventa,  věta  XIII.  Viz  zajímavou  knihu,  již  vydal  F.  Rudio  : 
Archimedes,  Huygens,  Lambert,  Légendre;  vier  Abhandlungen  uber 
die  Kreismessung,  Leipzig  1892,  obsahující  mimo  to  pěkný  přehled  dějin 
o  kvadratuře  kružnice. 

Rozšíření  léto  konstrukce  na  křivky  vůbec  uvádí  A.  E.  Pellet: 
Rectification  approximative  ďun  are  de  courbe,  Comptes  Rendus  CX, 
1890.  Rozšíření  záleží  v  tom,  že  vede  tečnu  t  k  oblouku  MM*  v  bodě 
A,  pro  nějž  jest  poloměr  křivosti  R  největší  a  prodlouží  normálu  jeho 
pres  střed  křivosti  o  2ři   až  do  bodu  B,    potom  promítne   z    bodu    toho 

body  M,  Ms  na  tečnu  t  do  bodu  P  a  P;    pak  jest  PPi  přibližná  délka 

oblouku  MM'.  Klademe-li  J  =  are  MM'  —  PP4  a  značí-li  ů  úhel,  který 
uzavírají  tečny  k  oblouku  v  bodech  Jř,  M',  při  čemž  ramena  úhlu  toho 
mají  smysl  tečen  příslušný  smyslu  oblouku  MM4,  jest  tu 


50  ^(t) 


^60 

Korrekce    vzorce  (i),  podávajícího    přibližnou    rektifikaci    Cusanovu, 

již  jsme  zde  obdrželi  jakožto  přirozený  důsledek  provedených  úvah  anály- 

2 
tických,  jest  velmi  značná;  tak  pro  <  ASBzíz  -=-  q   jest   dle  Cusanovy 

o 

(Huygensovy)  konstrukce,  jak    snadno  obdržíme,    A  =  0*0079  .  .  .,    tedy 

chyba  více  nežli  desetinásobná  proti  chybě,  plynoucí  ze  vzorce  zlepšeného. 

Srovnej  zevrubné  úvahy  o  rektifikaci  oblouku  kruhových  v  B.  Gugler : 
Deskriptive  Geometrie,  4.  Aufl. 

442.  Tuto  konstrukci  a  geometrické  východisko  její  podal  Max 
Blasendorff  ve  výročním  programu  osmé  reálky  v  Berlíně,  1901,  v  po- 
jednání: Ueber  die  Teilung  des  Kreisbogens.  Odvození  jeho  analytic- 
kého nemohlo  býti  zde  již  pro  jeho  délku  použilo,  zaujímat  14  velkých 
kvartových  stran ;  odvození,  jež  tuto  jest  umístěno  (str.  620—624),  snad 
dostatečné  vyhoví  účelu  svému. 
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Opravy. 


Str.    27„  řádek  9.  shora;  Čti:  tg*  místo  g /*. 

32.,      >      9.  zdola;  čti:  rovnoběžka  místo  stejnosměrka. 
170.,  v  obr.  123.  nahoře  v  právo  stůj  C*  místo  C 
241.,  řádek  4.  shora;  čti:  SCA=a  —  b. 

336.,  výpust  v  řádku  2.  zdola  čárku  za  slovem  body  a  před  sloveni  jest. 
362.T  v  obr.  265.  má  u  měřítka  státi  8  místo  6\ 
448.,       »       350.  nahoře  místo  piéa  polož  f". 
474.,      >       363.  má  začínati  tečkovaná  část  ellipsy  u  £'. 
529.,      >       388.  nahoře  má  býti  první  část  prostředni  čáry  tečkovaná. 
617.,  řádek  10.  a  11.  zdola;  čti:  2100  místo  aiooo. 
635.,      >       18.  shora;  čti:  Litvín  místo  Lufičan. 
637.,       >         7.  zdola ;  za  slovo  Band  vsunouti  ještě  der  Enc-  d.  Elem.-Math 
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